Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA4401-1 Procesos de Markov

29 de abril de 2022

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Auxiliar 7: Mas resultados sobre CM y Martingalas
Profesor: Joaquin Fontbona T.
Auxiliares: Luis Fuentes C. y Pablo Zuniga R.

P1. Sea X = (X, )nen una cadena de Markov homogénea a valores en E (numerable), F' un subconjunto
finito de E' y el tiempo de parada op = inf{n > 1: X,, € F'}. En esta pregunta, demostraremos que

(Vj € F):Ejlor] < 0o = X es recurrente positiva.
Para ello, defina (p,,)nen por
po:=0, pp:=mf{m>p,_1:X,, €F}, n>1
y proceda como sigue:

a) Muestre que, para todo x € F'y n € N, P, (p, < 00) = 1.

b) Defina Y = (Y, )nen por Y, := X, para cada n € N. Muestre que Y es una cadena de Markov
en F' con matriz de transicién @ = (Qzy)azyer dada por Quy = Pr(Xsp = ¥).

¢) Muestre que Y es irreducible recurrente positiva.

d) Defina o, =inf{n >1: X, =z} y o, =inf{n >1:Y,, =z} para todo = € F. Muestre que

oo
VeeF: o,= Z]lk<5x(pk+1 — Pk),
k=0

y que {7, > k} € F,,. Indicacién: para 71 y 7 tiempos de parada, {my = 7} € Fr, N Fr,.

e) Muestre que, para todo x € F, E;[0,] < E;[6,] maxyer Ey[or] y concluya.

P2. Considere x € N y una coleccién (£F), x>1 de variables aleatorias iid e independientes de una v.a.
Xo. Se define el proceso de ramificacién (X, ),en por

Xn
Xo=x, Xp=)» &, VneN
k=1

y denote m = E1[X;] (esto es, la esperanza para el caso Xy = 1).

a) Demuestre que el proceso (W),),en definido por W, := m™ "X, es una martingala con respecto
a la filtracién natural de (X,)nen, denotada (F,)nen.

b) Concluya el valor de E;[X,,] para todo x € N y su limite cuando n — oo.



