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P1. Sea X = (Xn)n∈N una cadena de Markov homogénea a valores en E (numerable), F un subconjunto
finito de E y el tiempo de parada σF = ı́nf{n ≥ 1 : Xn ∈ F}. En esta pregunta, demostraremos que

(∀j ∈ F ) : Ej [σF ] < ∞ =⇒ X es recurrente positiva.

Para ello, defina (ρn)n∈N por

ρ0 := 0, ρn := ı́nf{m > ρn−1 : Xm ∈ F}, n ≥ 1.

y proceda como sigue:

a) Muestre que, para todo x ∈ F y n ∈ N, Px(ρn < ∞) = 1.

b) Defina Y = (Yn)n∈N por Yn := Xρn para cada n ∈ N. Muestre que Y es una cadena de Markov
en F con matriz de transición Q = (Qxy)x,y∈F dada por Qxy = Px(XσF = y).

c) Muestre que Y es irreducible recurrente positiva.

d) Defina σx = ı́nf{n ≥ 1 : Xn = x} y σx = ı́nf{n ≥ 1 : Yn = x} para todo x ∈ F . Muestre que

∀x ∈ F : σx =
∞∑
k=0

1k<σx(ρk+1 − ρk),

y que {σx > k} ∈ Fρk . Indicación: para τ1 y τ2 tiempos de parada, {τ1 = τ2} ∈ Fτ1 ∩ Fτ2 .

e) Muestre que, para todo x ∈ F , Ex[σx] ≤ Ex[σx] máxy∈F Ey[σF ] y concluya.

P2. Considere x ∈ N y una colección (ξkn)n,k≥1 de variables aleatorias iid e independientes de una v.a.
X0. Se define el proceso de ramificación (Xn)n∈N por

X0 = x, Xn+1 =

Xn∑
k=1

ξkn+1 ∀n ∈ N.

y denote m = E1[X1] (esto es, la esperanza para el caso X0 = 1).

a) Demuestre que el proceso (Wn)n∈N definido por Wn := m−nXn es una martingala con respecto
a la filtración natural de (Xn)n∈N, denotada (Fn)n∈N.

b) Concluya el valor de Ex[Xn] para todo x ∈ N y su ĺımite cuando n → ∞.
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