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P1. Calcule las siguientes sumatorias:

a)
n∑

j=1

j∑
k=1

(
k +

2j

j

)
.

b)
n∑

i=1

(cos(i+ 2) + cos(i)− cos(i+ 1)− cos(i− 1)).

c)
n∑

k=0

k

(
n

k

)
2k

3n
.

P2. Para n ∈ N \ {0} considere la suma

S = 1 +
1 + 2

2
+

1 + 2 + 3

3
+ · · ·+ 1 + 2 + · · ·+ n

n
.

Escriba S como sumatoria doble y calcule su valor.

P3. Sea r ̸= 1 y n ≥ 1. Se define Sn :=
n∑

k=1

krk.

a) Demuestre que Sn = r(Sn − nrn) +
∑n−1

k=0 r
k+1.

b) Use lo anterior para calcular el valor de Sn.

c) Considere para n ∈ N \ {0} y b ∈ R, la suma

S = 1 + 2(1 + b) + · · ·+ n(1 + b+ · · ·+ bn−1).

Escriba S como sumatoria doble y calcule su valor.

P4. Sea A un conjunto finito no vaćıo.

a) Sea C una partición de A. Demuestre que |A| =
∑

C∈C |C|.
b) Suponga adicionalmente que ∀C1, C2 ∈ C , |C1| = |C2|. Demuestre que |C | divide a |A|.
c) Determine la cantidad de funciones sobreyectivas en {0, 1}A.
d) Determine la cantidad de particiones de A con dos partes.

Indicación: tenga cuidado con sobrecontar.

P5. Sea n ≥ 1 y considere1 Sn = {f ∈ [1..n][1..n] : f es biyectiva}.

a) Justifique brevemente que Sn es finito, y luego determine |Sn|.
b) Para k ∈ [1..n], defina Sk

n := {f ∈ Sn : f(k) = k}. Determine |Sk
n|.

c) Para n ≥ 2, determine |S1
n ∪ S2

n|.

1El conjunto Sn se denomina permutaciones.
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Proposición (Propiedades de las sumatorias). Para todo n ∈ N y m ≤ n, se tienen

n∑
k=m

1 = n−m+ 1.

n∑
k=m

(ak ± λbk) =

n∑
k=m

ak ± λ

n∑
k=m

bk, donde λ ∈ R es constante.

(Traslación de ı́ndices)
n∑

k=m

ak =
n−s∑

k=m−s

ak+s =
n+s∑

k=m+s

ak−s, donde s ∈ N.

(Separación de ı́ndices)
n∑

k=m

ak =
s∑

k=m

ak +
n∑

k=s+1

ak, donde m ≤ s < n.

(Propiedad telescópica)
n∑

k=m

(ak − ak+1) = am − an+1.

(Reordenamiento de ı́ndices) Si f : [m..n] → [m..n] es biyectiva, entonces

n∑
k=m

ak =

n∑
k=m

af(k).

Proposición. Si I, J ⊆ [0..n] son disjuntos, entonces
∑

k∈I∪J
ak =

∑
k∈I

ak +
∑
k∈J

ak.

Ejemplo (Sumatorias conocidas).∑n
k=1 k = n(n+1)

2

∑n
k=1 k

2 = n(n+1)(2n+1)
6

∑n
k=0 r

k = rn+1−1
r−1 , r ̸= 1.

Proposición (Intercambio de ı́ndices). Para una sumatoria doble
∑n

i=0

∑n
j=0 aij cuyos ĺımites

inferiores y superiores no dependen de los ı́ndices, se tiene
n∑

i=0

n∑
j=0

aij =
n∑

j=0

n∑
i=0

aij .

Proposición (Propiedades del cardinal).

(1) |A| = 0 ⇐⇒ A = ∅.
(2) Si A es finito y f : A → B es biyectiva, entonces B es finito y |B| = |A|.
(3) (Monotońıa del cardinal) Si B es finito y A ⊆ B, entonces A es finito y |A| ≤ |B|.
(4) (Unión disjunta) Si A y B son finitos y disjuntos, |A ∪B| = |A|+ |B|.
(5) (Unión en general) Si A y B son finitos, |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
(6) (Diferencia) Si A ⊆ B y B es finito, |B \A| = |B| − |A|.
(7) (Unión finita) Si A1, . . . , An son finitos y disjuntos de a pares, |

⋃n
i=1Ai| =

∑n
i=1 |Ai|.

(8) (Producto cartesiano) Si A y B son finitos, |A×B| = |A||B|.
(9) (Funciones) Si A y B son finitos, |BA| = |B||A|.

Proposición. Para n ∈ N y k ∈ [0..n], se tienen(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
.(

n+ 1

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
(Identidad de Pascal).
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