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Pl. Sea E = {a + b2 : a,b € Z}. Asuma que (E,+,-) es un anillo conmutativo, en particular, no
necesita demostrarlo. Para este anillo:
a) Encuentre los neutros de la suma y el producto.
b) Pruebe que (E,+,-) no tiene divisores de cero.

¢) Muestre que (E,+,+) no es un cuerpo.
P2. Sea (G, *) un grupo abeliano y H, K C G dos subgrupos de G. Se define el conjunto
HxK:={hxk:he HkeK}.
Pruebe que (H * K, %) es subgrupo de (G, %).
P3. Sea (A, +,-) un anillo conmutativo.

a) Demuestre que si x € A es divisor de cero, entonces x no posee inverso.
b) Suponga que |A| < co. Sea z € A\ {04} no invertible.
1) Muestre que para todo k € N\ {0}, 2¥ # 14. Indicacién: contradiccién.
2) Muestre que existen n,m € N\ {0} tales que 2" = 2™. Indicacién: contradiccién.
3) Muestre que existen 7, s € N\ {0} tales que 2°(14 — 2") = 04. Indicacién: parte 2).
4) Concluya que z es divisor de cero.
¢) Demuestre que en (Zy,, +n, n)E| para n > 1, todo elemento no invertible para -, es divisor de

cero.

P4. Sea (A,+,) un anillo y denote por 0 a su neutro aditivo y 1 a su neutro multiplicativo. Se define
la caracteristica del anillo (A,+,-) como el minimo valor n € N\ {0} tal que

1+14+---4+1:=n1=0.
—_——
n veces

Si tal n no existe, entonces se dice que el anillo tiene caracteristica 0.

a) Encuentre la caracteristica de (R, +,-), (Z,+,-) v (Zg, +5, %), k> 1.

b) Muestre que si el anillo (A, +, -) tiene caracteristica n > 0, entonces

Vac€ A, a+a+---+a:=na=0.
—_——

n veces

¢) Concluya que si un cuerpo (con 0 # 1) tiene caracteristica p, entonces p = 0 o p es primo.
Indicacién: En el caso p # 0, descarte que p = 1 y luego use la descomposicién prima de p.

'P4gina 136 del apunte versién pandemia.



En todo el resumen, (G,#) es un grupo con neutro eq, (H,*) es un subgrupo de (G,%), (A,4+4,:4) ¥
(B, +B,-B) son anillos.

Definicién. Una estructura (G, *) se dice grupo, si * es asociativa, admite neutro en G y todo
elemento en G posee inverso en G. Si ademds * es conmutativa, (G, *) se dice grupo abeliano.

Definicién. Para H C G no vacio, (H, ) se dice subgrupo de (G, *) si es también un grupo.

Teorema. (H,*) es subgrupo de (G, %) <= H CGAVz,y€ Hyx+xy ' c H.

Proposicién (Propiedades de grupos y subgrupos). Sea (K, A) una estructuray f: G — K
un homomorfismo.

» Los neutros de (G, *) y (H,*) coinciden. Los inversos en (G,*) y en (H, ) coinciden.
= (f(G),A) es grupo y (f(H),A) es subgrupo de (f(G),A).
» Denotemos ex = f(eg) el neutro en (f(G),A). Entonces f es inyectiva ssi f~1({ex}) = {eq}-

Definicién. Una estructura (A, +, ) se dice anillo si

= (A,+) es grupo abeliano, con neutro denotado 04 (llamado neutro aditivo),

= - es asociativa,

» Existe neutro en A\ {0} para -, con neutro denotado 14 (llamado neutro multiplicativo),
= - distribuye con respecto a +.

Si ademds - es conmutativa, (A, +, ) se dice anillo conmutativo.
Para a € Ay n € N, se definen recursivamente

= las potencias de a, como a’ =1; a" =a" ' -asin > 1.

Ademds, si a posee inverso a~! para -, a=" = (a™) 71
» los miiltiplos de a, como Oa = 0; na = (n — 1)a+ a si n > 1. Ademds, —na = n(—a).

Proposicién. Sea (A, +,-) un anillo, z,y € A, k,{ € Zy n € N.

L OA-x:x~0A:OA.

» —(zy)=(-2)y=z-(-y)y(-2) (-y) =2y

w = (-1)-z=x-(-1).

» k(a+b) =ka+kb, (k+{0)a=ka+lay (ka)-(¢b) = (kf)(a-D).

w 2" — 1y = (z—14)- 3 p_2". Siel anillo es conmutativo, (z +y)" = >, _, (1)z* -y "

Definiciéon. Una funcién f: A — B se dice homomorfismo de anillos si para todo x,y € A,

fl@tay)=fx)+8 fy), flz-ay)=[f(x)fly), [f(la) =1z

Definicién. Un elemento a € A\ {04} se dice divisor de cero si existe b € A\ {04} tal que
a-4b=04, 0 bien, b-4 a =04 (notar que en tal caso, b también seria divisor de cero).

Definicion. Un anillo conmutativo y sin divisores de cero se llama dominio de integridad.

Definicién. Una estructura (K, +,-) se dice cuerpo si (K,+,-) es un anillo conmutativo y todo
elemento x € K \ {Ox} es invertible para -.

Proposicién. Todo cuerpo es un dominio de integridad. (v no viceversa)




