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Problemas en P
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(G, s,t) : Existe un dicamino de s a t en el digrafo G}
(@) : G grafo conexo}

AeQm™ ™ beQm™ ceQykeqQ,
{<A’b0k> Jrz e Q" talquec’z<ky Az <b x>0

a,b,c) :a,b,c € Q tal que ab = ¢}

) ia,b,c€Qtal que a+b=c}
a,b,d) : a,b,d € N\ {0} tal que med(a,b) = d}
a,n,b) : a,b € Z, n € N en unario tal que a™ = b}

a,c€Z, b,meN,m;éO,}

(a,b,em) ) que a® = ¢ (méd m)



Algorithm 1: Exponenciacién Modular
input :a,b,mtalquea e N, bym e N, m # 0.
output: el resto ¢ € {0,...,m — 1} de la divisién de a® por m.
c<+1;
while b > 0 do

if b es impar then

| ¢+ (c-a) méd m;

b+ |b/2];

a <+ a? méd m;
return(c)




Problemas en NP N coNP

Compst = {(n):n €N es compuesto}
Primos = {(p):p € N es primo}

De hecho, jambos problemas de decisién estdn en P!



Problemas en NP

Gl = {61 3 0o e psen clve
G es un grafo que posee un recubrimiento
ve = {<G’ k) : de nogos deqtampaﬁo alomiskeN }
3Color = {(G) : G es grafo 3 coloreable}
HamCycle = {(G) : G es grafo que posee un circuito Hamiltoniano}
HamPath = {(G): G es grafo que posee un camino Hamiltoniano}
MaxCut = {(G,k) : G es grafo que posee un corte S tal que |§(S)| > k}



Problemas en NP (cont.)

SubSum = < (U,t):U CN, teN tales que 35 C U, Zs:t}

seS

{ w:U—>N,v:U—>N,VV,VEN,y}
Mochila = (U,w,v, W,V): IS CU tal que 3 _qw(s) <W,
Zsesv(s) >V
G grafo, w: E(G) = N, k € N tal que existe
{ un tour T' de G tal que 3y w(e) <k }

w:U —QnNJ[0,1], k € N tal que existe }

TSP =

BinPack = (U, w, k) : una particién Sy, ..., Sk de U para la que

2ses, w(s) <lparatodoi=1,....k



Férmulas Booleanas

Una férmula Booleana ¢ sobre las variables x1, ..., z,, denotado
¢ =p(x1,...,x,) se define recursivamente como:

m z; es una férmula Booleana,
m —(¢) es férmula Booleana si ¢ es férmula Booleana, y

m (@) x (¢") es férmula Booleana si ¢’ y ¢” lo son, donde x es un
operador légico binario.

Decimos que ¢ = ¢(x1,...,x,) es férmula Booleana que se puede
satisfacer si Jday, ..., a, € {0,1} tal que p(a1,...,a,) = 1.



Se define:

SAT = {{¢): ¢ es férmula Booleana que se puede satisfacer} .

Theorem (Cook (1971) & Levin (1973))
SATes NP-completo.



Circuitos Booleanos

Un digrafo aciclico C' = (V| E) se dice circuito Booleano si:

m Cada puertas Idgica (i.e. los nodo v € V' de grado de entrada
i, > 0) estd etiquetada por una funcién Booleana de aridad i,.

m Existe una Unica puerta légica con grado de salida igual a 0 y que se
denomina salida.

m Las entradas (i.e. los nodos v € V' con grado de entrada igual a 0)
estdn etiquetados por 0, 1, o por variables Booleanas que se
denominan variables de entrada.

Salvo que se diga lo contrario, las puertas I6gicas de un circuito Booleano
estardn etiquetados por las funciones OR (denotada V), o AND
(denotada A), o NOT (denotada —) en cuyo caso la puerta légica debe
necesariamente tener grado de entrada 1.



Definiciones adicionales relativas a circuitos Booleanos

Un circuito Booleano C' de n entradas tiene asociada de forma natural
una funcién Booleana de {0,1}" — {0, 1} que se denotaré (abusando
notacién) por C.

El tamafo de un circuito Booleano C' es el nimero de puertas ldgicas de
C, y se denota por |C|.

Se denomina profundidad del circuito Booleano C' al mayor largo de un
dicamino que va desde una entrada hasta la salida de C'.



Evaluacién de circuitos Booleanos

Se define,

CircEval = {(C,w) : C es circuito Booleano y C(w) = 1}.

Theorem

CircEval estd en P.

De hecho, mas adelante veremos que CircEval es de los problemas de
decisiéon mas dificiles en P.



Algorithm 2: Evaluacién de Circuitos Booleanos

input : w € {0,1}" y C = (V, E) circuito Booleano con entradas v1,...,v, y
salida vsqy.

output: C'(w).
/* Inicializacién */
for v € V do

| prov, < 0;
fori=1,...,|V| do

L for wv € E do

| prov, < méx {prof.,,prof. + 1};

fori=1,...,ndo
| valy, < wi;

fori=1,...,prof,,, do

for v € V do
if prof, =i then
/* f, etiqueta de v y uiv,...,u;,v € K */
L valy < fo(valu,,...,valy,, );

return(val,,, )




Idea de la demostracidon del Teorema de Cook-Levin

Theorem
Seat:N — N tal que t(n) > n. Si L € DTIEMPO(t(n)), entonces

existe una familia de circuitos Booleanos (C,,)nen, |Crn| = O(t?(n)), tal
que para todo w € ¥} se tiene que

weL < C,(w)=1, donden = |w|.
M4s aiin, la familia (C,,)nen es constructible en tiempo O(t%(n)) (es
decir, existe una maquina de Turing que en la entrada n en unario,

entrega como salida una codificacién de C,, en tiempo O(t(n)).

Corollary

L € P si y solo si existe una familia de circuitos (C),)nen constructible en
tiempo polinomial tal que

weL < C,(w)=1, donden = |w|.



|dea de la demostracién del Teorema de Cook-Levin (cont.)

Corollary
L € NP si y solo si existe una familia de circuitos (Cy, (-, -))nen
constructible en tiempo polinomial y un polinomio p tales que

we L < 3m, €{0,1}*"™) tal que Cp(w, ) =1, donden = |w].

Se dice que un circuito Booleano C' en n entradas se puede satisfacer, si
existe z € {0,1}" tal que C'(z) = 1. Se define,

CircSat = {(C) : C es circuito Booleano y se puede satisfacer} .

Corollary

CircSat es NP-completo.

Corollary

CircSat <p SAT y por lo tanto SAT es NP-completo.



