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PROBLEMA 1:

(i.1).- Para demostrar que DAPATH es NL-duro, basta usar el mismo argumento utilizado para demostrar que
PATH es NL-duro pero considerando maquinas de Turing aumentadas con relojes.

(i.2).- Definamos el lenguaje DACICL como la coleccién de (G,s,t) tales que G es un digrafo aciclico.
Observar que DAPATH = PATH N DACICL. Sabemos que PATH estd en NL y es facil ver que NL es cerrado
bajo interseccion. Para obtener la conclusion deseada, basta entonces demostrar que DACICL estd en NL.
Pero NL = coNL, por lo que es suficiente probar que DACICL estd en coNL. Consideremos la mdquina de
Turing fuera de linea,

M = En(G,s,1),
(1).- De manera no-determinista, adivinar universalmente, un nodo s € V(G).
(2).- Hacer v < s.
(3).-Paraie {1,...,|V(G)|}

4).- De manera no-determinista, adivinar universalmente, un nodo v' € V(G).
).-- Siw' & E(G), entonces Rechazar.

6).- SiV = s, entonces Rechazar.

.- Hacer v < V.

(8).- Aceptar.

Dado que M s6lo requiere almacenar los valores de s,v,v' € V(G) ei € {1,...,|V(G)|}, se tiene que M ocupa
O(log|V(G)|) espacio, i.e. M es una maquina de Turing tipo coNL.

Por otro lado, si G no es aciclico, entonces posee un ciclo de largo a lo més |V(G)|. En este caso, M hara
una secuencia de adivinanzas de nodos partiendo con un nodo en el ciclo y recorriendo secuencialmente
el ciclo hasta volver al nodo inicial, en cuyo instante M rechazara. Si G es aciclico, es fécil ver que M no
rechazara en los pasos (5) y (6), por lo que eventualmente aceptara. Sigue que M reconoce DACICL, y por lo
tanto DACICL € coNL = NL como se queria demostrar.

(ii).- Para establecer el resultado, veremos que CIRC—VAL log-espacio reduce a LP. Sea (C,d) tal que C
es un cicuito Booleano en n entradas y d = (ay,...,a,) € {0,1}". Supongamos que V es el conjunto de
puertas logicas de C, que V' = {V},...,v},} es el conjunto de n entradas, y que o € V es la salida del circuito.
Constuiremos una intancia de LP con variables x, donde v € V UV’. Las desigualdades a considerar son:

» Paratodoic {1,...,n},x,; =a.

» ParatodoveV,0<x, <1.




= Para todo v € V puerta 16gica de negacién con u la puerta lgica que alimenta v,

x, = 1—x,.
= Para todo v € V puerta I6gica de conjuncién con uy,...,u,, puertas légicas que alimentan a v,
Xuj > Xy, paratodoi € {1,...,k},
ky
x, > quj — (ky—1).
j=1
= Para todo v € V puerta l6gica de disyuncién con u, ..., u, puertas logicas que alimentan a v,
Xy > Xy, paratodoi € {1,...,k,},
ky
Xy, < Z KXuj -
j=1

Finalmente, consideramos la funcién lineal a optimizar como x,. Resumiendo, a la instancia (C,d) de
CIRC—VAL le hemos asociado una matriz A a coordenadas enteras y vectores b y ¢ también a coordena-
das enteras.

Afirmamos que (C,d) € CIRC—VAL si y solo si (A,b,c,1) € LP. En efecto, supongamos que (C,d) €
CIRC—VAL. Definimos x, € {0,1} como el valor que toma la puerta 16gica v de C cuando lo evaluamos
en d, y hacemos x,; = g; para cada vﬁ entrada de C. Es facil ver que x = (x,),eyuy es tal que Ax < by

cTx=x, = 1. Luego, (A,b,c,1) € LP. Por otro lado, si (A,b,c,1) € LP, sigue que existe x = (x,),cy_y’ que

satisface Ax < by tal que x, > 1. No es dificil verificar que el valor x, corresponde al valor de verdad que

toma la puerta v del circuito C evaluado en d. Sigue que C(d@) = x, > 1, es decir (C,d) € CIRC—VAL.

La caracteristica local de la reduccién que le asocia (A,b,c,1) a (C,d) permite que la reduccién pueda ser
calculada por una maquina a log-espacio. En resumen, CIRCVAL <;, LP por lo que LP es NL-duro.
PROBLEMA 2:

().- Sean C(-,-) y Sc como en el enunciado. Afirmamos que VC(S¢) < £. Por contradiccién, supongamos
que existe un X de cardinal ¢ > £. Sigue que

2 = 2X| = HS(mX Lo {0,1}@’ <2
i.e. ¢/ </, contradiccion. Esto concluye la demostracion de la afirmacion.
Sigue que ® = (C(+,-),k) € VC—DIM si y solo si
(k< 0)A (Elxl,...,xk € {0,1y" VI C {1,....k}, 3o € {0,1}, (Vi€ {1,... k},Clonx)) =1 =i € 1)) ()
Notar que dado ® = (C(-,-),k) tal que k < ¢, la afirmacién Vi € {1,...,k},C(o,x;) = 1 < i € I puede ser
decidida en tiempo polinomial en |®| (dado que ¢ < |®| y que la evaluacién de C(-,-) puede ser realizada en

tiempo polinomial en |®|). Sigue facilmente que el valor de verdad de la expresién en (1) puede ser decidida
por una miquina de Turing alternante del tipo Zg .



(ii).- Bastard verificar que una asignacién @ = (aj,.. .,a,) elegida al azar uniformemente en {0, 1}" tiene una
probabilidad positiva de satisfacer una férmula Booleana ¢ con las caracteristicas del enunciado. En efecto,

sea @ = A" Ci(xy,...,x,) donde cada C; es un clatisula con k; > tlog, n literales distintos. Notar que por
desigualdad de Boole,
HD&'ER{O,I}” ((p(al, e ,a,,) = O) = PZJ’ER{O,I}" (Hl (S {1,. .. ,m},C,-(al, c ,a,,) = 0)

< ZPJER{O,I}” (Ci(ai,...,ay) =0).
i=1

Pero, Ci(ai,...,a,) = 0 si y solo si cada uno de los literales que aparecen en la clatsula C; evaluan a 0
en (ai,...,a,). Esto ocurre con probabilidad a lo mads 27% < n™' cuando (ay,...,a,) estd elegido al azar
uniformemente en {0,1}". Como m < n', sigue que

m
PJGR{O,I}" ((P(al,...,an) :O) S — < 1.

nt

Luego, Pge 0,1y (O(ar, ..., a,) = 1) > 0, i.e. existe (ay,...,a,) € {0,1}" tal que ¢(ay,...,a,) = 1.

PROBLEMA 3:

(i).- Sea L € BPP decidido por una méquina de Turing probabilista R a tiempo polinomial ¢(-) tal que

)

wel = Py iop00) (R(@,p)=1)=>

W= W]

OFL = Po fo1pato (R(w,p)=1) <

Sea M la maquina de Turing a tiempo polinomial ¢'(-) como la del enunciado cuya existencia estd garantizada
por la del generador de bits pseudo-aleatorio. Sea € > 0 y ¢ suficientemente grande tal que si p(n) = (n+2)¢
se tiene que p(nf) > g(n) para todo n € N. Sin pérdida de generalidad podemos modificar R y asumir que
usa exactamente p(n®) bits aleatorios en todas las entradas de largo n. Consideremos la siguiente maquina de
Turing:

D = Eno,
(1).- Hacer n + |o|.
(2).- Hacer cont < 0.
(3).- For p € {0,1}"

4).- Simular M en (p(-),p) y obtener p = G,e () (P)-
(5).- Simular R en o utilizando p en vez de bits aleatorios.
(6).- Si R acepta, hacer cont < cont + 1.

(7).- Si cont/ 24(n) > 1 /2, entonces Aceptar, de lo contrario Rechazar.

Observar que D es a tiempo O(2" (¢ (nf) 4+ q(n))) = 0(2).

Veamos que D decide L. Por resultado visto, se tiene que existe una familia de circuitos Booleanos log-espacio
uniforme (C,),cn tal que C, actiia en n+ p(n®) entradas y si n = |®|, entonces

R(w,p) =1+ C,(0,p)=1.



Ademds, existe un polinomio ¢”(-) tal que |C,| < ¢”(-). Sea ng suficientemente grande tal que para todo
n > ng se tiene que S(n) > max{q”(n),6} (notar que ny existe dado que S(n) > n®")). Sigue que si @ es una
instancia de L de largo n > ny,

‘]P)peR{OJ}”E (R(0,Gpe () = 1) —Porcrfo.13r0) (R(o,p") =1)

‘PPGR{OJ}”S (Cn((l), G”87P<‘)(p)) = 1) _Pp”eR{O,]}P("s) (R(O)a p//) = 1)‘

IN

1
‘PP/GR{OJ}P("S) (Calw,p") =1) —Porerfo.1yre® (R(w,p")=1) ‘ + S(n)
1

Sty

Como S(n) > 6, sigue que Pac = Py oyt (R(®,Gye (1 (p)) = 1) es mayor que 1/2 si ® € L, y menor

que 1/2 si @ ¢ L. Pero en el paso (7), el valor cont/ 240 que calcula la mdquina de Turing D es justamen-
te Pg. Se concluye que D decide L. Sigue que para todo € > 0, se tiene que L € DTIEMPO(Z"S), luego
L € NesoDTIEMPO(2™).

(ii).- Sean M y G, ;) como en el enunciado. Fijamos el polinomio p(n) = 2n y definimos Ly =
UGy p(.y({0,1}7). Veremos que L,(.) € NP\ P.

Para probar que L,(.) € NP, consideremos la siguiente maquina de Turing no-determinista

N = Eno,
(1).- Si n = |®| es impar, entonces Rechazar.
(2).- De manera no-determinista adivina p € {0,1}"/2.
(3).- Simula M en la entrada (p(-),p) y obtiene 6 = G,, ,,(.)(P).
(4).- Si 6 = m, entonces Aceptar. En caso contrario, Rechazar.

Dado que M es a tiempo polinomial, sigue facilmente que N es a tiempo no-determinista polinomial. Observar
ademds, que N acepta O si y solo si existe n = |0|/2 € Ny p € {0,1}" tal que ® = G,, ,,(.y(p). Es decir, N
acepta L. Resumiendo, Lp(_) € NP.

Para efectos de obtener una contradiccion, supongamos ahora que L.y € P. Por resultado visto, existe una
familia de circuitos Booleanos log-espacio uniforme (Cy),en tal que para todo ® € {0, 1}",

®E Ly = C(0) =1.
Ademds, existe un polinomio ¢(+) tal que |C,| < g(n) cualquiera sea n € N.

Observar que
PxeR{O,l}” (C(Gn,p(‘)(x)) = 1) =1.
Por otro lado,

Gy p)(x) 1 x€{0,1}" 2" 1
Pyepiony (CO) = 1) =Pyeppon (v € Ly(y) = Gty > ez

ST
Sea n > 1 suficientemente grande tal que S(n) > max{2,g(n)} (observar que n existe porque S(n) > n®1)),
Sigue que,

1

>@,

N =

1
Prcg(o.1}n (C(Gyp(y (x)) = 1) —Pcpoypm (Cv) = 1)’ 21- o =




contradiciendo la existencia del generador de bits pseudo-aleatorio criptograficamente seguro.



