Ma50b Complejidad Computacional 11 de Julio de 2005

Pauta Examen
Prof. Catedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: J. Soto

PROBLEMA 1:

(i).- Primero veamos quéCLIQU E est en NP. Para ello basta tomar como testigg@lec %CLIQU Eun
conjuntoSC V(G) y verificar quel§ > [V(G)|/2 y queuv € E(G) para todau,v e S,

Para establecer q@LIQU E es NP—duro veremos q@.IQUE <p %CLIQU E. En efecto, se& grafo,
n=|V(G)|ykeN. Sik<n/2, le agregamos\4(G) un conjuntdV’ den— 2k nodos y & (G) el conjunto de
todos los arcos entre nodos¢h(i.e.,V’ x V') y todos los arcos entre nodosé(G) y V' (i.e.,V(G) x V').
Sik > n/2, le agregamos ¥ (G) un conjuntoV’ de Z— n nodos y nin@in arco aE(G). Cualquiera sea el
caso, se obtiene un grafo no dirigi@® con 2n— k| nodos que posee un clique de t&man — k| si y lo
si G tiene un clique de tanfimk, i.e.,

(G,k) e CLIQUE < (G/) € %CLIQUE.

Es facil ver (G') se puede obtener en tiempo polinomial a parti{@g. Luego, hemos demostrado que
CLIQUE reduce en tiempo polinomial CLIQUE.

(ii).- Primero veamos qu8ECUENCIARest en NP. Para ello basta tomar como testiggd®, P k) €
SECUENCIAR(conT, D, Py k como en el enunciado) una permutacit de {1,...,r}, calculard =

{j 5 Zijzltn(i) > dn(,-)}, y verificar que
> Prij) <k.
£ ()

Veamos ahora quBUBSET-SUM <p SECUENCIARERN efecto, se8&= {si,...,Sn} € N un conjunto de
sumandos y un valor objetivo, definimos

o k=315t
e d =tparatoda € {1,...,m}
e tt=pi=s paratodd € {1,...,m}

Notar que si{S;t) € SUBSET-SUM, entonces existeC {1,...,m} tal queSic s =t. Luego, simtes una
permutaddn de{1,...,m} parala cuafi({1,...,|I|}) =1, se tenda que

i i
J=<9j: Sty >dyipy p =41 n>te={1,....m\I.
{J i; i) n(;)} {J i;Sn(l) } { 3\
Priy = ) Sj =K.
% (i) %J

Luego,
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En resumen, se terague(T,D,P,k) € SECUENCIAR

Por otro lado, s{T,D,P,k) € SECUENCIARentonces existe una permutacirt de {1,...,m} tal que si
J= {j Yty > dnm} se tiene que

%Srrm = %pn(j) <k.
m m
2 5= 2 87 ) Sy = ) 8 k=t

Observar qud = {l,...,m} para algnl. Luego, comd —1 ¢ J,

Luego,

-1
Sn(j) = ¥ S(j) < Om—z) =t.
% () i; () < dm—)

Sigue queSicynS = YjeSyj) = t, i-e., (St) € SUBSET-SUM. Hemos demostrado entonces que
SUBSETFSUMreduce en tiempo polinomial2ECUENCIAR

PROBLEMA 2:
Supongamos quee MIP. Se tiene entonces, por defirdini que existe un verificadbf a tiempo polinomial

p(-) y un par de probadores honesR®sy P, tales que

e Siwe L, entonce®, ((V «— P, P)(w) =acep =1,

e Siw¢L, entonce®, ((V = PLP)(w) = acep) < 1/3, para todd®;, P,,

donde las probabilidades ésttomadas sobre Igsec {0, 1}P(<D.

Observar en particular que caBai € {1,2}, le asocia a toda secuencia de la forma
h = #oqu#HarHop#ao# . . . #Hoi#

una secuencii (h) € {0,1}*.

ComoV es a tiempo polinomial, las secuendiegctibles en la estrada estin en{0,1,#}P(). Luego, hay
una cantidad exponencial de ellas. Ademnuevamente por la polinomialidad del tiempo de ejécudeV,
se tiene quéR (h)| < p(|w|) cuando la entrada es

Sea entonces lafuina de TurindVl que en la entrade adivina para todd € {0,1,#}P(%) ei € {1,2}

el valor deR, (h) € {0,1}P(®), Como hay una cantidad exponencial e de talesh, y para unh fijo la
adivinanza puede hacerse en tiempo polinomial, sigue que el paso descrito puede ser completado en tiempo
exponencial por una aguina de Turing no determinista. A continu@atia maquinaM cicla sobre todas las
secuenciap € {0,1}P(¥) y para cada una de ellas simdgen la entradav y lanzamiento de moneda,

como siV estuviese interactuando con los probadores cuyas estrateginsdesias poP; y P,. Esta si-

mulacbn se puede hacer en tiempo polinomial para qaflp. La maquinaM determina la fracéin p de

p's que hacen que la simuld&ci anterior termine en aceptani Esta fracén se puede calcular en tiempo
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exponencial enw| (tiempo polinomial para cada una de los exponencialmente muchos valores posibles de
p). Sip> 1/3 la maquinaM acepta y en caso contrario rechaza.

Se tiene quévl es una raquina determinista a tiempo exponencial que acepta&ioysswe L, i.e.,L €
NEXP.

PROBLEMA 3:
(i).- Por simetra de la definiddn de nodos consistentes se concluye @yes no dirigido.

Una maquinaM puede construi6,, a partir dew ciclando sobre todos los pares de nodes (p,d) € Qy
V= (p’,é”) € Q y agregandaiv como arco dé&s, en caso de cumplirse que:

1Lp#0,
2. Siparatoday j tal queq(p) = q;(p’), se tiene que; = a;.

Notar en particular que la segunda propiedad puede verificarse simMagnita entradao y secuencia de
lanzamientop (respectivamentp’) y determinandaj (p) (respectivamentg;(p’)) parai = 1,...,q, donde

se asume en la determinawideq;j(p) (respectivamentg;(p’)) que las respuestas obtenidas a consultas al
oraculo previamente realizadas sa...,aj-1 (respectivamente,...,&_,;). ComoV toma tiempo poli-

nomial, estdiltimo toma tamkén tiempo polinomial e. Como|Q| = 2'(1©)+a = 2¢+4nc sigue fcilmente
gue el doble ciclo sobr@ requerido para constru,, le toma aM un tiempo total polinomial eM.

(ii).- Como Gy, tiene como conjunto de nodos{&,1}"“) x {0,1}9 y no puede existir un arco entre dos
nodos(p,d) y (p’,&) tales quep = p’ sigue necesariamente que un clique puede tener comddaméaximo
el nimero naximo dep’s posibles, i.e., 2/¢,

(iii).- Si w € L, entonces existél tal queV™ (w,p) = acepcualquiera sep. Sea entonces el conjunto de
nodos de la formdp,d) tal quea; es el bit quev hubiese ledo del oaculol en sui—esima consulta en
la entradaw y lanzamiento de monedgs Es facil ver que el conjunto de dichos nodos estavacamente
determinado por el conjunto gés, que todos son nodos de acepbacily que cada par de ellos es consistente.
En resumen, dichos nodos constituyen un cliqu&gmie tamdio 2 (1<),

(iv).- Sean(p1,ds),...,(Pm,an) los nodos de un clique eB@,. En particular por definiéin deG,, se tiene

pi # P sii # j y que cada par de estos nodos es consistentel1Sgeoaculo cuyol—esimo bit eg&;); si

para algin p; se tiene que el verificaddt en la entrada y secuencia de lanzamientos de mongdaubiese,

en suj—ésimo acceso al aculo, consultado d-esimo bit del mismo. Una observaai crucial es que la
consistencia entre cualquier par de nodosd;),...,(pm,dm) garantiza que si d-esimo bit dell queda

fijado por el anterior proceso, entonces este queda bien definido. Las posicionésdkl que no queden
determinadas por el proceso antes descrito se fijan arbitrariamente (por ejemplo, se escogen todas iguales
a 0). Sigue qu&/"(w,p;) = acepparai = 1,...,m. Luego, SiG, tiene un clique de tanfi@ m, entonces

existell oraculo tal que

n - m
Pp (V' (w,p) = acep > )

La afirmacon del enunciado se deduce inmediatamente.

(v).- Siwe L, de (i) y (iii) y la definicion de PCP, se tiene q@&, tiene un clique de tanfim (<), Sio &L,
de (iv) y la definicon de PCP, se tiene q@&, no tiene cliques de tarfia 2 (1<) /3,
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Sea ahora una algoritmd a tiempo polinomial que en la entrad&), G grafo no dirigido, calcula una
3—aproximadn A4((G)) € N del tamdio del cligue raximo deG, denotado OP[{G)). Formalmente, para
todo grafo no dirigiddG,

OPT((G)) <34((G)).

Sea entonces unaaguina de Turing que en la entragdeconstruye el grafd@s,, y simulaa en (Gy). Si
4((G)) < 29 /3, entoncedl rechaza y en caso contrario acepta.

Observar que s € L, entonces OP[G)) = 219, Luego,4((G)) > 2(1®) /3, por lo queM acepta. En
el caso quen ¢ L, entonces((G)) < OPT((G)) < 2'(1®) /3. Luego,M rechaza. En resumeh} decideL.
Ademas, es&cil ver queM es a tiempo polinomial. Sigue que NPP.



