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Pauta Control 3
Prof. Catedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: J. Soto

PROBLEMA 1:

(i).- Basta ver que/AL—CIRC log—espacio reduce BP. En efecto, sedC,a) tal queC es un circuito
Booleano em variablesx = (xa,...,Xn) Y seaa= (a,...,an) € {0,1}" una asignadn de valores de verdad
para dichas variables. Siremlida de generalidad supondremos Gues un circuito Booleana con puertas
lb6gicasV, Ay — (es fcil ver que podemos restringfAL—CIRC a circuitos de este tipo sin sacrificar la
P—completitud). En lo que sigue, denotaremos las pudrtasds deC porV (C) y consideraremos que las
variables corresponden targhbia puertagigicas pero de un valor constante dado por la asignaig valores
de verdada.

A cada variable le asociaremos una variable reml A cada nodov del circuitoC le asociaremos una
variable reak,. Consideremos entonces el siguiente conjunto de desigualdades:

e 7 = @, para todo € {1,...,n} — lo que garantiza que la variable remlasociada a una variable
Booleanax; toma el valor de verdad correspondientg.a

e siveV(C) corresponde a una negaej entonces, = 1— z, para elunico nodou tal uves un arco del
circuitoC — lo que garantizar que la variable real, tome el valor 1 si y&lo siz, = 0.

e sive V(C) corresponde a una disyubaiy us,...uq son los nodos desde los cuales llegan arcas a
entonces Xz, <1,z >z, paratoda =1,...,d,y z, +...+ 2, > z,— lo que garantiza que la
variable real, tome el valor 1 si y &lo si algin z, toma el valor 1.

e sive V(C) corresponde a una conjufaiy u,.. .Uy son los nodos desde los cuales llegan arcgs a
entonces Xz <1,z <z, paratoda=1,....d,yz>1-(1-2z,)—...— (1-z,) —lo que
garantizaa que la variable real, tome el valor 1 si y 8lo si todos los,'s toman el valor 1.

Claramente, el sistema lineal réni explicitado se puede poner en la fora< b para algin A €
ZNC@IXNEI y p e zZNOI  Si denotamos pov* la puerta dgica del circuitoC correspondiente a la sali-
da deC, definimosc = (¢y)vev(c) de manera quey = 1y ¢, = 0 siv# V", y hacemos = 1, entonces no
es dificil ver quez, toma el valor 1 o 0 dependiendo de si la pueb@ida asociadaac V(C) toma el valor
1 0 0 cuando se evah el circuito erC en la entradag, En particulaC(a) = 1 siy 9lo siz- = 1. En otras
palabras,

(C,a) e VAL-CIRC<«=> (A/b,c;B) € LP.

La caractéistica altamente local de la construmtidel sistema de desigualdades permite establecer, de ma-
nera relativamente sencilla, que la reddooes a espacio logamico.

(ii).- Como coNL = NL bastaa probar queSAT es NL—completo. Para ello, veremos didMINO log—
espacio reduce SAT. En efecto, seéG, s,t) tal queG = (V, E) es un digrafo ys,t € V. A cada nodos del
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grafoG le asociamos una variable BooleagaA cada arcaivdel grafoG le asociamos una&@lisulax, = X
0 equivalentements, V x,. Sea entonces

d = Xs A% Auvek (X VXy) -

Afirmamos que
(G,s,t) e CAMINO <« () € 2SAT.

En efecto, si existe un camino de-= vp,v1,...,v; =t enG, y dado ques y % deben necesariamente tomar
los valores/ y F respectivamente para qiese pueda satisfacer, entonces alguna de dasulass; V Xy, ,

no se poda satisfacer. Por otra parte, si no existe un camino antrteen G, entonces asigmdole el valor

V atodas las variables asociadas a nodoG eune se pueden alcanzar desdeF a las restantes variables,
obtenemos una asignaai de valores de verdad que hace ciera &sto completa la demostréaci de la
afirmacbn.

La caracteistica altamente local de la construmtided dadosG, sy t, permiten concluir que la reduéai
es a espacio logamico.

(iii.1).- Por Savitch, NLC ESPACIQlog?n). Por el Teorema de la Jeraiqudel Espacio, sabemos que
ESPACIQlog?n) esta estrictamente contenido en ESPA@@®n) C poliL. Sigue que NL esta estricta-
mente contenido epoliL, en particular, NLs~ poliL.

(iii.2).- Por contradicdn, supongamos que=P poliL. SeaB un lenguaje P-completo bajo reducciones a
espacio logdtmico. Como P= poliL se tenda queB € ESPACIQlog’ n) para algin j > 1. Adengs, si

A e P, entonce#\ <| B. El mismo argumento usado para probar que la reducgiespacio logamico es
transitiva, permite concluir que 8i<_ By B € ESPACIQlog’ n), entonce#\ € ESPACIQ(log’ n). En otras
palabraspoliL C ESPACIQlog’ n), lo que contradice el Teorema de la Jeréagiel Espacio.

(iv).- El mismo argumento usado para probar que ®RINP permite concluir que RPESPACIO
NPESPACIO= PESPACIO. Como adeas es evidente que PESPACICRPESPACIO, resulta que la clase
RPESPACIC= PESPACIO= coRPESPACIO. Es decir, tanto RPESPACIO coto®PESPACIO correspon-
den trivialmente a clases conocidas.

PROBLEMA 2:

().- La idea es simular una &aguina no—determinista por una probabilista reemplazando los bit no—
deterministas por bits aleatorios, pero de manera que inclusive la existencia deicenaama de aculo
no—determinista de aceptéanilleve a que la imquina probabilista acepte con una probabilidad mayor que

1/2. Para garantizar esto, laaguina probabilista parir(esencialmente) lanzando una moneda y aceptando
inmediatamente si el resultado es cara, independiente de cual sea la entrada. Si el resultado es sello, entonces
la maquina probabilista simuladla maquina no—determinista como se deséribas arriba.

Formalmente, consideremass NP y M una mTND a tiempo polinomigb(n) que decide.. Sin perdida
de generalidad asumimos que en cada una de sus transidibopsa entre dos posibles transiciones no
deterministas (ambas pudiendo llevar a las misma configampdDefinimos la mT probabilistsl’ que en la
entradaw realiza los siguientes pasos:

1. Lanzap(]w|) + 1 monedas. Si el primer lanzamiento sale cara y alguno de los lanzamientos sala sello,
entonces para y acepta.
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2. Si la maquina no para en el paso anterior, entonces sifdulen la entradaw, pero cada vez que
M requiere un bit no determinista, se lanza una moneda y se prosigue la simuléitizando el
resultado de dicho lanzamiento como el bit no—determinista requerid® pdi M eventualmente
acepta, entonces se acepta.

Observar qué/’ acepta en el paso (1) con probabilidg@( —2—P(<D). En el paso (2) la @quinaM’ acepta
con probabilidad 0 s ¢ L. Luego, la probabilidad que’ acepta cuand@ ¢ L es 1/2(1—2P(I®)) < 1/2,
En el paso (2) la faquinaM’ acepta con probabilidad al meno&®(“) sjw € L, puesto qué debe aceptar
wen al menos una de sudl®) ramas de &lculo no—determinista, M’ simula dicha rama con probabilidad
al menos 12P1®). Luego, la probabilidad qusl’ acepta cuandm € L es al menos 2(1 — 2P« 4
1/2P(%) > 1/2.

(i)).- Como ZPP= RPN coRP y RPC NP, entonces ZPE NP. Vleamos que bajo las lifesis del enunciado
se tiene que N ZPP. En efecto, se& e NP. Por hiptesisA <g L. Luego, existe una mTNIM a tiempo
polinomial p con las caractésticas del enunciado pero dorBlee ha reemplazado pbr Por otro lado, existe
una mTPZ a tiempo esperado polinomiglque decide el lenguaje Consideremos entonces léaquinaM’
gue en la entrada realiza lo siguiente:

1. Se repite el siguiente paso hasta que se genera unacalida

SimulaM en la entrada pero cada vez qud requiere un bit no determinista, se lanza una
moneda y se prosigue la simuléniutilizando el resultado de dicho lanzamiento como el
bit no—determinista requerido pht.

2. SimulaZ en la entrad@, acepta S acepta, y rechaza Zirechaza.

Observar que cada una de las repeticiones en el paso (1) toma §#fapp El nUmero esperado de repeti-

ciones de dicho paso hasta que se genere una salida corresponde a la esperanza de una variable aleatoria de
pa@metro ¥2 (la fraccbn de las ramas dél en las que se genera una salida). Luego, el tiempo esperado
queM’ ocupa en el paso (1) ep@w|). Notar aderas que dado qui! es a tiempa, en caso de generarse

una salidao, esta tendx un largo a lo rasp(|w)|). El tiempo esperado qud’ ocupa en el paso (2) es por lo
tantoq(|o]) = p(q(|w|)), es decir, polinomial efw|. Poriltimo, es fcil ver queM’ aceptaw si y lo siZ

aceptao. Pero esto ocurredto siw € A. Resumiendo, hemos establecido gue ZPP.

(iii).- Como RP es cerrado bajo reducciones a tiempo polinomial, Bastastrar queSAT esfL en RP.
Asumiendo que NZ BPP y comdSAT € NP, sigue que existe una nM a tiempo polinomial tal que

() €SAT — Py(M(w.p)—ac) >1— -~

3(9)|”
1

3(e)

Consideremos entonces l&quina probabilisté’ que recibe una entrada), donded = ¢(xq,...,X,) €s
una brmula Booleana en las variables. . ., X,. La maquinaM’ trataé de construir una asignaciay, . .., an
para las variables, ..., x, de la brmula¢. La maquinaM’ aceptaa si y ©lo si tieneéxito en la construcon
de tal asignadin. De esta manera se teadjue si(¢) ¢ SAT, entoncedV’ aceptad con probabilidad 0. El
punto nés delicado es garantizar queé ) € SAT, la maquinaM’ pueda construir la asignaei salvo por un
evento cuya probabilidad es pedae EspeiicamenteM’ procede de la siguiente manera en la entrgda

() € SAT = Pp(M(w,p)=ac) <
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1. Determina el amero de variables de ¢.
2. Para=1,....n.

e SimulaM en(¢(x1,...,%,)) dondex; = aj para 1< j <i,y x = 1.

e Si M acepta en el paso anterior, entonces le asignaehvalor 1 y de lo contrario le asigna el
valor 0.

3. Acepta sip(ay,...,an) = 1, en caso contrario rechaza.

ClaramenteM’ acepta con probabilidad O toda palabpa ¢ SAT. Por otro lado, sM’ no aceptd$) € SAT,
necesariamente debe ocurrir que paréalg

(b(as,...,@-1,%,.--, %)) ESAT, 'y (d(az,...,&,X+1,---,%n)) & SAT. Q)

Lo anterior ocurre&lo siM se equivoca en la entrad@(ay, ..., a-1,1,...,%n)), lo que ocurre con probabi-
lidad a lo n&s ¥/3|(¢)| < 1/n. La probabilidad que para dlgi € {1,...,n} ocurra una situabn como la

indicada en (1) es aloasn(1/3n) = 1/3. Luego,M’ acepta con probabilidad al menog32oda palabra
() € SAT. ResumiendoSAT € RP.



