Ma50b Complejidad Computacional 14 de Mayo de 2005

Pauta Control 2

Prof. Cdtedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: J. Soto

PROBLEMA 1:

(i.1).- Las méaquinas de Turing con acceso a un ordculo dado tienen una descripcidn finita, al igual que en el
caso de maquinas de Turing estdndar. Se concluye que hay una cantidad numerable de maquinas de Turing
con orédculo A,r. Por otra parte sabemos que hay una cantidad no—numerable de lenguajes. Luego, existen
lenguajes que no son reconocibles por mdquinas de Turing con ordculo A,,r.

(1.2).- La idea aqui es argumentar exactamente como en el caso de la demostracién de indecibilidad de A,,r.
Especificamente, asumiremos que Z es decidible por una miquina de Turing H con ordculo A, y obtendre-
mos una contradiccién. Construiremos una maquina de Turing S con ordculo A, que usa H como subrutina.
Esta mdquina recibe una entrada de la forma (M) con M méquina de Turing con ordculo A, y determina
lo que hace M*»" en la entrada (M). Una vez determinado lo que M hace, la maquina S hace lo contrario,
i.e. rechaza si M7 acepta y no acepta si MAnT acepta. Formalmente,

S§AnT  —  “Bp la entrada o,
Verifica que 6 = (M) con M mdquina de Turing con oréculo.
Simula H con ordculo A,,r en la entrada (M, (M)) (para la simulacién S usa su ordculo)

— Acepta si HA"T no acepta, y rechaza si HA»" acepta.”

Resumiendo,

ST ((M)) = acep., si M4 no acepta (M),
~ \rech., si MAnT acepta (M).

Se obtiene la siguiente contradiccion,

SAnT ((8)) = acep., si ST no acepta (S),
~ \rech., si ST acepta (S).

Luego, H no existe y por lo tanto Z no es decidible por una maquina de Turing con ordculo A,,7.

(ii).- Sea M una maquina de Turing que decide L en tiempo O(n*) para algin k € N. Construiremos una
méquina de Turing M’ que en la entrada ® = ®;®; ... ®, construye en 7 etapas una tabla de entradas (i, j),
1 <i< j<t.Elobjetivo es que al finalizar la construccidn, la tabla contenga en la entrada (i, j) el valor 1 si
y s6lo si la palabra @;...®; € L*. Especificamente, en la t-ésima etapa, M’ calcula todas las entradas (i, j) de
la tabla para las que j —i = . Inicialmente = 0 y M’ coloca la entrada (i, i) de la tabla en 0 o 1 dependiendo
de si M(w;) = rechaza o M(w;) = acepta, i.e., si ®; ¢ L o ®; € L respectivamente. En la etapa ¢ + 1, para
cada i < j, M’ verifica si para algtn s € {i,..., j} las entradas (i,s) y (s+1, j) son ambas iguales a 1. Si esto
ocurre para algin s o si M(w;,...®;) = acepta entonces M’ fija la entrada (i, j) en 1.




Concluidas las n etapas, M’ acepta si y s6lo si la entrada (1,n) de la tabla contiene un 1. Inductivamente se
prueba que terminada la -—ésima etapa, la entrada (i, j) de la tabla es igual a 1 si y s6lo si @;...®; € L' para
algiin m < n. Dado que ® € L* siy s6lo si ® € L™ para algin m < n, se concluye que M’ acepta ® si y s6lo si
weL.

Finalmente, observar que dado que cada etapa toma tiempo O(n? - n¥) y como hay O(n) etapas, sigue que M’
es a tiempo polinomial.

PROBLEMA 2:
(i).- Sea L € RTIEMPO(T (n)) y sea M la mT probabilista a tiempo 7 (n) tal que

wel = Py (Maceptaw)>1/2,
0¢L = Py (Mrechazaw)=1.

Sea N la mT no—determinista que simula M pero cada vez que M accede a una nueva celda de su cinta
aleatoria la maquina N en forma no—determinista adivina el contenido de la celda (0 o 1) y utiliza este valor
como el bit aleatorio que M hubiese obtenido. La miquina N acepta si M entra en un estado de aceptacion y
rechaza si M entra en un estado de rechazo. Sigue que N es a tiempo O(T (n)) y que

wecl IPp (M acepta ®) > 1/2,

—
= 3Ipe{0, I}T(“”l) contenido de la cinta aleatoria de M que causa
que M acepte ®
= existe una secuencia de transiciones no—deterministas de N que
la llevan a aceptar ®

=—> N acepta ©.
Anélogamente se verifica que

0¢L = P, (Mrechazaw) =1,
—  Vp € {0,1}70¢D contenido de la cinta aleatoria de M causa
que M rechace ®
= toda secuencia de transiciones no—deterministas de N la
llevan a rechazar ®
—> N rechaza .

Luego, tenemos que N decide L en tiempo O(T (n)), i.e., L € NDTIEMPO(T (n)).

(ii).- Sean
MAX—SAT. — (@) - ¢ es una formula Booleana en forma conjuntiva normal cuyo
s = 5 himero maximo de cldusulas que se puede satisfacer esalomas k |’
B B ¢ es una formula Booleana en forma conjuntiva normal cuyo
MAX=SAT> = {((p, k) : nimero maximo de cldusulas que se puede satisfacer es al menos k | -

Via una reduccién desde 3SAT, es ficil establecer que MAX —SAT> es NP-completo. Andlogamente, se tiene
que MAX —SAT< es coNP—completo.



Observar que NP es cerrado bajo interseccion. Luego, si NP = coNP, entonces MAX —SAT< € NP y por lo
tanto
MAX —SAT = MAX —SAT< N"MAX —SAT- € NP.

Supongamos ahora que MAX —SAT € NP. Afirmamos que MAX —SAT< € NP, lo que implica que coNP C
NP. En efecto, si MAX—SAT € NP, entonces existe un verificador a tiempo polinomial para MAX —SAT tal
que (@,k) € MAX—SAT si y sélo si existe un certificado w tal que V ({@,k),T) = acepta. Sea entonces el
verificador V' tal que V' ({9, k), Tk, ..., Ty) = acepta siy s6lo si V ((9,i),7;) = acepta paraalgini = 1,... k.
Es fécil ver que V' es un verificador a tiempo polinomial para MAX —SAT<, es decir MAX—SAT< € NP.
Andlogamente se puede establecer que MAX—SAT> € coNP y por lo tanto NP C coNP. En resumen, si
MAX —SAT € NP, entonces coNP = NP.

PROBLEMA 3:

(i).- Basta definir la reduccién f que en (@) con ¢ férmula Booleana en forma conjuntiva normal, toma el
valor (G,nm? 4 2m) donde G es el grafo construido como se sugiere en la indicacién, n es el nimero de
variables de @ y m es el nimero de cldusulas de ¢. Claramente la reduccién es a tiempo polinomial. Falta ver
que

(@) € NAESAT <= (G,nm* +2m) € MAX—CUT .

En efecto, (¢) € NAESAT, entonces al definir S C V(G) como el conjunto de nodos etiquetados por literales
verdaderos, se verifica que |8(S)| = nm? 4 2m (en efecto, cada gadget asociado a una variable aporta m? arcos
al corte y cada cldusula otros 2 arcos).

Por otro lado, observar que un gadget asociado a una variable puede aportar a lo mas m? arcos al corte.

Ademads, un gadget asociado a una cldusula (un tridngulo), puede aportar a lo més 2 arcos al corte. Luego,
un grafo G como el obtenido al realizar la reduccién tiene un corte méaximo de tamafio nm? + 2m. Si un corte
alcanza este tamafo, necesariamente:

1. Debe dejar todos los nodos etiquetados por una variable x en un “lado” del corte distinto a aquel donde
quedan los nodos etiquetados por X.

2. Debe dejar al menos un vértice de cada gadget asociado a un cldusula en cada “lado” del corte.

Luego, si (G,nm*+2m) € MAX—CUT, entonces existe S C V(G) tal que |3(S)| > nm? +2m. Si le asignamos
el valor verdadero a todos los literales que quedan a un “lado” del corte y falso a los que quedan del otro
“lado”, obtendremos una asignacion consistente (por la condicion 1). Esta asignacion ademds deja un literal
verdadero y un literal falso por cada cldusula de @ (por la condicion 2).

Falta ver que MAX —CUT estd en NP. Para ello basta observar que un certificado de pertenencia de (G, k) en
MAX —CUT seria un conjunto § C V(G) y que la verificacién de dicho certificado puede hacerse eficiente-
mente, ya que sélo involucra verificar que el nimero de arcos en £(G) que tiene un tnico extremo en S es al
menos k.

(i1).- Podemos asociar a cada estudiante el subconjunto de los exdmenes que debe tomar. El problema plan-
teado corresponde entonces al problema de decisioén asociado al lenguaje

Cy,...,Cy, particién de Q = Ui¢;S; tal que para todo S; inter-
SCHED = {<{Si}i61,h> : 1 h P ierdi tal que p ; } .

secta a lo mds a un C;



Consideremos la aplicacién f((G)) = ({S.}eck,3) donde G es un grafo y para uv € E(G) se define
Suy = {u,v}. En otras palabras, vemos cada nodo y cada arco de G como un examen y como un estudiante res-
pectivamente, e implicitamente fijamos que cada estudiante toma dos exdmenes (aquellos correspondientes a
los extremos del arco que lo representa). Claramente, f se puede calcular en tiempo polinomial.

Falta ver que f efectivamente reduce 3COLOR a SCHED. A un 3 coloreamiento ¥, de G le corresponde de
manera natural una particién {C;,C,,C3} de los exdmenes. Cada conjunto de exdmenes de esta particién
puede ser programada en un dia distinto puesto que si algtin estudiante tuviese que tomar dos examenes el
mismo dia entonces Y no seria un coloreamiento. Por otro lado, supongamos que ({S;}ics,3) estd en SCHED.
Existe entonces una particién {C;,C2,C3} de V(G) = U;¢S; tal que todo S; intersecta a lo més a un C ;. En
otras palabras, X : V(G) — {1,2,3} tal que x(v) = j si y s6lo si v € C; es un 3—coloreamiento de G.



