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PROBLEMA 1:

(i).- Sea M un matching de G de cardinalidad méxima, es decir |[E(M)| = v(G). Sea F’ el conjunto
de arcos de M. Luego, |F'| = v(G). Por cada nodo M-expuesto de G, digamos v, elegir uno de los
arcos incidentes en v, que en lo sucesivo denotaremos f(v), y agregarlo a F”’. Como M es matching
de tamano méaximo, todo arco en F” tiene uno de sus extremos M-cubierto y el otro M-expuesto.
Por lo tanto, si v # v’ son nodos M-expuestos, se tiene que f(v') # f(v”). Luego, la cardinalidad
de F” es igual a la cantidad de nodos M-expuestos, es decir |F”| = |V| — 2v(G). Como F” no
contiene arcos del matching M, se tiene que F’ y F” son disjuntos. Luego, si F' = F' U F" entonces
|F| = |V] — v(G). Afirmamos que F' es un recubridor de arcos de G. En efecto, consideremos el
nodo v de G. Si v es un nodo M-cubierto, entonces existe un arco e € E(M) = F' C F del cual v
es un extremo. Si v estd M-expuesto, entonces por definicién de F”', existe un arco f € F"' C F del
cual v es un extremo. En resumen, F' es un recubrimiento de arcos de G.

La misma construccién descrita del recubridor de arcos F' entrega un algoritmo para encontrar
F. Basta determinar un matching de cardinalidad maxima M, agregar todos los arcos de M al
recubridor, y seleccionar un arco incidente en cada nodo M-expuesto para ser incorporado al recu-
bridor. El tiempo requerido serd O(|V| 4+ |E|) més el tiempo necesario para encontrar el matching
de cardinalidad méaxima.

(ii).- Supongamos primero que M’ es un matching en G’ tal que ninguno de sus arcos es incidente en
el nodo C de G’. Entonces, tenemos que E(M’) C E. Sea M" un matching de cardinalidad méxima
con sus arcos completamente contenidos en C. Como C es ciclo impar, se tiene que M" cubre todos
los nodos de C salvo uno. Sea M = M’ U M". Notar que M es matching de G que tiene la misma
cantidad de nodos M-expuestos en G|y (¢) que los que M’ tiene en G|y (¢y. Recordando que C es
un nodo M'-expuesto en G’ y que hay un tinico nodo M-expuesto en G|y (¢), se obtiene la conclusién
deseada.

Supongamos ahora que C es un nodo M’-cubierto en G’. Sea e = vC el arco de M’ que tiene a C como
extremo. Dado que e € E(M') C E', y por definicién de E’, sigue que existe un nodo v € V(C) tal
que uwv € E. Sea M" un matching perfecto de C —u (observar que dicho matching existe porque C —u
es un camino de largo impar). Sea M = (M’ \ {vC}) U M” U {uv}. Notar que M es matching en G.
Ademés, observar que M cubre todos los nodos del ciclo C, que M’ cubre el nodo C, y que los nodos
de G|y\v () cubiertos por M coinciden con los nodos de G’y (¢} cubiertos por M’, i.e. nuevamente
se tiene la conclusién deseada.




PROBLEMA 2:

(i).- La matriz M tendrd una fila por cada nodo v € V' \ {s,t} correspondiente a la identidad

oo fe= Y. fo=o0.

ecE:t(e)=v e€E:h(e)=v
Especificamente, para v € V\ {s,t} ye € E,

+1, sit(e) =w,
Mye=1 -1, sih(e)=uv,

)

0, en caso contrario.

Se tiene entonces que —M es la matriz nodo-arco incidencia de G = (V, E) salvo porque se han
removido las filas correspondientes a v € {s,¢}. Por lo visto en clases, una matriz nodo-arco inci-
dencia es una matriz de red, luego totalmente unimodular. Observando que la propiedad de total
unimodularidad se preserva al remover filas de una matriz o multiplicarlas por —1 (porque el valor
absoluto de los subdeterminantes de la matriz reducida no cambian con respecto al valor que tenian
en la matriz original) se concluye que —M es totalmente unimodular.

Por otro lado, notar que f > 0 es factible para (PL’) si y solo si

M 0
-M]1f <10
I c

Sea A la matriz del lado izquierdo de la anterior desigualdad y b el vector del lado derecho. Afirmamos
que A es totalmente unimodular si y solo si M es totalmente unimodular. En efecto, basta observar
que cualquier submatriz X de A consta de las mismas filas de M pero con signo cambiado, en
cuyo caso el determinante de X es 0, o en caso contrario el determinante de X es igual a un
subdeterminante de M, que por total unimodularidad debe ser —1, 0, o +1. Por el Teorema de
Hoffman-Kruskal sigue que el poliedro P = {f : f >0, Af < b} es integral (todos sus vértices son
integrales) para todo b integral. Como P corresponde exactamente al poliedro de vectores factibles
para el problema del (s,t)-flujo maximo en G, y dado que el éptimo se alcanza en un vértice de G,
concluimos que existe un (s, t)-flujo maximo integral 6ptimo para (PL).

(ii).- Primero observemos que (y, z) es factible para (D’) si y solo si

) =0

Sea B la matriz del lado izquierdo de la anterior desigualdad y d el vector del lado derecho. Afirmamos
que B es totalmente unimodular. En efecto, basta observar que cualquier submatriz X de B es igual
a un subdeterminante de —M 7™, que por total unimodularidad de M debe ser —1, 0, o +1. Luego,
por corolario visto del Teorema de Hoffman-Kruskal, sigue que el poliedro @Q = {z : Bz < d} es un
poliedro integral si d es integral, como en nuestro caso. El mismo planteamiento esbozado al final
del punto (i) anterior permite concluir lo deseado.

(iii).- De las partes (i) y (ii), podemos asumir sin pérdida de generalidad que tanto f* e (y*, z*) son
integrales. Denotemos por f = w” f* el flujo neto en s dado por f*.



Sea S = {s}U{v e V\ {t} : z* < —1}. Claramente, S es un (s, t) corte. Afirmamos que la capacidad
de §(S) es igual a f*. En efecto, como f¥ < ¢, para todo e € F, entonces el flujo neto en s que es
igual al flujo neto a través de 0(S) estd acotado por ¢(6(5)). La otra desigualdad, fF > ¢(4(5)) es
mas interesante. Para probarla, observar que dado que (y*, z*) es factible para (D’), y considerando
la desigualdad correspondiente a la fila indexada por e = uv € E del sistema y + M7z > w, tenemos
que:

5> 0.

» Siwv € E'yu,v# s, entonces y., + 2, — z;,

» Sisve Eywv#t, entonces yi, — zi > +1.

Luego, si uv € 6(S), u € S\ {s}, y v € S, entonces como z* es integral, se tiene que 2z} < —1, z% > 0,
y por lo tanto ¥, > zi — 2z > 1. Como y* es 6ptimo, ¢ > 0, y dado que Yuy > 2y — 2y € Yup > 0
son las unicas restricciones en que la variable y,, esta involucrada, es facil ver que en el dptimo vy,
toma el menor valor no-negativo posible. Por lo tanto, se debe tener que y;, = 1. Un argumento
similar permite concluir que si sv € §(5), con v € S, entonces y*, = 1. Por dualidad fuerte y dado
que y* > 0 se tiene que f* > yTec > 2ces(s) Yecle) = c(6(S)). Sigue que el flujo maximo es igual a
la capacidad del corte minimo.

PROBLEMA 3:

(i).- Supongamos primero que (L) es infactible. Si en (PLE) la variable z; pudiese tomar el valor 1,
entonces la i-ésima desigualdad implicita en el sistema Az < b seria equivalente a

Zaijxj S b1 — Ak -

i#k
Como (L) es infactible, el sistema de desigualdades Ej¢k aijr; < by —a coni = 1,...,m es
infatible. Luego, necesariamente una solucién factible = de (PLE) debe ser tal que xy = 0.

Supongamos ahora que (L) es factible y consideremos x factible para (PLE). Queremos mostrar
que se satisface ajzy + Ej?ék a;z; < B cualquiera sea «f, < dj. Consideremos dos casos. Primero,
supongamos que z; = 1. Dado que la i-ésima desigualdad del sistema Az < bequivalea ok QigTy <
b; — a;xxy, = b; — aik, sigue que si x es factible para (PLE), entonces también lo es para (L), Luego,
por definicién de dy se tiene que

ﬂ—Zajxj > 0k > af, = aLxy .
7k

Sigue que aj x) + Zﬁék ajz; < como se queria demostrar. Supongamos ahora que z;, = 0. Como
Z?Zl a;z; < (3 es factible para (PLE), se tiene entonces que

n
Ty + E ajr; = E ajz; < B,
7k =1

estableciéndose asi la conclusion deseada.



(ii).- Debemos resolver:

(L) 5 o max{xo + 3 + =5}

s.a. Txy+2x9 4+ 23+ 324+ 625 + 526 < 1,
z; €{0,1}, Vj#k.

Claramente, en (L) toda solucién factible satisface x; = x93 = x4 = x5 = ¢ = 0, de donde es facil
concluir que en la solucién éptima de (L) se tiene que x3 = 1 y por lo tanto § = 2—1 = 1. Tomando
o, = 0 = 1 obtenemos la desigualdad valida z1 + z2 + x3 + 25 < 2 siendo esta la desigualdad més
fuerte que se puede generar via un lifting de la variable x;.



