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PROBLEMA 1: Considere el siguiente problema del Min-max Arbol Generador (MinMaxAG):

Algorithm 1: MinMaxAG
input : G = (V,E) grafo, w: E — R.
output: T" drbol generador de G' que minimiza méx.c gy w(e).

(i).- (2.0 pts) Pruebe que si T es un drbol generador de peso minimo del grafo G = (V, E) con funcién
de peso w : E — R, entonces T es una solucién éptima de MinMaxAG en la instancia (G, w).

Indicacion: Argumentos de la prueba de correctitud del algoritmo de Kruskal pueden serle ttil.

(ii).- (1.5 pts) Sea T™ una solucién éptima de MinMaxAG en la instancia (G,w). Se define E(e) =
{f € E(G) : w(f) <w(e)}. Pruebe que

méx{w(e) : e € E(T*)} = min{w(e) : E(e) contiene un AG de G} .

(iii).- (1.0 pts) Considere ahora el siguiente problema del Min-max Camino Minimo (MinMaxCM):

Algorithm 2: MinMaxCM
input : G = (V,E) digrafo, c: E - R, s,t € V.
output: P un (s,t)-dicamino en G' que minimiza max.cg(p) c(e).

A través de un contraejemplo, establezca que si P es un (s, t)-dicamino de costo minimo en el digrafo
G = (V, E) con funcién de costo ¢ : E — R, no necesariamente se tiene que P es una solucién éptima
de MinMaxCM en la instancia (G, ¢, s, t).

(iv).- (1.5 pts) De un algoritmo para resolver el problema MinMaxCM, establezca su correctitud, e
indique su tiempo de ejecucién (justifique).
PROBLEMA 2:

(i).- (3.0 pts) El problema del Escape consiste en dados m nodos en una grilla de n x n, decidir si
existen m caminos nodo disjuntos en la grilla que conecten cada uno de los m nodos dados a un
nodo del borde de la grilla. Formalmente, el problema se define como sigue (ver ilustracién):




Algorithm 3: Escape

input :n € Ny m nodos distintos (i1, j1),- -, (im, jm) en la grilla de n x n.

output: FACTIBLE si existen Py, ..., P, caminos nodo disjuntos en la grilla de n x n donde
para todo ¢ € [m] el camino P; va de (i, j;) a algin nodo del borde de la grilla.
INFACTIBLE en caso contrario.

De un algoritmo para resolver el problema del Escape, establezca su correctitud, e indique el tiempo
que toma (justifique).

(ii).- Sea G = (V, E) una red de flujo con fuente y sumidero s y ¢, respectivamente. Sea ¢: E — R
una funcién de capacidad. Sea x : E — R. En lo que sigue, conviene extender ¢ y x de manera que
Ty = Cww = 0sivw € Eywv € E. Si0< 2z < c definimos el digrafo auxiliar G(x) como si x
fuese un flujo factible, pero ignorando los arcos paralelos.! Llamamos capacidad residual del arco
vw € E(G(2)) a Gy = Cow — Ty + Ty Decimos que x es un preflujo si para todo v € V' \ {s,t},

oY S e Y ae>o0.

e:head(e)=v e:tatl(e)=v

Si ademas 0 < z, < ¢, para todo e € F, decimos que z es preflujo factible.

(ii.1).- (1.5 pts) Pruebe que si para vw € E(G(z)) se tiene que Gy > 0y fz(v) > 0, entonces al
empujar € = min{c,y, f(v)} unidades de flujo de v a w se obtiene un nuevo preflujo factible.?

(ii.2).- (1.5 pts) Decimos que h : V. — N U {+o0} es una funcién de altura para el preflujo = si
h(s) = |V|, h(t) =0, y h(v) < h(w) + 1 para todo vw € E(G(x)). Pruebe que si = es un preflujo
factible y h es una funcién de altura para z, entonces existe un (s, t)-corte 6(R) tal que Ty = Cyw

para todo vw € 6(R) y Xy = 0 para todo vw € §(R). Concluya que si z es ademds flujo, entonces
es un flujo maximo.?

Indicacién: Observe que existe un k, 0 < k < |V| tal que h(v) # k para todo v € V. Particione V de
acuerdo a la altura h y al valor de k.

1Es decir agregamos vw a E(G(x)) siy solo si Zwy > 00 Tyw < Cow-

2Hay una ambiguedad si vw y wv son arcos de G. En este caso, para empujar se decrece el valor de zy, tanto
como sea posible, i.e. en min{e, Two }, y se incrementa Ty en € — min{e, Tww }-

3Muchos de los algoritmos més eficientes para resolver el problema del Flujo Méximo consisten justamente en
encontrar un flujo y una funcién de altura para dicho flujo, lo anterior via la construccién secuencial de una secuencia
de preflujos y de candidatos a funciones de altura.



