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1. Distribucion Conjunta de Variables Aleatorias (contin.)

Definicion 1 [Variables Aleatorias Independientes] Se dice que Xi,...,X, son variables aleatorias inde-
pendientes si para todo Ay, ..., A, CRtal que {X, €Ar},....{X, €A} € F,

P (ﬁ{xi 6Ai}> = ﬁP({Xi €A} .
i=1 i=1

Una coleccion infinita de variables aleatorias se dice independiente si cualquier subcoleccion finita de ellas
es independiente.

Lemal X,...,X, son independientes si'y solo si Fx, . x,(t1,.. HFX, £).
Corolario 1 Xi,...,X, son variables aleatorias independientes sty solo si
v px,.x,(al,...,an) = prl.(a,-) para todo d € Sy, . x, en el caso que Xy, ..., X, sean conjuntamente
i=1
discretas.

n
v fxx () = H fx,(t;) para todo T € R" en el caso que Xi,...,X, sean conjuntamente conti-

i=1

Lema 2 Sea I C N. Si {X;}ics es una coleccion de variables aleatorias independientes y para todo i € I la
funcion g;: D; CR — Res tal que P ({X; € D;}) =1 e Y; = gi(X;) es variable aleatoria, entonces {Y;}ics es
una coleccion de variables aleatorias independientes.

Lema 3 [Suma de Variables Aleatorias Independientes] Si X| e X, son variables aleatorias independien-
tes, entonces

" px4x,(C) = Z px, (a)px,(c—a) = Z Px, (c—b)px, (b) en el caso que X1 y X» sean conjuntamente

€Sy, beSy,
discretas,
= fx4x, (1 / fx, (%) fx, (t —x)dx = / fx, (t —x) fx, (x)dx en el caso que X1 y X sean conjuntamente
continuas.




Lemad4 Si Xi,...,X, son variables aleatorias independientes tales que X; ~ Normal(,ui,c%), entonces
n n n
ZX,- ~ Normal(z /J,',ZGI-Z), y si ademds Xi,...,X, son idénticamente distribuidas de acuerdo a una
i=1 =1 i=l

n 02
Normal(u,6?), entonces — Y X; ~ Normal (u, —).
n = n

i=1

Lema 5 [Método del Jacobiano] Sean Xi,...,X, variables aleatorias conjuntamente continuas. Sean
D,R CR" tales que P({X € D}) =1y g=(g1,---,8n): D — R tal que para todo i € {1,...,n} se tiene
que Y; = gi(Xy,...,X,) es variable aleatoria (en particular esto iltimo ocurre cuando g; es continua). Si
ademds
1. g es biyeccion, i.e., para todo (yi,...,y,) € R, el sistema de ecuaciones y; = gi(x1,...,xn), i €
{1,...,n}, tiene solucion vnica x; = h;(y1,-..,yu)-
2. las funciones g1, ...,8, son tales que todas sus derivadas parciales son continuas y que el Jacobiano
de g es no nulo para todo (x1,...,x,) €D, i.e.,
9
~ 0x1 0x;,
(x1,...,%) €D == J(xl,...,xn)nget ) # 0.
agn o agn
ox; ox, (%1 e sXn)
Entonces, se tiene que Y1,...,Y, son variables aleatorias conjuntamente continuas y
S 1/ - N .
Fon® = { Hex@O)ETON] T siver,
Pt 0 en caso contrario.
- R -1
_ | paex GO PGE)| siver
0 en caso contrario.
2. Esperanza Matematica
En lo que sigue sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y sean X, Xi,...,X,, ¢ Y variables aleatorias sobre

el espacio medible (Q, F).

Definicion 2 [Esperanza] Se define la esperanza o media de X, denotada E (X), por

E(X) — —/_OOOFX(t)dtJr/Om(lfFX(t))dt,

siempre y cuando alguna de las integrales sea finita.

Proposicion 1 Si P ({X > 0}) = 1, entonces E (X) > 0.



Proposicion 2 Si E (X) es finita,

Z apx(a),  siX esdiscreta,
acSx

EX) = T
/ tfx(t)dt, siX es absolutamente continua.

Proposicion 3 [Esperanza de una Funcion de una Variable Aleatoria]l Si g: D C R — R es ral que
P ({X € D}) =1y g(X) es variable aleatoria,

Z gla)px(a),  siX esdiscreta,

S
E(g(X) = { “F
/ g(®) fx(t)dt, siX es absolutamente continua.

Lema 6 SiA € F, y 1, denota la variable aleatoria Tp(0) =1si @ € Ay [4(®) =0 si ® € Q\ A, entonces
E(I4) =P (A).

Definicion 3 [Varianza y Desviacion] Se define la varianza de X, denotada Var (X), por
Var(X) = E ((Xf]E (X))2> .

La desviacion de X, denotada 6(X), se define por 6(X) = \/Var (X).

Proposicién 4 [Esperanza de una Funcién de un Vector Aleatorio] Si X denota el vector aleatorio
(X1,...,Xn), g: DCR" — Rees tal que P ({X € D}) =1y g()?) es variable aleatoria,

Z g(@)py(a), si X1,...,X, son conjuntamente discretas

E (%)) =q “*
// 8(X)fyX)dxy ---dx,, siX,...,X, son conjuntamente continuas .
Rﬂ

Corolario 2 [Linealidad de la Esperanza] Si X e¢ Y son variables aleatorias y a,b € R, entonces

EX+Y) = EX)+E(Y),
E(aX+b) = aE(X)+b.
Corolario 3 Sia,b € R, entonces
Var(X) = E(X?)+E*(X),
Var(aX+b) = a*Var(X).

Definicion 4 [Covarianza] Se define la covarianza de X e Y, denotada Cov (X,Y), por

Cov(X,Y) = E((X-E(X))(Y-E(1))).



Proposicion 5 Sia,d’ ,b,b' € R,

Var(X) = Cov(X,X),
Cov(X,Y) = EXY)-EX)E(Y),
Cov(X,Y) = Cov(V,X),
Cov (aX+b,dY+b') = ad Cov(X.,Y),
Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y).

Proposicion 6 La covarianza es una forma bilineal, i.e., si X, X', Y, e Y' son variables aleatorias,
Cov(X£X"Y) = Cov(X,Y)£Cov(X"Y),
Cov (X,Y£Y') = Cov(X,Y)+Cov (X,Y').

Lema7 Sean g: Dy CR — Ryh: Dy CR — R funciones tales que P ({X € Dx}) =P({Y € Dy}) =1y
8(X) y h(Y) son variables aleatorias. Si X e Y son independientes,

E(g(X)n(Y)) = E(gX)E(A(Y)).
En particular, si X e Y son independientes, E (XY) =E (X)E (Y).

Corolario 4 Si X e Y son independientes, Var (X+Y) = Var (X)+Var(Y) y Cov (X,Y) =0.

Definicién 5 [Correlacién] Si 6(X),o(Y) > 0, se define la correlacion entre X e Y, denotada p (X,Y), por

Cov (X,Y
o(X)o(Y)
Proposicion 7 Se tiene que p (X,Y) =p(¥,X), -1 <p(X,Y) < 1, y ademads,

w sip(X,Y)=+1, entonces P ({Y =a+bX}) =1 paraalgina € Ry b= +06(Y)/c(X).
w si P({Y =a+bX}) =1, entonces |p(X,Y)| = 1.

Proposicion 8 Si Xi,...,X, eY,...,Y,, son variables aleatorias,

<Zx> = ) ZVar )+2 Y, Cov(X,X)).

1<i<j<n

™=
M:

E(X;), Var <
1

i=1

Z(Cov Xi,Y;)
1j=1

M:

Cov <iXi, i Yj) =
i=1

i

Lema 8 Sea (X,),en una sucesion de variables aleatorias. Si para todo n € N, P({X, >0}) =1, o

Z E (|X,|) < oo, entonces E (ZX”> = Z E (X

neN neN neN



Lema9 SiXi,..., X, son independientes

E (ﬁX,-) = fIlE(Xz) ; y  Var (iX,-) = i{Var(Xi),

i=1

Definicion 6 [Momentos] Si n € N, entonces E (X") se denomina el n-ésimo momento de X o el momento
de orden n de X.

Definicion 7 [Funcion Generadora de Momentos] Se define la funcién generadora de momentos ¢y : R —
RU{eo} por ¢x (1) = E ('%).

Lema 10 Si la funcion generadora de momentos de X, Ox (), es n veces diferenciable en un intervalo abierto
en torno al 0, entonces
d"ox

dr" t=0

E(x") =

Proposicién 9 Sia,b € R, d.x15(t) = ePox (at).

Proposicion 10 Si X e Y son independientes, entonces Oxy (1) = Ox(¢)0y (¢) para todo t € R.

n
; i v cblo si LX) — .
ey X s = (¢ N .
Lema 11 X X,, son independientes sty solo si E (e i=1 ) Ox, (t;) para todo t; t, €R
i=1

Teorema 1 Si la funcion generadora de momentos de X, ¢x(+), es finita en un intervalo abierto en torno a
t = 0 entonces la funcion distribucion de X, Fx(+), estd completamente determinada por Ox ().

3. Desigualdades

En lo que sigue sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y sean X y Xj,...,X,,... variables aleatorias sobre
el espacio medible (Q, F).

Proposicion 11 [Desigualdad de Markov] Si X es una variable aleatoria no-negativa, i.e., P ({X > 0}) =
1, entonces para todo t > 0,

E (X)

P{x=zr}) = —

Proposicion 12 [Desigualdad de Chebyshev] Si X es una variable aleatoria de esperanza y varianza finita,
entonces para todo € > 0,
1

PUX-E(X)|ze) < Var(X).



Mads aun, para todo p > 0,

PX-EX)|2e}) < SE(X-EX).
Proposicion 13 Var (X)) =0siysolosiP({X =E(X)}) = 1.

Proposicion 14 [Desigualdad de Jensen] Si f: D C R — R es una funcién convexa, dos veces diferenciable,
yP({X € D}) =1, entonces

E(f(x) = fEX)),

si las esperanzas existen y son finitas.

Teorema 2 [Desigualdad de Kolmogorov] Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes tales que
E (X;) =0y Var(X;) = 67 < o para todo i = 1,...,n. Entonces, para todo a > 0,



