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Pauta Examen

Prof. Catedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: A. Contreras, R. Cortez

PROBLEMA 1:
(i).- Claramente Y se distribuye uniformemente en {2,3,5}, luego E (Y) = (2+ 3 +5)/3 = 10/3.

Por otro lado, la probabilidad de tomar el primer tinel es 1/3. Como N corresponde al nimero de
tuneles hasta que se elige el que lleva a la salida, sigue que N ~ Geometrica(1/3).

(ii).- Condicionado en el hecho que el primer tinel que recorrié el minero no conducia a la salida, sea
X' la distancia recorrida por el minero hasta encontrar la salida pero exceptuando el primre tinel
que recorrid. Como una vez que el minero regresa al punto de partida la situacién es equivalente a
la original, se tiene que X y X’ se distribuyen de la misma forma. Por otro lado, X’ depende de los
tuneles que haya recorrido el minero salvo por el primero, e Y depende del primer tinel recorrido.
Como las elecciones de qué tiineles seguir son independientes, se tiene que X’ e Y son independientes.

Como funciones de variables aleatorias independientes son independientes, tenemos que X' y
]1{375}(}/) son independientes. Luego, por linealidad de la esperanza y por independencia, sigue que

EX)=EXY)+E (X' Ii35(Y))=E(Y)+E(X) -E (Iz5()) .

Pero, E (I35 (Y)) = P(Y € {3,5}) = 2/3. De (i) y un simple célculo aritmético se obtiene que
E (X) = 10.

(iii).- Primero observemos que los Y;’s son independientes e idénticamente distribuidas. Por la indi-
cacién y la LGN version fuerte,

X+ X, T,
NN, = LY =R,

donde la 1ltima igualdad es con probabilidad 1. Por otro lado,

o Xt A X LS X,

n—>ooN1+—|—Nn 7L—>OO%Z;L:1N7;.
Sea A el evento lim,, £ Y- | N; = E (N;) y B el evento lim,, £ 3" | X; = E (X;). Por LGN versién
fuerte, P (4) = P (B) = 1. Luego, con probabilidad 1 se cumple simultdneamente que

n

1 1 ¢
Iim =S N, =E(N m =Y X; =E(X;).
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Por continuidad de x — 2! para z > 0 y dado que E (N;) > 1 > 0, con probabilidad 1 se tiene que

Y Xi+...+X, E(Xy)
n—oo N1+ ...+ N, E(Nl)




Como ambos limites indicados en el enunciado se cumplen con probabilidad 1, también se cumplen
simultdneamente con probabilidad 1, i.e. con probabilidad no nula,

E (X1) Xi+...+ X,

E(N;)  n—oo Ny +...+ Ny (Y1)

Pero la identidad E (X7) /E (N1) = E (Y1) es o no es cierta (i.e.no es una afirmacién probabilista).
Por lo tanto, y como se establecié que tiene probabilidad no nula, la identidad debe ser cierta.

PROBLEMA 2:

(i.1).- Como no se da ningun tipo de informacién, podemos supener que los valores de Ay,..., A,
estan prefijados antes de comenzar el proceso de adivinanzas. Sea N; la variable aleaotria indicatriz
del evento “la i-ésima adivinanza es un ascierto”. Notar que N; ~ Bernoulli(1/n). Como N =
N1 + ...+ Ny, por linealidad de la esperanza sigue que

(i.2).- La estratégia natural es elegir un A; distinto al valor de los naipes que hayan aparecido.
Definiendo N; como en la parte (i.1) y observando que ahora N; ~ Bernoulli(1/(n — i + 1)), sigue
que

E(N) = E (N;) = — = -

(V) ; (N3) ;n_Hl ;Z

(ii.1).- Nos referiremos por O al naipe que estaba originalmente al fondo del mazo. La afirmacién
del enunciado la probaremos por induccién. La afirmacién es trivialmente cierta cuando k£ = 0.
Supongamos entonces que se cumple para k —1 y que hay k naipes debajo de O. Sea s € S la ultima
carta que se insert6 en alguna posicién debajo de O. Por hipdtesis de induccién, sabemos que S\ {s}
estd con igual probabilidad en uno cualquiera de sus (k — 1)! posibles ordenamientos. Notar que
hay k posiciones distintas en cualquier ordenamiento de S\ {s} donde s podria insertarse (debajo
de i € {0,...,k — 1} naipes). En cada una de estas posiciones es igualmente probable que se haya
insertado el naipe s. Luego, S queda en uno de sus k! posibles ordenamientos con igual probabilidad.

Justo un paso antes de parar el procedimiento descrito, se tiene que £k = n — 1. Luego, el mazo
estd perfectamente barajado, salvo por el naipe O. Al realizar el ultimo paso, por un argumento
similar al del parrafo anterior, se obtiene un mazo perfectamente barajado, i.e. en uno cualquiera de
sus posibles n! ordenamientos.

(ii.2).- Al igual que en (ii.1), denotaremos por O al naipe que esaba originalmente al fondo del
mazo. El problema planteado es esencialmente el del Recolector de Cupones. La idea es interpretar
el colocar un naipe bajo O como obtener un nuevo cupén. Formalmente, sea Ny el nimero de pasos
desde que hay k — 1 hasta que hay k cartas debajo de O. Claramente, N = N; 4+ ...+ N1 + 1.
Ademds, si hay k — 1 cartas debajo de O, entonces durante la préxima etapa con probabilidad k/n
el naipe superior del mazo quedard debajo de O. Luego, N} sigue una Geometrica(k/n) y por lo
tanto su esperanza es n/k. Por linealidad de la esperanza, sigue que

n—1 n
1 1
E(N):Z]E(Nk)ﬂzzz:n(1+2+...+n> .
k=1 k=1



PROBLEMA 3:

(i).- Basta observar que

DXt = Y (XXX )

=1 i=1

y notar que >, (X; — X) = 0.

n

— 1
(ii).- Sea A el evento lim (X, — ,u)z =0y Belevento lim - Z (Xi—p)
i=1

2 .,
= 2. Por LGN versién

fuerte, sabemos que lim X, = p. Luego, por continuidad, P (A) = 1. Ademés, E ((Xl - ,u)2> =

Var (X;) = 2. Luego, nuevamente por LGN versién fuerte, P (B) = 1. Sigue que P (AU B) =1, lo
que junto con (i) implica que

n

La conclusién deseada sigue del hecho que — Z (Xi — Yn)2 =02 siysélosi lim SZ =02,
n n— 00

i=1

(iii).- Dividiendo la igualdad obtenida en (i) por o2 sigue que
"X -\ (n—1)82 X ’
> (M) s (o
o o — ov/n
Como las (X; — p)/o, i =1,...,n, son Normal(0, 1) e independientes, sigue que
n Xl —pu 2
W = T
2 (57)

es una suma de n cuadrados de distribuciones Normal(0, 1) independinetes, i.e. sigue una x2. Ademaés,
por propiedades de la normal, es facil ver que Y. | (X; — p1)/o\/n es una Normal(0, 1). Luego,

Z(Zl U\/ﬁ’”L) ,

es el cuadrado de una Normal(0, 1), i.e. sigue una 3.

(iv).- Sea Y = (n—1)S52 /o2. Del enunciado sabemos que X, y S2 son independientes, y como funcio-
nes de variables aleatorias independientes son independientes, sigue que Y y Z son independientes.
Luego, por (iii) y propiedades de la funcién generadora de momento, si ¢ < 1/2, entonces

(1—2t)7"2 = g (t) = dy (t) - pz2(t) = py (£)(1 — 2t) /2.



Despejando, se obtiene que ¢y (t) = (1 — 2t)_("_1)/2, i.e. Y tiene la misma funcién generadora de
momentos que una x2_;. Como la funcién generadora de momentos caracteriza completamente la
distribucién de la variable aleatoria, concluimos que Y ~ x2_.

(v).- En el caso planteado, @ = 0,95 y (1 — «)/2 = 0,025. Ademds, n — 1 = 10. De la tabla del
enunciado sigue que P (XS < 2,700) = 0,025. Luego,

—1)52 (n—1)S2
25 =P (2 =P (2 =D _p (s DS
0,025 = PP (2,700 > x3) ( 700 > 3 ) (0 > 700

Definimos entonces

- 5
b= 7).
2’700;@ Tn)

Analogamente, y dado que P (X% > 19,020) =1-P (x% < 19,020) = 0,025, definimos

 R—_ o
a_19,020;(”—”3”) '



