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PROBLEMA 1:

(i.1).- Parai = 1,...,n, sea & un experimento con espacio de probabilidad asociada ({c, s}, 2{¢*} P;)
donde P; es la medida de probabilidad que hace equiprobable a {¢, s}. Asumiendo que el lanzamien-
to de la moneda de cada computador es independiente del lanzamiento de monedas de los otros
computadores, entonces un modelo de la etapa t de la situacién descrita es el experimento producto
Py = &1 x...&,, lo que determina completamente el espacio muestral, conjunto de eventos de interés
y medida de probabilidad. Asumiendo que las etapas son independientes unas de otras, un modelo
para el procedimiento repetido en el tiempo queda dado por el experimento producto

Q=P XPaX...xPy x...

(i.2).- Sea E; el evento “el i-ésimo computador tiene éxito en enviar un paquete” y C; el evento “el
lanzamiento de la moneda del i-ésimo computador sale cara.” Claramente,
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Como los C'; son independientes, sigue que

P(E) =P (Ci)-[[P(C)) =p(1 —p)" .
iz

Si definimos f(p) = p(1 — p)"~! y diferenciamos con respecto a p, se verifica que
fp)=Q=p)" ' = (n=1Dpl—p)" = (1-p)" (1 —np).

Igualando a 0 se deduce que f(p) tiene un unico valor critico en p = 1/n. Es facil ver que dicho valor
es efectivamente un méximo para f(-). Finalmente, notar que si p fuese muy pequeno en comparacién
con 1/n, entonces muy pocos computadores intentarian enviar paquetes, y en muchas etapas nadie
haria el intento. Si p fuese muy grande, habrian muchas colisiones y en muchas etapas nadie tendria
éxito enviando paquetes. Si p = 1/n en cada etapa en promedio sélo uno computador intenta enviar
mensajes lograndose asi la mejor tasa de éxitos.

(ii.1).- En efecto,

Fy(t) = P(Y<t) = 1-P(Y >t) = 1-P(X;>t,...,X, >1)

n
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donde la primera y la tltima igualdad es por definicién de funcién distribucién, la segunda igualdad
es por complementaridad de P, y la cuarta igualdad es por independencia de X, ..., X,,.

(ii.2).- Si X; es Uniforme(0, 1), entonces fx,(t) = Ijp11(t) y Fx,(t) es igual a 0, ¢ y 1 dependiendo si
t <0,t€]0,1], o t > 1 respectivamente. De la parte (ii.1) sigue que,

fy(t) = Fy(t) = % (1= (1 —=8)%)To,u((t) = 3(1 — t)* - To,1(t) -

PROBLEMA 2:

(i).- Si en ¢ pasos el borrachito da exactamente k pasos en la direccién +, entonces da ¢ — k pasos
en la direccién —1. Luego, queda en k — (t — k) = 2k — t. El ndmero de pasos X en la direccién +
que da el borrachito es una Binomial(¢,p) y X; = 2X, — t. Luego, si (¢t +n)/2 € {0,...,t} es par
(equivalentemente n € {—t,—t +2,...,t — 2,t}),

t t
P(X,=n)=P2X{—t=n)=P (X; = J;”) = <t+n)p(t+")/2(l —p)tmm/2,
2

Sing{—t,—t+2,...,t—2,t}, entonces P (X; =n) =0.
(ii).- Observar que
Fr(t) =P(T,<t) =P(N@E#)>n) = 1-P(N({)<n),

donde la primera igualdad es por definicién de funcién distribucién, la segunda por definicién de T5,,
y la ultima por propiedad de P (-). Pero N(t¢) es una variable aleatoria de Poisson, por lo que su
soporte es N. Sigue que N(t) < n si y sélo si N(t) € {0,...,n-1}. Luego,
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Para verificar que T,, es una Gama(n, \), debemos encontrar la funcién densidad fr, (-) de T,, y
corroborar que corresponde a la funcién densidad de una Gama. Observemos entonces que

9 Y n—1 ( m iy )\t m—1 /\efAt(/\t)nfl
fr.(t) = 5 Pn() = A Z ’ Z/\ O

m=0
Recordando que T'(n) = (n-1)! se concluye que fr, (-) corresponde a la funcién densidad de una
Gama(n, A).
PROBLEMA 3:

(1).- Para determinar el tipo de variables aleatorias de X e Y debemos calcular sus densidades fx ()
y fy(+). Para ello, notar que

—+o00 —+o00
fx(a) = / fxy(a,b)db = e - Iz, (a) /0 e Mdb = Ae - T, (a),
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donde la tltima igualdad es consecuencia del hecho que Ae **Ig . (b) es una funcién densidad,
por lo tanto integra a 1. En resumen, X ~ Exponencial(\). Analogamente, se verificar que
Y ~ Exponencial(}\).

(ii).- Sea C = {(z,y) € R : y > ax}. Se tiene que

+oo ptoo
P(Y >aX)= // Ixy(z,y)dedy = \? // e M) dudy = )\2/ / e @) dyda .
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Luego,
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P(Y >aX)= )\/ e M (—e_hyﬂ dx = )\/ e Mtz gy —
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(iii).- Sea Z = X/(X +Y) y t > 0. Entonces,
Fz(t) =P (X <t(X+Y))=P(Y > (1/t -1)X) .

Luego, de la parte anterior si 1/t —1 > 0, entonces Fz(¢) = ¢. Resumiendo, si t €]0, 1], entonces
Fz(t) = t. Como toda funcién distribucién es no-decreciente y toma valores en [0, 1], se tiene que
Fz(0) =0y Fz(1) =1 implican que Fz(t) =0sit <0y Fz(t) = 1sit > 1. Hemos concluido que
Fz(t) =t -Tjp,1y(t). Derivando, se tiene que fz(t) = Ijg1((t), i.e., Z ~ Uniforme(0, 1).



