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PROBLEMA 1:

(i).- En Cl[x] el polinomio p(x) tiene raices £1 + i, que en notacién polar corresponde a
o = /2 ™/4Hk1/2) con k=0, ..., 3. Observar que oy = Oc(z)k+1/2k € Q(0yp). Por otro lado,
oo & Q es raiz de x> + 2x + 1, luego su grado algebraico sobre Q es 2. Como p(x) tiene
sus cuatro raices reales en Q(0y), se descompone como producto de factores lineales en
Q(0p)- Sigue que si K es el cuerpo de descomposicion para p(x), entonces K C Q(o) y
2> [Q(ap) : Q] > [K: Q] > 1, donde la dltima desigualdad es consecuencia del hecho que
p(x) no tiene raices en Q, por lo que Q C K. Sigue que K =Q(0y) y que [K: Q] =2.

(ii).- Sea p1(x) =x* +x+ 1y pa(x) = x> +x+ 1. Sea K el cuerpo de descomposicion
de p(x) = p1(x)p2(x) € F2[x]. Notar que K contiene copias isomorfas de los cuerpos de
descomposicion de pj(x) y pa(x), digamos K; y K, respectivamente. Como p;(x) € F; [x]
es irreducible, sigue que [K; : Fp] =3y [K; : Fa] =2. Como [K; : F,] es divisor de [K : F],
y 2y 3 son primos relativos, se tiene que 6 es divisor de [K : F], i.e. [K: [F,] > 6.

Sea o € K raiz de py(x). Se tiene que o = at+ 1y que Fo(at) = {0, 1, &, o0+ 1}. Notar que
pr1(0)=pi1(1)=1, p1(a) =,y pi(a+1) =0+ 1. Como p;(x) es polinomio de grado
cubico y no tiene raices en [Fa (o), entonces es irreducible en Fa(a)[x]. Sea B € K raiz de
pi1(x). Observar que

p1(x) = (x+B)(F +Bx+ P> +1) = (x+B) (x+B*) (x + B> +P).-

Luego, p1(x) y p2(x), y por lo tanto también p(x) se factorizan como producto de polino-
mios lineales en [F; (a., B)[x]. Ademas,

[FQ(OC,B) : Fz] = [Fz(o@B) : FQ(OL)][FQ(OL) : Fz] =3.2=6.
Sigue que K = F»(a, B).

(iii).- Sea S = {p(u)/q(u) : p,q € Flx],q(u) # 0}. Queremos probar que S = F(u).

Veamos que F(u) C S. Se observa facilmente que S es cerrado para la suma, multiplicacién e
invirtiendo. Sin mayor dificultad se verifica que S es cuerpo. Como F U {u} esta contenido




en S, el generado por FU {u}, es decir F(u), estd también contenido en S. En resumen,
F(u) CS.

Veamos ahora que S C F(u). En efecto, como FU {u} estd contenido en F(u) que es cerrado
para la suma y el producto, sigue que p(u) € F(u) cualquiera que sea p(x) € F[x]. Como
los inversos de los elementos no nulos de F(u) también estin en F(u), y por cerradura del
producto sobre F(u), se concluye que S C F(u).

(iv).- Si v es algebraico sobre K(u) entonces existe s(x) € K(u)[x] tal que s(v) = 0. Digamos
s(x) =Y six'. Por (iii), cada coeficiente de s; del polinomio s(x) se puede escribir como
pi(u)/gi(u) donde p;(x),qi(x) € K[x] y gi(u) # 0. Como s(v) = 0, sigue que si p}(x) =
pi(x) [1;£9;(x), entonces
s(v) = Z piu) V=0 — Zpé(u)vi =0.
= qiu) i=1

Como pi(x) € Klx], sigue que existen ¢; ;’s en K, todos nulos salvo por una cantidad finita,
tales que

0= Z Ci7jujvi = Z (Z Ci,jvi> w .
i,jEN jeN \ieN

Haciendo ¢;(v) = Yenci jv' se obtiene el polinomio g(x) =¥ ;eng;(v)x/ € K(v)[x] tal que

q(u) =0, i.e. u es algebraico sobre K(v).

PROBLEMA 2:
(1).- Basta observar que toda clausura algebraica es normal.

(ii).- Supongamos que N|r es normal. Sea p(x) € F[x] irreducible y a € N raiz de p(x).
Sea p,(x) € F[x] polinomio minimal de a. Dado que p(x) y p,(x) comparten una raiz en
una extension de [F no pueden ser primos relativos. Pero como ambos son irreducibles en
[F[x] se debe tener que difieren en a lo mds un factor constante. Como p,(x) se descompone
como producto de polinomios lineales en N[x|, lo mismo debe ocurrir para p(x).

El converso se tiene trivialmente. En efecto, dado que N es algebraico sobre IF, entonces
para cada a € N existe un polinomio minimal p,(x) € F[x] para a. Por definicién de poli-
nomio minimal, se tiene que p,(x) es irreducible en F[x]. Como a € N es raiz de p,(x), por
hipétesis sigue que p,(x) se factoriza como producto de polinomios lineales en NJx].

(iii).- Sea p(x) = x> —2 € Q[x]. Observar que v/2 es raiz irracional del polinomio ctibico
p(x) € R[x], luego p(x) es irreducible en Q[x], y por lo tanto es polinomio minimal de v/2.
Sin embargo, en Q(v/2) el polinomio p(x) se factoriza como

p(x) = (x— V2) (x> + V2x +V4).



Es decir, p(x) no se descompone como producto de factores lineales en Q(+v/2). Luego,
Q(+/2) no es normal.

(iv).- Observar primero que si N|p es normal, entonces N es algebraico sobre I y por lo
tanto también sobre K. Sigue que para cada a € N existen p(x) y ¢g(x) polinomios minima-
les en F[x] y K[x] respectivamente. Notar que p(x),g(x) € K[x] comparten una raiz en una
extension de K, a saber a € N. Sigue que para cada a € N, p(x) y g(x) no son primos rela-
tivos, pero como ¢(x) es irreducible en K[x], necesariamente se debe tener que g(x)|p(x).
Como p(x) se descompone como producto de factores lineales en N[x|, entonces 1o mis-
mo se tiene para ¢g(x). En resumen, el polinomio minimal en K|[x] de cualquier a € N se
factoriza como producto de polinomios lineales en N[x], i.e. N|kg es normal.

(v).- Veremos primero que 6(N) C N. En efecto, seaa € Ny p,(x) € F[x] polinomio mini-
mal de a. Dado que G va sobre F, se tiene que

p°(x) =Y o(pm)x™ = p(x).

meN

Por otro lado, si a = ap, a,...,0, € N son todas las raices de p,(x) (con repeticiones) y
como N|r es normal, se tiene que para algin A € F,

n—1

pa(x) = kH(x—OL,').

Por otro lado, se verifica que

i=0
Luego,
n—1 n—1
[Tx—0)=[](x—o(m)),
i=0 i=0

y por lo tanto 6(o;) C {a,...,0,—1} C N cualquiera sea i € N, en particular 6(a) € N.

De la discusion anterior se concluye que 6(N) C N. Se tiene que N es algebraico sobre
Fy o:N — N es un inmersién sobre [F. Por resultado visto, sigue que 6 : N — N es un
automorfismo, en particular 6(N) = N como se queria demostrar.



