Ma31a Elementos de Algebra 24 de Octubre de 2008

Pauta Control 2

Prof. Cdtedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: E. Araya, O. Rivera

PROBLEMA 1:

(i.1).- Sabemos que los ideales de Z son nZ con n € N, n # 1. Si n > 2 no es primo, entonces existen a,b € N,
a,b > 1tales que n =a-b. Como a,b ¢ nZ, sigue que nZ no es ideal primo. Luego, los unicos candidatos a
ideales primos de Z son {0} y pZ con p primo. Claramente {0} es ideal primo. Sea entonces p un primo y
ab € pZ. Sigue que p|ab. Por primalidad de p tenemos que pla o p|b, i.e. a € pZ o b € pZ. Concluimos que
los ideales primos de Z son {0} y pZ con p primo.

(i.2).- Sea P ideal primo de R. Sean [a]p, [b]p € R/P tales que [a]p[b]p = P. Sigue que P = (a+P)(b+P) =
ab+ aP + Pb+ P. Pero como P es ideal, se tiene que aP,bP C P. Se concluye que ab € P. Como P es ideal
primo, sigue que a € Po b € P, i.e. [a]p = P o [b]p = P. Por lo tanto, R/P es dominio de integridad.

Supongamos ahora que R/P es dominio de integridad y que ab € P. Sigue que P = [ab]p = [a]p[b]p. Pero
como R/P es dominio de integridad, se debe tener que [a]p = P o [b]p = P, i.e.a € P o b € P. Por lo tanto, P
es ideal primo.

(ii).- Sea I el ideal generado por {a,b}. Como R es un dominio de integridad principal, sigue que existe ¢ € R
tal que I = (c). Por caracterizacién de ideal generado, se tiene que existen s,7 € R tales que sa +tb = c.
Afirmamos que ¢ es un maximo comin divisor de a y b. En efecto, a,b € I = (c¢) implica que c|a y c|b.
Ademis, si ¢’ € Res tal que ¢|a 'y ¢/ |b, sigue que ¢/|(sa +1tb) = c. Por lo tanto, ¢ es un maximo comun divisor
deayb.

(iii.1).- Supongamos que W es un submédulo de V' que no es finitamente generado. Sigue que W no es vacio.
Sea w; € W\ {0}. Como W no es finitamente generado, w; no genera W. Luego, existe wp en W \ ({w })&.
Como W no es finitamente generado, {wj,w>} no genera W. Luego, existe w3 en W\ ({w;,wa})g, ... ¥
asi sucesivamente. Si definimos W; = ({wy,...,w;})g, entonces tenemos que W; C Wo C W3 C ... es una
cadena creciente infinita de submdédulos en V.

Veamos ahora que el converso se tiene. Supongamos que todo submdédulo de V es finitamente generado y que
existe una cadena creciente infinita W; C Wo C W3 C ... de submédulos de V. Sea U la unién de todos los W;’s.

Es facil ver que U es submédulo de V, y por lo tanto es finitamente generado, digamos por {uy,...,u,}. Pero
por definicién de U y dado que {u,...,u,} estd contenido en U, debe existir un i tal que {uj,...,u,} CW,.
Sigue que U = W; = W, | = ...y que la cadena de los W;’s no es creciente.

(iii.2).- Sea I un ideal (no degenerado) de R que no estd contenido en un ideal maximal. Como /; = I no
estd contenido en un ideal maximal, entonces esta estrictamente contenido en un ideal no degeneraod . Si I,
no esta contenido en un ideal maximal, entonces esta estrictamente contenido en un ideal no degenerado I3,
... y asi sucesivamente. Sigue que I C I, C I3 C ... es una cadena creciente de ideales de R. Como todo ideal
de R es un R-submédulo de R y todo submddulo de R es finitamente generado (porque R es noetheriano), la
cadena creciente debe ser finita. Sigue que / estd contenido en J; ideal maximal para algin k.




(iv).- Supongamos {uj,...,u; } generael Ker(@) y que {wy,...,wy} generaIm(¢). Como w; € Im(¢), existen
Vi,...,vg €V tales que @(v;) = w;. Afirmamos que {ui,...,un,v1,...,v¢} generan V. En efecto, sea v € V
cualquiera. Como @(v) estd en Im(@), sigue que existen by, ...,b; € R tales que

(p(v) =b ~W1+...bg'W[:(p(b1 ~V1+...bg'w).
Sea V' =by-vi+...+by-vy. Sigue que v—v' € Ker(@). Luego, existen ay, .. .,a; € R tales que
v—v/:al-ul—i—...—i—ak-uk.

Despejando obtenemos que v = aj - u; + ... + ag - up + by - wy + ...by - wp. Se concluye que
{ui,...,ug,v1,...,v¢} genera V.

PROBLEMA 2:

(i).- Como M = myF[x], sigue que M es finitamente generado. Como F[x] es un dominio de integridad princi-
pal y los resultados vistos de caracterizacién de R-mdédulos finitiamente generados con R dominio de integri-
dad principal, tenemos que existen 8;|0]. .. |, con dy,...,8 € Flx] y 8; ¢ 1, tales que

M = F/(31(x)6... 6 Fx/(Gux) & F,

con F un F[x]-mé6dulo libre. Como M es de torsion, sabemos que F = {0}. Pero F[x]/(8;(x)) ® ... ®
Fx]/(8k(x)) es ciclico s6lo si k = 1. Lueo, si & € F denota el coeficiente de 8; que acompaiia al termino
de mayor grado, concluimos que existe 8 = §; /o polinomio ménico tal que M = F[x]/(3(x)).

(ii).- Sea m € M tal que m = p(x)myg con p(x) € F[x]. Por Teorema de la Divisién, existen ¢, r € F[x] tales que
p=q-8+rcon grado(r) < grado(d) = n. Sigue que m = p(x)mo = [g(x) 0 8(x) + r(x)](mp). Pero 8(x)mo =0
(para ver esto ultimo, notar que si @ es el isomorfismo entre los F[x]-mddulos M y F[x]/(8(x)), entonces
©(8(x)mp) = d(x)@(mp) = 0 en F[x]/(8(x)), y como ¢ es isomorfismo se concluye que &(x)mo = 0 en M).

Luego, sin pérdida de generalidad podemos asumir que p(x) tiene grado menor que n. Sigue que m =
p(x)ym = Y1} piTi(mp) por lo que m € ({mo,T(my),...,T" ' (mo)})r, i.e. M estd generado por B =
{mo, T (mo),T*(m),...,T"~" (mo)}.

(iii).- Sean Ag, A1, . .., A,—1 € FF tales que Agmo + M T (mg) + ...+ A, 1 T" ! (mp) = 0. Definimos p(x) = Ao+
Mx+...+A,_1x" ! € F[x]. Notar en particular que p(x)my = 0. Como M = moF[x], sigue que p(x)M = {0}.
Como M = Fx]/(8(x)), necesariamente se debe tener 8(x)|p(x). Pero grado(p) < grado(d), luego p(x) =0
enlF[x],i.e. A\o =A; =... = A,—; = 0. Hemos concluido que P es una familia linealmente independiente en M
como F-espacio vectorial.

(iv).- Sea v; = T'(mg) con i = 0,...,n — 1. Como ya se ha indicado, 8(x)mg = 0. Luego, 8(T)mgy = 0, o
equivalentemente

T(v,,_l) = T”(mo) = —Co-mO—01-T(mo)—...—cn_l~Tn71(mO).
Luego,
T(V()) = — 0O0wv + 1vi 4+ 0vpy + ... + 0-vy_1,
T(vi) = — 0-v + vi + 1oy 4+ o 4+ 0y,
T(vp—2) = — O0vp + 0vi + 0v2 + ... 4+ 1.y,
T(va—1) = — co'vo — C1°VI — €2V3 — ... — Cpel'Vu_l.
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