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TIEMPO 4.0 HRS.

PROBLEMA 1:

(i).- Sea R un anillo. Se dice que el ideal P de R es un ideal primo si para todo
a,b € R tal que ab € P se tiene que a € Po b€ P.

(i.1).- (0.5 pts) Determine todos los ideales primos de Z.

(1.2).- (0.5 pts) Pruebe que el ideal P de R es primo si y solo si R/P es
es un dominio de integridad.

(ii).- (1.5 pts) Rehacer la demostracion del siguiente resultado visto en clases: Si R
es un dominio de integridad principal y a,b € R no son ambos nulos, entonces existe
un maximo comun divisor ¢ de a y b. Ademas, existen s,t € R tales que sa +tb = ¢
(Lema de Bezout).

(iii).- Las siguientes partes estdn relacionadas.

(iii.1).- (1.0 pts) Sea V un R-médulo. Pruebe que todo submdédulo de V' es
finitamente generado si y solo si V' satisface la condicién de cadena ascen-
dente, i.e. no existe una secuencia estrictamente creciente W, C Wy C ...

de submoddulos de V.

(iii.2).- (1.0 pts) Un anillo R se dice noetheriano si todo ideal (no dege-
nerado) de R es finitamente generado. Pruebe que si R es noetheriano,
entonces todo ideal (no degenerado) de R estd contenido en un ideal ma-
ximal.!

(iv).- (1.5 pts) Sea ¢ : V. — W un homomorfismo de R-médulos. Pruebe que si el
kernel y la imégen de ¢ son finitamente generados, entonces V' también lo es.

Indicacién: Observe que si {vy, ..., v,} genera V', entonces {¢(v1), ..., p(v,)} generan
la imagen de ¢.

'Recuerde que un ideal (no degenerado) I en R es un ideal maximal de R, si para todo ideal (no
degenerado) I’ tal que I C I’ se tiene que I = I'.




PROBLEMA 2: Sea M un F[z]-mdédulo ciclico de torsion tal que M = (mq)g(y-
(i).- (1.5 pts) Mostrar que existe 6(x) € F[z] ménico tal que M = Flz]/(d(x)).

(ii).- (1.5 pts) Sea T : M — M tal que T'(m) = xm. Pruebe que M es un F-espacio
vectorial generado por 8 = {mqg, T(mg), T*(mq), ..., T" (mg)} donde n es el grado
del polinomio §(z) de la parte (i).

(iii).- (1.5 pts) Pruebe que [ es linealmente independiente en M como F-espacio
vectorial.

(iv).- (1.5 pts) Exprese la matriz representante de 7" con respecto a la base 3, i.e. [T,
en término de los coeficientes de §(x) = co + 12 + ... + 2™t + 2",



