Ma3la Elementos de Algebra 08 de Septiembre, 2007

Pauta Control 1
Prof. Cdtedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: R. Cortez

PROBLEMA 1:

(i).- Sea f isomorfismo de G; X Gy en G. Sean H y K las imdgenes de Gy x {lg,}y
{1, } x Gy a través de f. Como f es biyeccién,

HOK = f(Gr % {16,} 0 {1} % Go) = F({(1en 16)})
Dado que f es un monomorfismo, se concluye que H NG = f({(1¢,, 1e,)}) = {1a}-

Como f(gl7g2) = f((glalGQ) ’ (1G17g2)) = f(gh 1G1) ’ f(1G27g2) € HK7 entonces
G = f(G1,G2) C HK. Sigue inmediatamente que HK = G.

Es facil ver que G; X {1g,} v {lg,} X G2 son subgrupos normales en G. Luego, por
Teorema de la Correspondencia, y dado que f es isomorfismo (por lo tanto su nicleo
es l¢ = (1gy, 1g,)) sigue que H y K son normales en G. Sean entonces h € H y
k € K. Como H<G se tiene que existe h’' € H tal que hk = kh'. Anédlogamente, como
K < G se tiene que existe k' € K tal que hk = k’'h. Sigue que h(W)™' = (K') 'k, y
por lo tanto h(h/)~!, (K)'k € HN K = {1¢}. Concluimos que h = h', k = k' y que
hk = kh.

(ii).- Sea g € N(P) de orden p*. Observar que P < N(P) luego N(P)/P es grupo.
Como [g]"" = [¢""] = [1¢] se tiene que [g] es un elemento de N (P)/P cuyo orden divide
a pF, digamos p'. Sea K = ([g]) € N(P)/P. Tenemos que K es un p-subgrupo de
N(P)/P. Por Teorema de la Correspondencia, existe K = v~1(K) C N(P) subgrupo
que contiene a P, donde v es la proyeccién canénica de N(P) en N(P)/P.

Afirmamos que K es un p-grupo. En efecto, sea ke K , sigue que [%} € K. Como K

es de tamano pi, por Lagrange sigue que [k] tiene orden una potencia de p, digamos
p'%. Luego, [k**] = [k]P* = [1] = P de donde se concluye que k** € P. Como P es
un p-grupo se concluye sin demasiado esfuerzo que k tiene orden potencia de p, i.e. K
es un p-grupo.

Como [g] € K se tiene que g € K , v por maximalidad de los subgrupos de Sylow se
concluye que g € K = P.




PROBLEMA 2: Sea G un grupo de orden 18. Como 18 = 2 - 32 sigue que G posee ud
3-subgrupo de Sylow de orden 9 que denotaremos Py, y un 2-subgrupo de Sylow de
orden 2 que denotaremos Ps.

El nimero de conjugados de Py puede ser alo més 18/9 = 2 y congruente a 1 médulo 3.
Sigue que Py es invariante bajo conjugacion, i.e. Py<G. Ademds, como Py tiene orden
el cuadrado de un primo, debe ser abeliano. Se tienen los siguientes dos casos:

s [ tiene un elemento de orden 9: Entonces es isomorfo a Zg.

= [ no tiene elementos de orden 9: Entonces sus elementos distintos del neutro
deben ser todos de orden 3. Sea z € Py de orden 3y y & Py \ (). Como Py es
abeliano, se verifica facilmente que ({z,y}) = {z'y/ : 0 <4,j < 2} = Py. Sigue
que Py es isomorfo a Zgz X Zs.

En el caso que P, es normal en G, entonces G es isomorfo a P, X Py. Por resultado
visto en catedra, sigue que en este caso G es abeliano isomorfo a Zo X Zg 0 Zg X 7.3 X Zs3.

Si P, no es normal en (G, entonces actiia por conjugacién sobre FPy. Consideremos
entonces los siguientes dos casos:

» O 7y — Aut(Zg) morfismo: Sea p; = ®(i). Como ¢ es morfismo, ¢y = id y
1 debe ser de orden 2. Como Aut(Zy) es isomorfo a Z§ = {1,2,4,5,7,8} y el
tnico elemento de orden 2 en Zg es 8 = —1 mod 9. Se debe tener entonces que
1 1 Lo — Zg es tal que ¢1(x) = —x. Luego, en Zg X4 Zo se tiene la siguiente
ley de composicion interna:

(av b) (ala b/) = (CL +9 QOb(CL,), b +9 b/)
= (CI, +g (—1)ba’, b +9 b/) .
Se verifica que el grupo que se obtiene es isomorfo a Dy.

» O Zy — Aut(Zs x Zs) morfismo: Se verifica que Aut(Zs X Zs3) es isomorfo
a 725 x Zj. Denotaremos por v : Zz — Zsg el tnico isomorfismo distinto de la
identidad, i.e. v(z) = —z. Notar que v es de orden 2. Sea ¢, = ®(a) con a € Zo.
Como @ es morfismo, ¢, debe ser de orden 2. Los tres casos posibles son:

e v = (v,id): En este caso, en (Z3 X Z3) Xq¢ Zo se tiene la siguiente ley de
composicion interna:

((a? b)? C)((CL,, bl)ﬂ C/) = ((a7 b) + SOC(CL/7 bl)? C+2 C/)
= ((a+3(=1)d,b+3V),c+2¢).

Se verifica que el grupo que se obtiene es isomorfo a S3 X Zs.



e 1 = (id,v): En este caso (Zs X Z3) X4 Zg es isomorfo al grupo del casd
previo.

e 1 = (r,v): En este caso, en (Zs X Z3) X¢ Zsy se tiene la siguiente ley de
composicion interna:

((a,0),c)((a",0),¢) = ((a,0) + pc(d’, V), c +2 )
= ((a +3 (—1)CCL/, b +3 (—1)Cb,), C +2 C,) .

PROBLEMA 3:

(i).- Para obtener 4 subgrupos distintos de Sy isomorfos a S3 basta considerar G;
como el subgrupo de permutaciones en que 7 es punto fijo, 1 =1,...,4.

Veamos ahora como obtener 9 subgrupos distintos de S, isomorfos a S5. Para ello,
definamos 7;; = (ij) para i,j € {1,...,4}, i < j. Sea G;; = (71, ;). Es facil ver que
G ; es isomorfo a S;. Hemos construido 6 subgrupos de Sy isomorfos a S;. Los otros 3
subgrupos se obtienen como H' = (11 2734), H" = (T1370.4), vy H" = (T1.4723).

(ii.1).- Sean By = (147), B2 = (258) y (3 = (369). Notar que los (3; conmutan y que 3
es el producto de los (.

En lo que sigue, sea I; : Sg — Sy el operador conjugacién por 7. Por resultado visto,
I (iyig ... ig) = (m(i1)7 (i) . .. w(ix)). Sigue que

Ip(a) = (123),  Ig(a)=(456), y Ig(a)=(789).

Sea a; = Igi(«v). Claramente o; € P,y los o; conmutan entre si. Afirmamos que todos
los elementos de la forma ot ajaf 8t donde i, j, k, 1 € {0, 1,2}, son distintos. En efecto,
si adagalfl = ol od ok’ B, entonces por conmutatividad de los a;’s tendriamos que

i—i' _j—3 _k—k' __ Qll—l
of "oy TagTt =00

Es facil verificar que lo anterior es posible sélosii =14, j =4, k=K y 1 =1, lo que
concluye la demostracion de la afirmacion.

Como a’iaga’gﬁl € P y hay 3* posibilidades para los valores de (i, j, k, 1), sigue que P
tiene orden al menos 81.

(ii.2).- Observar que para i, j,l € Z

o = B3,
B's(a’) = Ign(a))s.



Luego, por la caracterizacion de subgrupo generado, sigue que
P={{a,B}) = {Is()p :ijleL}.
Pero 573 = 1, luego
(I ()8 = (8- U5 (0)3)? = (Iim(0))? = Lyyi(@™) = Lyyi(1) = 1.
Luego, todo elemento de P tiene orden que divide a 3, i.e. P es un 3 grupo.

(ii.3).- Como 3* es la mayor potencia de 3 que divide a 9 cualquier 3-grupo de Sy
tiene a lo mds 3* elementos. Para comprobar la no-abelianidad de P basta verificar

que aff # Ba.



