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Examen

Prof. Cdtedra: M. Kiw: Prof. Auxiliar: H. Castro, J. Soto

TIEMPO 4.5 HRS.

Un cédigo lineal ' C [y se dice ciclico si (co,c1,...,¢,1) € C implica que
(Cn—1,Co, ..., Cn2) € C. Para trabajar algebraicamente con C, identificamos el vector
c=(co,---,cn1) € Fy con el polinomio c(x) = o+ 12+ ... + Coqx™ € Fylx].

(i).- (0.5 pts) Pruebe que C' C F} es ciclico si y sélo si C' es un ideal

F
(potencialmente degenerado) de Fy[z]/(z" — 1).

En lo que sigue, sea C C Fy, hcCcC [y, un cédigo ciclico.

(ii).- (0.5 pts) Pruebe que existe un unico polinomio ménico g(z), deno-
minado polinomio generador, tal que C' = (g) y que dicho polinomio es el
polinomio moénico en C' de menor grado.

(iii).- (1.5 pts) Sea g el polinomio generador de C'. Pruebe que:

= g divide a 2™ — 1.
» ¢(z) € C se escribe de manera tnica como c(x) = f(x)g(x) donde

f € F,[z] tiene grado menor que n — grd(g). La dimensién de C' es
n —grd(g) (a c se le llama la codificacion del mensaje f).

» Sid=grd(g), una matriz generadora de C' es

go 91 92 - Ga .- 0
g 9 g2 ... Ga

0 ... go 91 92 -+ Ga
(iv).- (0.5 pts) ;Cuantos cédigos ciclicos no—vacios distintos hay en F3?

(v).- Sea ¢ = 2, n = 2™ — 1, g(x) € Fy[z] el polinomio minimal de un
elemento primitivo a € Fom, v C' el codigo ciclico generado por g.




—
\)

» (1.0 pts) Pruebe que g(x) = H (x - a2i> es el polinomio minimal
=0
de a.

= (0.5 pts) Sea H la matriz cuya j—ésima columna es
(hO,j> th, ceey hm_Lj)T, j == 1, Ce 72m - 1, donde

m—1
j—1 E : i
o’ = hz"jOé .
=0

Pruebe que H existe y esta bien definida y que ¢ € C si y sélo si
Hc! = 0. Equivalentemente, pruebe que

H=(1 o o® ... a"')

y que c¢(x) € C siy sélo si c(a) = 0.
= (0.5 pts) Para m = 3 y salvo por permutaciones de sus columnas,
determine H y una matriz generadora G de C.

Nota: Para determinar H use un argumento basico de conteo ;cuan-
tas posibilidades hay para una columna de H?

En general, si C' = (g) y ¢ tiene raices oy, ..., q,_q4, entonces c(x) € C siy sélo si
(coy---,cn1)T estd en el nicleo de
1 o o A
H =

2 n—
1 apq o 4 ... oy,

1
En lo que sigue consideraremos el caso particular de (v) en que n = 15, n —d = 2,
a; =ayay;=a’ donde a € Figes unaraiz de 2 +x+1 € Fy [z]. Supondremos que
se recibe w = c+ e € [F}, donde ¢ € C es desconocido y definimos el sindrome de w

por
S:(SI ) = He' = Hu" .
S2

(vi).- (1.0 pts) Verifique que si e(x) = z*, entonces o~ * es raiz de 1 +
Siz, y sie(x) =z + 2%, a3 # ag, entonces ™ y a~* son raices de
1+ Siz + (5% 4+ 5,87 1)z2.

La anterior discusion sugiere una forma de construir y utilizar codigos ciclicos capaces
de corregir hasta dos errores de transmision.



