Ma31a Elementos de Algebra 01 de Diciembre de 2008

Examen
Prof. Cdtedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: E. Araya, O. Rivera

PROBLEMA 1:

(i).- Sea g € G de orden maximal. Como el orden de un elemento de G debe dividir
el orden de G, sigue que g tiene orden p” para algin r € N. Como g es de orden p’,
se tiene que (g')”" = (g”')! = 1 cualquiera sea i € Ny que 1,g,g2,...,8” ! € G son
todos distintos. Por hipétesis, x*" = 1 tiene a lo mas p” soluciones en G. Sigue que
H=1{l,g,g%...,¢"” "'} C G son todas las p” soluciones en G de la ecuacién x” = 1g.
Veamos ahora que G C H. En efecto, si b € G, por maximalidad del orden de g se tiene
que b tiene orden p® para algin s < r. Luego, b es solucién de la ecuacién x”" = 1¢, y por
lo tanto pertenece a H.

(ii).- Bastara ver que G’ = G x ... X G} como en la indicacién es un grupo ciclico. Via el
isomorfismo entre G y G, cualquier solucién de x!! = 1g, en G; se puede identificar con
x=(1g,-.-,Xi,...,1g,) solucion de x" = 1 en G. Luego, existen a lo mas n soluciones
en G; de la ecuacion x* = 1¢,. Por (i), sigue que cada G; es ciclico de orden g;. Sea g; un
generador de G,y ¢ = (g1,...,8) € G'. Afirmamos que g’ genera G'. En efecto, sea m’
el orden de g'. Sigue que (g')" = (g’{’/,...,g?/) = (1g,,---,1G,). Como g" = 1, se debe
tener que ¢; divide m’. Como los g;’s son primos relativos, se tiene que m = q1qz . ..qgn €S
divisor de m’. Pero m’ es a lo més menor o igual que el orden de G, i.e. m’ < m. Luego,
m =m'y por lo tanto g’ es generador de G’. Sigue que G’ es ciclico.

(iii).- Basta ver que se cumplen las hipétesis del Teorema 1. En efecto, x* — 1 € F[x] tiene
a lo més n raices en [, luego con mas razén en G. Claramente, x" = 15 tiene a lo mas n
soluciones en G.

(iv).- Basta considerar en (iii) el grupo G = F*, el cual es claramente un grupo finito.

PROBLEMA 2:

(i).- Sea g(x) € Fyx], [g(x)] € C\ {0} de grado minimo. Afirmamos que C = ([g(x)]) y
que g(x) tiene grado estrictamente menor que n. En efecto, si g(x) tuviese grado mayor o
igual que n, entonces el resto r(x) de la divisién de g(x) por x* — 1 seria de grado menor
que g(x) y tal que [r(x)] = [g(x)]. Luego, C = ([r(x)]) contradiciendo la minimalidad de




g(x). Supongamos ahora que existe [c(x)] € C tal que ¢(x) no es miltiplo de g(x). Por
Teorema de la Division existen g(x) y r(x) tal que c¢(x) = g(x)g(x) + r(x) con r(x) no nulo
de grado estrictamente menor que g(x). Como ( es ideal, sigue que [r(x)] = g(x)[g(x)] —
[c(x)] estd en C, contradiciendo nuevamente la minimalidad de g(x).

Para concluir que g(x) es divisor de x" — 1 basta observar que [x"* — 1] = [0], que [0] € C
dado que C es ideal, y usar el hecho recién demostrado que garantiza que si [¢(x)] € C,
entonces g(x) es divisor de ¢(x).

(ii).- Por Lema de Bezout, basta demostrar que g(x) y A(x) son primos relativos. En efecto,
si g(x) y A(x) no fuesen primos relativos, entonces existiria un factor p(x) de g(x) y h(x)
de grado mayor o igual a 1. Luego, g(x) y h(x) compartirian raices en alguna extensiéon K
de F, (por ejemplo, el cuerpo de descomposicién de g(x)). Como g(x)h(x) = x" — 1, sigue
que (p(x))? serfa divisor de x” — 1. En particular, x” — 1 tendria raices muiltiples en K. Pero
la derivada formal de " — 1 es nx"~! que es distinto de 0 en [F,[x] dado que n es primo
relativo con p. Sigue que nx"~! y x — 1 no comparten raices, luego x” — 1 no tiene raices
muiltiples en ninguna extension de [Fy, lo que da una contradiccion.

(iii).- Sean a(x), b(x), g(x), y h(x) como en la parte (ii). Afirmamos que i(x) = a(x)g ( ) =
1 —b(x)h(x) es tal que para todo [c(x)] € C se tiene que i(x)c(x) = c(x) en Fy[x]/(x" —1).
En efecto, como [c(x)] € C = ([g(x)]), entonces c(x) = p(x)g(x) para algin p( ) € Fylx].
Sigue que

i(x)e(x) = c(x) = b(x) p(x)g(x)h(x) = c(x) = b(x)p(x)(¥" — 1),
de donde se concluye que i(x)c(x) = c(x) en Fy[x]/(x" —1).

Como i(x) € C, entonces tomando ¢(x) = i(x) en laidentidad i(x)c(x) = c(x) en Fy[x] /(x" —
1) se obtiene la igualdad i%(x) = i(x)(médx" — 1).

(iv).- Claramente a € I, por lo que la union de los I,’s es {0, 1,...,n — 1}. Veamos ahora
que si I, # I, entonces I, NI, = 0. En efecto, si i € I, N1, entonces existen s, y s, en N
tales que i = a2% = b2% (mdd n). Como n es primo relativo a 2, sigue que 2 es inverti-
ble mdédulo n. Suponiendo sin pérdida de generalidad que s, > sj, sigue que b = 2% %q
(méd n), i.e. b € I,. Sigue que I, C I,. Analogamente se tiene que I, C I,. Luego I, = I,
por lo que se concluye que la interseccion de 1, y I, debe ser vacia.

De la discusién anterior se desprende que P, es particién de {0,1,...,n—1}.

(v).- Sea i(x) un idempotente de C que contiene el término x' tal que i € I,. Como i*(x) =
i(x) (médx"— 1), sigue en particular que i*>(x) contiene el término x* (méd x" — 1),
y en general que contiene el término x>? (méd x" — 1). Luego, i(x) contiene todos los
términos x/  (m6d x” — 1) con j € I;. Como P, es particion, se tiene que I; = I, y por lo
tanto se cumple la primera parte del enunciado.



Vimos que todo cddigo ciclico C de largo de bloque n tiene asociado un idempotente.
Dicho idempotente es dnico (médulo x” — 1) puesto que si i(x) y i’ (x) son idempotentes de
C, entonces [i(x)],[/'(x)] € C y por lo tanto, por propiedades de idempotentes, sigue que
i(x) = i(x)i(x) =7 (x)(médx" —1).

Todo idempotente i(x) queda completamente especificado por el conjunto de indices I C
{0,...,n— 1} tal que x* aparece en i(x). De la discusién anterior se desprende que I debe
ser unién de elementos de %,. Dado que hay 2/%:| uniones distintas que se pueden hacer
con los elementos de P,, se concluye que hay igual nimero de cédigos ciclicos binarios
disintos.

(vi).- Basta observar que &, = {lp,I; } donde Iy = {0} y I} = {1,2,3,4}. Definimos enton-
ces ig(x) = 1y iy (x) = x+ x> 4+ x> +x*. Sigue que los posibles idempontentes de c6digos
ciclicos binarios de largo de bloque n = 5 son 0, ip(x), i1 (x), y io(x) +i1(x). Los ideales de
F,[x]/(x* — 1) generados por cada uno de estos idempontentes son (usando la convencion
de denotar el polinomio ¢(x) = co+c1x+ ... +c,_1X" 1 por cocy ...ch1):

G = {0},

G = {0,1}°,

¢ = {01111,10111,11011,11101,11110,11100,01110,00111,10011, 11001} ,
Con = {00000,11111}.
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