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TIEMPO 5.0 HRS.

PrROBLEMA 1: Sea n € N\ {0}. Sea P,(FF3) el conjunto de polinomios en Fa[z]| de
grado estrictamente menor que n. Observar (no lo pruebe) que P, (IF3) con la suma
usual en Fy[z] y la multiplicacién en Fyz] médulo el polinomio 2™ — 1 es un anillo
conmutativo unitario. En lo que sigue, sea C C P, (Fy), C # {0}, un cédigo ciclico,
i.e. un ideal de P, (Fs).

(i).- (2.0 pts) Pruebe que existe un tnico polinomio g generador de C, es decir tal que
C=(9(z)).
(ii).- (2.0 pts) Pruebe que el polinomio generador g de C divide a 2™ — 1.

(iii).- (2.0 pts) Exprese 2® — 1 como producto de polinomios irreducibles en Fy[z] y
concluya que hay 2 c6digos ciclicos no triviales en Ps(IFs). Para cada uno de estos dos
cddigos ciclicos haga una tabla donde cada fila corresponda a un polinomio p en el
codigo y la i-ésima columna corresponda al coeficiente que acompana z* en p, donde
i€{0,1,2}.

PROBLEMA 2:

(i).- (3.0 pts) Construya un cuerpo de caracteristica 2 con 8 elementos (explicite su
tabla de multiplicar).

(ii).- Considere la extensién Q(u) de @ generada por una raiz real u de P(z) =
23— 62% + 97 + 3 € Q[z].

(ii.1).- (1.0 pts) Pruebe que u no puede ser racional, i.e. no puede tener
la forma a/b con a y b primos relativos.

(ii.2).- (1.0 pts) Pruebe que P es irreducible en Q[z].
Indicacion: No necesita determinar el valor de 4 de manera exacta.

(ii.3).- (1.0 pts) Exprese u*, (u+1)~" € Q(u) como combinacion lineal de
los elementos de la base {1, u,u?} de Q(u).




PROBLEMA 3:

(i).- (3.0 pts) Sean m y n primos relativos. Sea K una extension de F y o, 8 € K de
grado algebraico m y n respectivamente. Pruebe que [F(a, 3) : F] = m - n.

Indicacion: Considere argumentos puramente dimensionales.
(ii).- Sea P € F[z] un polinomio irreducible de grado 6 y sea K un extensién de F tal
que [K: F] = 2.

(ii.1).- (1.5 pts) Suponga que existe ) € K]z] irreducible de grado 2.
Pruebe que existe una extensiéon L de K tal que [L : F] =4y un o € L
de grado algebraico 4 sobre F.

(ii.2).- (1.5 pts) Pruebe que P es irreducible en K[z] o P es el producto
de dos polinomios irreducibles en K[z] ambos de grado 3.



