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Optimizacion de estructuras mecanicas
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Introduccion

Definicion.
e Problema: encontrar la mejor estructura que
soporte un conjunto de cargas.

e Restricciones: equilibrio mecanico, volumen total y
otros ...

e Criterio: maximizar la rigidez.
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Formulacion matematica

.1y
®) e
s.aa Aly,t)x = f
te A,

ye Vi x...xVy.

Variables de diseno
e ¢: volumen de las barras “aspecto topologico”.
e y. posicidon de los nodos “aspecto geomeétrico”.

La cantidad 3 ¥z se conoce como “complacencia”.
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Formulacion matematica

m numero de barras.
e N numero de nodos.
e n grados de libertad.

e f e R" (distribucion de cargas).
e 1 ¢ R" (desplazamientos nodales).

m
o Ay, ={teR™|t>0, ) t; =1}
1=1

e A(y,t) € R™"™ matriz de rigidez.

El valor ; Tz es independiente de z tal que A(t)z = f.
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Matriz de rigidez

E;

Ai(y) = 7—5iw)ily) € R
(v) li(y)ﬂ(y)’y (v)

Notar que A; es diadica (4; = b;bl).

e F;: modulo de Young de la barra i-ésima.

e /;(y): largo de la barra i-esima.
e 7;(y): vector de cosenos directores.
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Estructura base

e Inconvenientes de la variable v :
e Altamente no lineal.

e Dificil de resolver numéricamente.
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Estructura base

e Inconvenientes de la variable v :
e Altamente no lineal.

e Dificil de resolver numéricamente.

e Solucion:
e Eliminamos y como variable de disefo.

e Utilizamos una estructura base.

. Disefio 6ptimo de estructuras reticulares. Estudio tedrico y numérico— p. 8/~



Estructura base

e Inconvenientes de la variable v :
e Altamente no lineal.

e Dificil de resolver numéricamente.

e Solucion:
e Eliminamos y como variable de disefo.

e Utilizamos una estructura base.

. Disefio 6ptimo de estructuras reticulares. Estudio tedrico y numérico— p. 8/~



Disefio 6ptimo de estructuras reticulares. Estudio tedrico y numérico— p. 9/~



Disefio 6ptimo de estructuras reticulares. Estudio te6rico y numérico— p. 9/¢



Problema: aumenta la dimension, ¢t € O(N?).
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Formulacion minimax

1
P min max {=zf A;x — L2}
) rER™ 1<z<m{ ’ f }

| dual de (P) es el problema de disefio optimo (D).

e Disminucidn de la dimension.

e La demostracion de la equivalencia entre (P)y (D)
no hace uso de la estructura particular de las
matrices A;.

e Pérdida de la diferenciabilidad de la funcion
objetivo.
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|dea de demostracion

onde Fj(z) = %xTAz-:c — .

m

b B (1) — |3
trélgii — iFi() fg%xn{ i(2)}

definiendo L(z,t) = > ", t;Fi(x)

(P) < min max L(x,t) (D)< max min L(x,t).
z€R™ AeA,, MNEA,, zeR™
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-

i
0

1
P) min max{ —at Ay — fla).
zeR" 1<i1<n
tilizando A; = b;b! (diddica),(P) es equivalente a
resolver

p : L9 LT
(Q ) xE]II{I"l”Ll,BER 2'u f v
S.a. biTa: <pu 1=1,....,m

Reduccion a un programa cuadratico



Ejemplo

e constata la inestabilidad fisica de la solucion.
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Ejemplo
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Ejemplo
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Modelo de carga aleatoria

I Disefio 6ptimo de estructuras reticulares. Estudio tedrico y numérico— p. 14/~



Modelo de carga aleatoria

1

min max { —zt Az — ff2} Problema Primal.
reR™ 1<i<m
1 C
(D) min §fTa:' Problema de disefio, Dual
E m
sa. Atz = f
t e Ap.
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ra demostrar (P) < (D) se puede utilizar la funcion
e perturbacion

1 7 7T
o(T,y) = max {oz Aiz — 7 + i

De esta forma el problema primal

(P) min ¢(z,0),
zeR"
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conjugada de Fenchel esta definida por

o (", t) =  sup  {z*r+tly—p(z,y)}
(z,y)ER"»xR™

Se verifica que

2(f+a2") Tz siexiste x € R" ta.

+00 Si no

el problema de disefno, se puede escribir como

D in *(0,1).
(D) mnin ¢*(0,1)
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~ (R™, B(R™),P) un espacio de probabilidad.
| problema de disefio con respecto a IP

(D) min B(p"(-,1)) complacencia media.
E m

Para cada ¢t € A,,, definimos V; = Im A(%).
Se tiene que



Ejemplo

stribucion discreta

Sop(P1) = {f1,..., fr}.

(D)t min — Zazf T;

teRm 2

S.CL.A()CEi:fi, 7::1,...,,16
te A,

o =P(f+az*=f;)parai=1,... k.
Este modelo se conoce como modelo multicarga.
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Caso continuo
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Caso continuo general

onsideremos z* € R” v.a. continua de media 0 y matriz
e varianza covarianza I’ = AAT, sea A € R™*".
eorema 0.1. Consideremos V' el espacio vectorial definido por la

magen de A. Si se cumple que z* € V [P-c.s. y x es cualquier
seleccion medible tal que Ax = x* P-c.s. entonces

/ (z*)! zdlP = Traza(AT X),
|4

donde X es cualquier matriz que satisfaga AX = A.

Observacion: el valor Traza(A? X) es independiente de
X tal que AX = A.
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ldea...;,Problemas?

e X v.a. de media i y matriz de var. cov. I' entonces
E(XTAX) = Traza(AT') + u” Ap.

z* v.a. de media 0 y matriz de var. cov. I = AAT.
e P(f+2*€V)=1entonces f € Vyz*c VP-c.s.

e IP-c.s. el valor (z*)'z es independiente de la seleccion
medible x que satisfaga Az = x*.

e P(x* € V)=1ssilas columnasde A € V.
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Nuestro caso E(p*(-,t)) = 31z + 5 Traza(ATX).
e esta forma, el problema de diseno se formula
omo

1 1
(D)Y  min —f'z + = Traza(ATX)
teR™ 2 2
\-v—/ (. - _
asociada a lamedia asociada a la dispersion
sa. Az = f
ABX = A

t e Ap.
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denotamos por p;, i =1,...,r, las respectivas
olumnas de A.
efiniendo

f
A;

f 7p1 y o 7p7CZ*—')T c IR,n(T—'_l),
ag(A;, Ay ..., Ay) € R +1)xn(r+1)

/N

/{]3
I

~
I
p—t

,

A

A’ia
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problema puede ser formulado de la manera
lasica como

1 p
D)F -
(D) tgl]llir'rln 2f !

sa. Az = f
te A,
su dual es
. .
(P)F min  max { —al A — o).

rcRr(r+1) 1<i<m

Observacion: Se pierde la estructura diadica.
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Un esquema conservador
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Un esquema conservador

ea: Introducir la varianza en la funcién objetivo.
onsideremos f = f + z* donde z* ~ N(0,T) y I' = AAT.
studiaremos alE(y*(-,t)) + 8 Var(p*(-,t)).

(D)y tren]II{%_ (f T + Traza(ATX))

+ g (Traza((ATX)2) + ZfTXXTf)

sa. Az = f
A)X = A
te Ay,
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Experiencias numericas
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Problema compl. | compl. | compl.
media | maxima | minima

Formulacion | 7 +00 +00

Tradicional

Formulacion | 0.025 0.053 0.013

Aleatoria (a)

Formulaciéon | 0.023 0.051 0.012

Aleatoria (b)
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3 g = o4 ae 0.8
X W
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Algoritmo de tipo proximal utilizando
penalizacion exponencial
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oblema de minimizacion convexo

P) min {fo(e) | fi() <0, i=1,...,m}

Problema penalizado

(Pr) min f(z) = fo(@) +7)_ exp(fi(z)/r)
1=1
Iteracion Prox diagonal
k+1 .k
(Prox) u P v —V fr (T + R
k

Introduccion



(Prox) < Vf, (z*1) + = v,

| ||v|| pequeno =

, 1
ehtl argmin{ f, (z) + —||z — :ck||2}
240k
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Resultados de convergencia

e Convexidad,f; es convexa para:=0,...,m.
e Compacidad, S(P) compacto.

e Regularidad, f; € Q.

e Teoremas

e (Primal) suponiendo ry, — 0, > up =00y
> |lvkllpe < oo entonces zy — roo € S(P)

e (Dual) caso lineal para \* = exp(f;(z¥)/r;) se
cumple \* — X*® ¢ S(D)
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Algoritmo genérico

min {folx) | fi(x) <0, i=1,...,m}
rzeR

e resolver iterativamente Prox:

(Prox) = —Vfr, (:1:’““)
i

e finalizar cuando el par (z*) sea una buena
aproximacion de la solucion de (P).
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iIdentificacion

ik
Ai — exp(fi(x)/r) = 0.

e fi(z) < 0 restriccion “inactiva”.
e fi(x) ~ 0 restriccion “activa”.
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onsideramos la funcion de identificacion

F(z,\) =
|V fo(@) + Xier MV filx) + L '
ri In( ;) — fi(x) Siie I}
i Ai — exp(fi(z)/rk) Sii¢If

1% . estimacion del conjunto activo en la iteracion k.
e SiM!> a(r,_1); Larestriccién es activa, i € I}

e Si M1 < a(r,_1); Larestriccién es inactiva, i ¢ I}
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OX se satisface ssi encontramos un par (z, \) tal que
(x,\) = 0.
dea: linealizar F en torno a (z, \x).
F((z® XY + d%) ~ F(2%, \¥) + DF (2%, \¥)d".
2Pt = 2F 4 gf

A= \F 4 df
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Experiencias numericas
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o “{:%"E"

et

I

Rl

&

TL Uik N. iter T. C.P.U.
(s.)

1/kvVE |k 200 0.430
1/kvVE | VE 200 0.410
1/k k 2791 | 5.780
1/k vk 2791 | 5.760
1/k2 k 54 0.140
1/k> vk 58 0.10

udio tebrico y nu
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lter. | T. C.PU. | ||Aa—An|| | Residuo

9637 | 1,450 6,4%1077 | 1,310~
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lter. | T. C.PU. | |[\a—\n|| | Residuo

3930 | 0,036 0,4 7.9% 10711
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Conclusiones

* Parte |
* Enfoque tradicional No es robusto.
* Modelo aleatorio corrige este problema.

* Equivalente a multicarga pero con otra
interpretacion.

* Es necesario conocer la influencia de cada
perturbacion.

* Parte |l

* El nUmero de iteraciones depende fuertemente
del parametro de penalizacion.

* La tecnica de identificacion no se comporta
bien para problemas de gran tamano.
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Estrategia alternativa

Prox) = —V /[, (zF1)

iInealizar Vf,, (z)

(i I—|—Hff,ak) (:13’““ — a:k) = —Vfr,
m

Los multiplicadores se obtiene por evaluacion directa.
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Peso propio




Peso propio
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cumple el siguiente resultado:

eorema 0.2. Sea (z*, u*) solucion del problema (QP),
ntonces existen ot, 0~ € R’" tales que definiendo

* 1 —
A = E(O-—I_ + 0 )
se cumple que el par (z*, \*) es solucion de (D), (el problema de
diseno).
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P) es equivalente a (LP)

(LP) min —flx
reR"™

sa. blzr<1 i=1,....m

Se cumple el siguiente resultado
Teorema 0.3. Sea 7 solucion del problema (L P) con vectores
multiplicadores p™, p~ € R™?, entonces

£ X —

T =T
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