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VARIANTES ALEATORIAS DE LA SUBSECUENCIA COMUN MAS GRANDE

El problema de la subsecuencia comin mas grande (LCS por sus siglas en inglés: longest common
subsequence) es un problema combinatorio que surge naturalmente en distintas aplicaciones précti-
cas, como busqueda de patrones en moléculas de ADN, alineamiento de proteinas, comparacion de
archivos, etc.

El objetivo general de este trabajo de titulo es estudiar algunos aspectos de la distribucion del
largo de la subsecuencia comun mds grande de varias palabras, cuando sus letras han sido escogidas
de manera aleatoria.

Se presenta un marco histérico sobre el problema. Se generalizan resultados de Chvatal y
Sankoff [12] y de Alexander [9] concernientes al comportamiento asintético del largo esperado de
la LCS de dos palabras al caso de varias palabras. En particular, se prueba que para toda ley de
probabilidad p sobre un alfabeto fijo, el largo esperado normalizado de la LCS de varias palabras,
cuyas letras son escogidas de acuerdo a pu, tiende a una constante y se da una estimaciéon para la
velocidad de convergencia.

A continuacién se muestran algunas cotas numéricas encontradas para esta constante para el
caso en el que p es la distribucién uniforme sobre un alfabeto pequenio y se muestra una aplicacién
de estas cotas para refutar una conjetura de Steele [8] que data de los ochenta.

Se presenta ademas un problema mas general denominado problema del subhipergrafo mondétono
mas grande y un resultado que relaciona este problema con el problema de la secuencia creciente
mas larga de varias permutaciones. Este resultado prueba y extiende, al caso de varias palabras, una
conjetura de Sankoff y Mainville recientemente demostrada por Kiwi, Loebl y Matousek [7] referente
al comportamiento asintético del largo esperado de la LCS de dos palabras cuando el tamano del
alfabeto se va a infinito.

Finalmente se estudian algunas variantes de este problema y se generalizan los resultados
obtenidos a dichas variantes.
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Capitulo 1

Introduccion

Dadas dos palabras s y t, diremos que s es una subsecuencia de t si la primera puede obtenerse a
partir de la segunda borrando cero o més letras sin cambiar la posicién relativa de las letras restantes.
Dada una lista de d palabras no necesariamente distintas, (si)gzl, llamaremos subsecuencia comin
mas grande de todos ellas a toda subsecuencia comtn de largo méaximo.

El problema de encontrar una subsecuencia comin mds grande (LCS por sus siglas en inglés:
longest common subsequence) de un conjunto de palabras es un problema combinatorio que surge
cada vez que necesitamos buscar similitudes entre distintos textos.

Una motivacién importante a este problema nace del area de la biologia molecular. Las molécu-
las de ADN pueden ser representadas como palabras en un alfabeto de 4 caracteres: {A,C,G, T}
correspondientes a los nucleétidos presentes en la molécula y, vistas como palabras, pueden constar
de millones de caracteres. Calcular una LCS de varias secuencias de ADN nos da una buena idea
de cuan similares son dichas moléculas. No sdlo eso, en muchos casos, por ejemplo en los virus
asociados a ciertas enfermedades, éstas moléculas mutan con facilidad y seria importante conocer
cual es el trozo de codigo genético que tienen en comtun para poder entender como defenderse de
nuevas mutaciones.

Otro campo de aplicacién importante es la comparaciéon de archivos. Un ejemplo es el progra-
ma “diff” de Unix usado para comparar dos versiones diferentes del mismo archivo. Este programa
funciona basicamente considerando las lineas de cada archivo como un caracter y luego calcula la
LCS de dichos caracteres retornando las lineas que no pertenecen a dicha subsecuencia. Otras apli-
caciones en este campo incluyen la deteccion de plagio de textos o de codigos fuentes de programas
y el uso de control de versiones (CVS) para la creacién de un software.

El problema de encontrar una LCS entre una palabra de largo m y otra de largo n puede ser
resuelto usando programacién dindmica en tiempo O(nm). El algoritmo fue originalmente propuesto
por Wagner y Fischer [15] en los setenta y mejorado a lo largo de los anos. Una lista de mejoras a
este algoritmo puede encontrarse en [3].
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El caso general de encontrar una LCS de varias palabras de largo nq,...,ng puede ser resuelto
usando programacién dindmica en tiempo O(nj ---ng). Sin embargo, si d no es fijo, el problema
resulta ser NP-duro [16].

FEn esta memoria nos concentraremos en estudiar versiones aleatorias del problema de determinar
el largo de una LCS. Principalmente se estudiaran algunos aspectos de la distribucion del largo de la
subsecuencia comiun mds grande de varias palabras, cuando sus letras han sido escogidas de manera
aleatoria dentro de un alfabeto conocido.

Un primer paso para de este estudio es conocer como se comporta el largo esperado de la LCS
de varias palabras al variar el largo de las mismas. Chvétal y Sankoff [1] en los setentas probaron
que el largo de una LCS de dos palabras del mismo largo es asintéticamente lineal con respecto al
largo de las palabras pero no fueron capaces de determinar la constante de proporcionalidad entre
ambos largos. Esta constante depende del nimero de palabras y del tamano del alfabeto del cual las
letras son elegidas. Ain en el caso mas simple de 2 palabras en un alfabeto binario dicha constante,
denominado en la literatura como la constante de Chvatal y Sankoff, no ha podido ser determinada.
Se han realizado muchos esfuerzos (ver [2, 3, 4, 5, 6]) para encontrar buenas cotas numéricas para
dicha constante, teniendo ninguna de ellas una forma cerrada.

En los 80, Steele [8] conjeturd una relacién algebraica entre la constante de Chvéatal y Sankoff
y su simil para el caso de 3 palabras. Dicha relacién no parece ser acertada y de hecho en los 90,
Dancik [3] hace una demostracién de la falsedad de una generalizacién de esta conjetura, pero nada
se ha dicho para el caso original.

A principios de esta década, Kiwi, Loebl y Matousek [7] demostraron una conjetura de Sankoff y
Mainville [12] referente al comportamiento del radio cuando el tamano del alfabeto tiende a infinito,
relacionando con su demostracion este problema con el problema de la secuencia creciente mas larga
de una permutacion, también conocido como problema de Ulam en dos dimensiones.

1.1. Organizacién del trabajo

El presente trabajo se encuentra dividido de la siguiente manera. En el Capitulo 2 presentaremos
algo de nomenclatura y un marco sobre algunos resultados conocidos para el problema de la sub-
secuencia comun mas grande de dos palabras, los cuales extenderemos al caso de varias palabras.
Especificamente, se probard que para toda ley de probabilidad p sobre un alfabeto fijo, el largo
esperado normalizado de la LCS de varias palabras cuyas letras son escogidas de acuerdo a p tiende
a una constante y se dara una estimacién para la velocidad de convergencia.

En el Capitulo 3 se estudiard el método usado por Lueker [6] para encontrar cotas inferiores
para la constante de Chvatal y Sankoff y se modificara para ser aplicado al caso de varias palabras.
Ademés se mostrara una aplicacién de estas cotas para refutar la conjetura de Steele [8].

En el Capitulo 4 se presentard un problema mas general denominado problema del subhipergrafo
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mondtono mds grande y un resultado que relaciona este problema con el problema de la secuencia
creciente mas larga de varias permutaciones. Este resultado prueba y extiende, al caso de varias
palabras, la conjetura de Sankoff y Mainville. Finalmente, en el Capitulo 5 se estudiaran algunas
variantes de este problema y se extenderan los resultados obtenidos a dichas variantes.

El lector podra encontrar al principio de cada capitulo una resena mas detallada de los principales
resultados que se obtienen en cada uno.



Capitulo 2

Preliminares

Decimos que una palabra s es una subsecuencia de una palabra ¢ si la primera puede obtenerse
a partir de la segunda borrando cero o mas letras sin cambiar la posiciéon relativa de las letras
restantes. Dada una lista de d palabras no necesariamente distintas, (si)gzl, llamamos subsecuencia
comun mds grande de todos ellas a toda subsecuencia comun de largo méximo. Ademas, en lo que
sigue al ntimero de palabras, d, lo llamaremos dimension del problema.

En este capitulo estaremos interesados en estudiar el comportamiento del largo de una LCS
de d palabras cuando sus letras son elegidas de manera aleatoria de un alfabeto fijo. Especificamente
mostraremos que el largo esperado de dicha subsecuencia, normalizado por el largo de las palabras
originales, converge a una constante y daremos una estimacion para la velocidad de convergencia
hacia esa constante.

2.1. Comportamiento asintético del largo esperado de la LCS

Un primer paso para estudiar la distribucion del largo de la subsecuencia comin mds grande, es
conocer el comportamiento del largo esperado de dicha subsecuencia. En lo que sigue, denotaremos
por ﬁildzz(,u) al largo de una LCS de d palabras aleatorias de largo n, donde sus letras son elegidas
indepeﬁdientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) de un alfabeto ¥ de tamano k, siguiendo una ley
de probabilidad p. En general, u sera la distribucién uniforme sobre X, y en este caso, para ahorrar
notacion, llamaremos Eiffk a la variable aleatoria mencionada anteriormente. Ademas, en el caso
bidimensional (d = 2), omitiremos el superindice d.

Chvétal y Sankoff [1] iniciaron el estudio del comportamiento asintético en n del largo esperado
de una LCS de dos palabras cuyas letras son elegidas de manera uniforme sobre un alfabeto fijo. En
nuestra nomenclatura, ellos probaron que:
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Teorema 2.1. Para todo k > 2, existe una constante vy o tal que
E,Cn’k Eﬁmk
p——.

V2 = lim = su
n—oo  n n>0 n

(2.1.1)

Daremos una demostracién de la siguiente extensién del teorema anterior al caso de d palabras
elegidas bajo cualquier distribucion de probabilidad pu:

Teorema 2.2. Sea k > 2 y X un alfabeto de tamano k. Sea p una distribucion de probabilidad
sobre 3, entonces para todo d > 2, existe vy, q(p) tal que

O EL (W) EL{ (1)
Tha(p) = lm ———— = sup — (2.1.2)

En el caso que p sea la distribucion uniforme, denotaremos al limite anterior simplemente i, 4.

La constante 22 es llamada cominmente en la literatura constante de Chvdtal y Sankoff. Por
extension, llamaremos constantes de Chvdtal y Sankoff a la familia de constante i 4(u).

El valor exacto de estas constantes, incluso para el caso uniforme, es desconocido. Chvatal y
Sankoff [1] dieron las primeras cotas para el valor de 7y o, para k pequeno. Para el caso de un alfabeto
binario, nuevas cotas y técnicas para encontrarlas fueron creadas posteriormente por Deken [2],
Dancik y Paterson [3, 4], Baeza-Yates, Navarro, Gavaldd y Scheihing [5] y Lueker [6].

Para demostrar el Teorema 2.2, basta probar que la cantidad Eﬁildi(u) es superaditiva en n, es
decir basta probar el siguiente lema:

Lema 2.3 (Superaditividad de ]Eﬁgldzg(,u)). Para todo m,n € N, m,n > 1,

BLYL (1) + BLY () < BLY) ().

Demostracion. Sea . un alfabeto fijo de tamafnio k£ y u una ley de probabilidad sobre Y. Considere-
mos una secuencia si, So, ..., Sq de palabras de largo n y una secuencia t1,to, ..., 14 de palabras de
largo m, cuyas letras son elegidas de acuerdo a u. Es facil ver que

L(Sl, 892, ..., Sd) + L(tl,tg, ... ,td) < L(Sltl, Solo, ... ,Sdtd),

pues la concatenacién de cualquier LCS de (s, $2,. .., $q) con una LCS de (t1, 12, ... ,tq) resulta ser
una subsecuencia comun de (s1t1, Sato, ..., Sqtq). Tomando esperanza, se concluye el resultado. W

2.2. La subsecuencia diagonal mas grande. Estimacién de la ve-
locidad de convergencia del largo normalizado de una LCS

En esta seccién definiremos una nocién relacionada a la subsecuencia comin més grande que
e (. (d) .
nos permitird estimar cuan répido converge EL, w(1)/n a v q y posteriormente, encontrar algunas
cotas inferiores para 7y 4.
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Sean X e Y, dos palabras sobre un alfabeto 3 de largo al menos n. Denotemos X (i) a la
subpalabra de los primeros i caracteres de X, (respectivamente Y (j) serd la subpalabra de los
primeros j caracteres de Y). Denotemos por D, (X,Y") al largo de la subsecuencia comin més larga
de todos los pares de prefijos que podemos obtener de X e Y tal que el largo conjunto de dichos
prefijos sea n. Es decir:

Dp(X,Y) = max{L(X (i), Y (j)) | i+Jj=n}.

Siguiendo la nomenclatura usada por Dancik [3], llamaremos a esta cantidad el largo de la subse-
cuencia diagonal mds grande (DCS por sus siglas en inglés, diagonal common subsequence) entre
X(n) e Y(n). (Cuando X e Y son palabras de largo n, entonces la denotamos simplemente largo
de la DCS entre X e Y).

Ademsds, denotaremos D,, ;,(1t) a la variable aleatoria correspondiente al largo de la subsecuencia
diagonal mas grande entre dos palabras de largo n cuyas letras son elegidas independientemente de
acuerdo a una ley de probabilidad u.

Alexander [9] probé una relacién entre el comportamiento asintético de la LCS de dos palabras
aleatorias de largo n y el comportamiento asintotico de la DCS de dos palabras aleatorias de largo n.
En nuestra notacién, Alexander probd el siguiente resultado:

Proposicion 2.4. Eziste una constante o tal que para todo n € N,
2ED,, k(1) — avnlnn < BL, (1) < EDay, k(1)

Ademds, para todo k positivo, la cantidad

ED,,
O 2(p) = lim 7k('u)

n—00 n

estd bien definida, y de hecho §y2(1) = Yi,2(1)/2.

El resultado anterior es importante pues permite, en el momento de estimar el largo esperado de
una LCS de dos palabras, omitir la condiciéon de que ambas palabras involucradas tengan largo n.
Sélo basta que la suma de ambos largos sea 2n.

Veremos que podemos extender este resultado al caso de d palabras. Para ello definamos primero
el analogo al largo de la subsecuencia diagonal més grande en el caso d-dimensional. Sean X1, ..., Xy
palabras sobre un alfabeto ¥ de largo al menos n. Definamos D,, (X1, X»,..., Xy), andlogamente al
caso anterior como sigue:

d
Do (X1, Xo, - Xa) :méx{L(Xl(il),Xg(ig),...,Xd(z'd)) B :n},
j=1

Al igual que en el caso bidimensional, denotamos a esta cantidad la DCS de Xi(n),...,X4(n).
)

Ademds, llamaremos Dfldk(,u) a la variable aleatoria correspondiente al largo de la subsecuencia di-
agonal mas grande de d palabras de largo n cuyas letras son elegidas independientemente de acuerdo
a una ley de probabilidad p. Probaremos una proposicién similar a la probada por Alexander [9].
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Proposicion 2.5. Existe una constante « tal que para todo n > 2,
d- lEDxl,)f(u) — d3av/ninn < Eﬁfji(u) < EDggk(u).
Ademds, para todo k positivo, y d > 2, la cantidad

(d)
ED
Ok,d(p) = lim (1)

n—o0

estd bien definida, y de hecho 8y, q(1) = Yi,a(1)/d.

Para probar esta proposicion, necesitaremos de la siguiente versién de la desigualdad de Azu-
ma [13].

Lema 2.6 (Desigualdad de Azuma). Sean Z1,...,Zy variables aleatorias independientes, con todos
los Zy, tomando valores en un conjunto A. Sea X = f(Zy,...,Zy), con f: AN — R una funcién
c-Lipschitz, es decir, una funcion tal que si z,2' € AN difieren sélo en una coordenada, entonces
|f(2) — f(Z")] < c. Entonces, la variable X satisface para todo t > 0,

PIX > EX +1] < e 2N,
P[X < EX —t] < e 2*/N¢,

Demostracion Proposicion 2.5. Sea (X,-)glzl, una secuencia de d palabras de largo n. Notemos que
si cambiamos un caracter de alguna de las palabras X;, entonces los valores de L(X7,...,Xy) vy de

D, (Xy,...,X4) cambian en a lo méas 1. Es decir, ££Ld3€(,u) y Dfld,)f(,u) son 1-Lipschitz (vistos como

funciones de X% en R). Es decir, se tienen las hipétesis de la desigualdad de Azuma para ambas
cantidades.

Luego,

P
2 nd 2

D' () < EDY) (1) — ”dln(2)] < exp (_ 2(ndn(2)/2) > 1

Con esto, si denotamos \ = EDHC?C(;L) —y/ndIn(2)/2,

5 <P [P0 >
=P[L(X1(i1),...,Xq(iq)) > A, para algin (i1,...,iq)]
< Z P[L(Xl(il),...,Xd(id)) > )\]

0<21,22,...,iq<n,
11+12+F1qg=n

La tltima desigualdad se tiene pues el méximo de los largos de L(X1(41),...,X4(iq)) se alcanza en
los indices donde ningun prefijo es vacio. Llamemos I al ntimero de términos de la suma del lado
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derecho. Luego I es el namero de formas de separar n en d sumandos positivos, es decir, [ = (gj)

Con lo anterior, existe algin multi-indice (j1,...,jq4) que participa en la suma tal que

% < PIL(X1(j1),- - Xa(ja) > A

Notemos ahora que si [d] denota, como es habitual, al conjunto {1,...,d} y si 7 es una per-
mutacion cualquiera de [d], entonces L(X1(jr(1)),- -, Xa(jr())) tiene la misma distribucién que
L(X1(j1),--.,Xa(jq)). En otras palabras la distribucién del largo de la LCS no se ve afectada por
el orden relativo entre las palabras. Ademas, esta variable resulta ser invariante bajo traslacion. Es
decir, si denotamos X|[a,b] a la subpalabra de X ubicada entre los simbolos a-ésimo y b-ésimo
(ambos incluidos), y si para todo 1 < m < d se tienen indices 1 < a,, < b, < n tal que
b — am + 1 = jm, entonces L (X ([a1,b1]),. .., Xa([aq,bs])) también tiene la misma distribucién

que L(Xl(]1)7 cee 7Xd(jd))'

Fijemos ahora 7 a ser el ciclo (12 ... d), es decir 7 : [d] — [d] es la permutacién tal que:

{m—l— 1, sim <d,
T(m) =

1, sim=d.
Las observaciones anteriores, permiten concluir que los eventos

L(Xl(jl)v cee 7Xd(jd)) > >\7
L (X1l + 1,51+ eyl - - Xalda + L ja + dr(a)]) > A,

m—1 m m—1 m
L (Xl [ZjTl(l) + 1,2;'71(1)] v Xa [Z oy + 1,23‘71(1)]) > A,
1=0 1=0 1=0 1=0

d—1

d—2 d—2 d—1
L <X1 [Ziﬂm + LZLL@)] oo X [Ziﬂm + LZLIQ)]) > A
=0 =0

1=0 =0

(Bg-1)

tienen la misma probabilidad, son independientes (pues dependen de caracteres distintos) y ademas,

si se cumplen simultaneamente, entonces L(X7q,..., Xy) > dA.

Con esto:

d
<%> < (P(BO))d = ]P(BO,Bl, . 7Bd—1) < P(ﬁﬂ(ﬂ) > d)\).

Sin embargo, usando la desigualdad de Azuma obtenemos que:

d?nln(21 2d*n1n(21)/2
p (e 2 e+ TR < oy (20D (1

2 dn
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Como A\ = EDHC?C( ) — "dh; (2), se tiene, gracias a las dos desigualdades anteriores, que
e (2002 e+ P50 < (e > a (w0 - 12 ).
y luego,
BL )+ TG > d- D) - oy "

d—1
Usando la desigualdad I = (Zj) < <e(;__11)) , ¥ que In(2) < 1 se concluye que:

d-ED{) (1) —d ndIn2) ELY (1) + \/d2n(ln(2) +(d-1) 12H(6(n —1)/(d—1)))

)

§IE£7(169€(M)+d\/n(1+(d— 12)(1+ln(n)))
<EL fld?,f(,u + dv/ndIn(n

y luego usando que para n > 2, In(2) < In(n),

1
d-EDY) (1) - d\/nd In(n) (5 n 1> <L, ().
Tomando o = m, se concluye la primera desigualdad.

La segunda desigualdad se tiene pues para toda secuencia de d palabras Xq,..., Xy de largo nd,
L(X1(n),...,Xq(n)) < Dpa(Xy,...,Xq).

Tomando esperanza se concluye.

Demostremos la segunda parte de la proposicion. Por lo recién probado, para todo n,

BL () _ ED () _ BLG, () + ay/ndIn(ud)

n - n - nd

Lo anterior dice que el siguiente limite existe e indica su valor:
(d)
i P s1)

n—oo n

= Vk,d(H)- (2.2.1)

Por otro lado, ]Efo,l(,u) es no decreciente en n, luego,

d d (d)
[n/d| E,Dz(iLZL/dJ,k(M) _ EDY) (1) _ ED sy (1) [n/d]

n/d |n/d] -~ n/d — [n/d] n/d
Por (2.2.1), tanto el término de la izquierda como el de la derecha convergen a <y 4(), lo cual
concluye la demostracion. [ |
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Alexander [9] probé ademas el siguiente teorema para estimar la velocidad de convergencia de
Eﬁn,k(:u'):

Teorema 2.7. Eziste una constante A tal que para todo k, todo u yn > 1,

V2 () > BLy (1) > Yr2(p) — A(nlogn)/2.

Extenderemos este teorema al caso de d palabras, para ello necesitaremos probar dos lemas:

Lema 2.8. Sean n,m > 0. Luego para toda secuencia de d palabras, (Xi)le, de largo al menos
n+m y toda secuencia iy, ...,iq tal que iy + -+ +ig=n-+m,

L(X1(21),...,Xq(2 < i L(X1(J1),...,Xq(J
G, X)) < i fECGG. o Xalia) +

Jit+j2t-+ja=n

L(X1[j1 + 1,41), ..., Xql[ja + 1,4q] + 1}.

Demostracion. Sea M = my ... my una subsecuencia comun de (X1 (i1),...,Xq(iq)) de largo méx-

imo. Denotemos ¢¥) = (cgk), . ,cg\];)) al vector de NV que indica la posicién de cada cardcter de

M como subsecuencia de la palabra k-ésima y denotemos para cada 1 <[ < N, ¢ = (cl(l), e ,cl(d))
la posicién del [-ésimo cardcter de M en cada palabra. Ademds, por conveniencia definamos ey =
(0,...,0) v eny1 = (i1 + 1,...,iqg + 1). Asignemos ademds a cada vector ¢ € N¢, su médulo |e]
definido como la suma de las componentes de e. Por ejemplo, si consideramos la LCS M = bbac,

marcada con negrita en las siguientes palabras:

Xi: b ¢ a b a c c¢
Xo: ¢ b b a a a c
Xo: b a a b ¢ a c

Notemos que los (€;)p<;<n+1 son vectores en N que forman una cadena creciente con respecto al
orden parcial natural de N¢, donde un vector es menor que otro si la desigualdad se tiene componente
a componente.

Llamemos ahora T al indice del primer vector de la cadena (e;)o<i<n+1 tal que |ep| > n, y
llamemos € = (éy,...,&4) a algin vector de médulo n menor o igual que er y mayor o igual
que ep_1 (componente a componente). Como |ep_1| < n dicho vector existe. En el ejemplo anterior,
si n fuera 13, entonces 7" seria 3 (pues ea = (4,2,4) tiene médulo 11 y e3 = (5,4, 6) tiene médulo 15),
y luego podemos definir € como cualquier vector de médulo 13 entre (4, 3,4) y (5,4, 6), por ejemplo
&= (4,4,5).

Dividamos cada una de las palabras en dos subpalabras, las subpalabras formadas por los car-
acteres que estan antes de la posicién € (incluido) y las subpalabras formadas por los caracteres

10
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que estédn después de € (sin incluir). Con esto, los caracteres asociados a ep_1 estdn completamente
contenidos en el primer bloque de subpalabras, y, para todo | > T+ 1, los caracteres asociados a ¢;
quedan completamente contenido en el segundo bloque de palabras. Sin embargo, al ser € menor o
igual componente a componente que e, es posible que al hacer la divisién, los caracteres asociados
a ep queden separados. En nuestro ejemplo las palabras divididas quedan:

Xi b ¢ a b a ¢ c¢
X5 ¢c b b a a a c¢
Xo: b a a b c a c

y luego uno de los alineamientos (el caracter a asociado a es = (5,4,6)) queda cortado.

Con esto, el largo de la LCS del primer bloque, L(X;(é1),...,X4(€4)) resulta ser mayor o igual
al numero de aristas de la cadena (exceptuando ep) que quedan en el primer bloque, es decir 7' — 1,
y el largo de la LCS del segundo bloque, L(Xi[e; + 1,41],...,X4[éq + 1,i4]) resulta ser mayor o
igual al numero de las aristas de la cadena (exceptuando eny1) que quedan en el segundo bloque,
es decir, N — T'. Por lo tanto,

- max {L(Xl(jl), - ,Xd(jd)) + L(Xl [jl + 1,i1], - ,Xd[jd + 1,id] + 1}
OSJZSZlJ:l"“’d’

Jitjettia=n
> L(Xl(él), L. ,Xd(éd) + L(Xl[él + 1,i1], S ,Xd[éd + 1,’id] +1
ZT—l—I—N—T—l-l:L(Xl(il),...,Xd(id)). [ |

Lema 2.9. Paran > 1 y 8> 0 se definen las funciones generatrices

gn(B) =In < Z | Eexp (B[L(X1(i1), ..., Xa(iq)) + 1])>
s e nd

Para todo B > 0, la secuencia {g,(B) : n > 1} es subaditiva, es decir, gn+m(B) < gn(B) + gm(5).

Demostracion. Por el lema anterior y la invarianza bajo traslacion del valor esperado del largo de

11



Capitulo 2: Preliminares

una LCS,

Y. Eep(BLXi(),. ., Xalia) +1])
0<ir . ig,
i1+i2+'~~+id:d(n+m)

IN

0<5:<ig,l=1,....d,
Jitjet-+ja=dn

> Eexp(ﬁ[ mix  L(X1(j1),. .., Xa(ja))
0<i1,.d,
i1+i2+~~~+id:d(n+m)

—|—L(X1[j1 + 1,i1],...,Xd[jd + 1,id]) + 2:|)

IN

Z Z IE exp <B|:L(X1(j1)a'--aXd(jd))+1

0<it,..id, 0<ji<u,l=1,....d,
i1+ig+-+ig=d(ntm) ji+jo+--+ja=dn

+ L(Xl[jl + l,il],...,Xd[jd + 1,id]) + 1:|>

= > > Eexp <5|:L(X1(j1)7"~aXd(jd))+1:|)

0<it,..id, 0<ji<u,l=1,....d,
i1+ig+-+ig=d(ntm) ji+jo+--+jg=dn

. Eexp <5 |:L(X1[1,i1 —jl], ce ,Xd[l,id —jd]) + 1:|)

Haciendo el cambio de variable v = i1 — j1,...,7q = iq — j4, 1o anterior queda igual al producto

S Eew (5 L), Xalia) + 1])

o 0<g1,dds
Jitj2+-Fja=dn

> Eexp(6[L<X1<m>,...,xd(rd>)+1D-
0<ri,...,rq,
ri4ro+--4rqg=dm

Tomando logaritmo se concluye.

De los lemas anteriores podemos deducir el siguiente teorema de estimacién de la velocidad de
convergencia de EL,, 4(u):

Teorema 2.10. FExiste una constante A tal que para todo k, todo p yn > 2d,

nyke.a(p) > BLya(p) > nyalp) — Ad*(nlogn)'/2,

Demostracién. La primera desigualdad se tiene por superaditividad de EL,, 4(1). Para probar la
segunda desigualdad primero acotaremos superior e inferiormente g, () y nos aprovecharemos de

12
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que esta cantidad es subaditiva. Denotemos .S al nimero de términos que aparece en la suma corre-

spondiente a la definicién de gy, (-). Es decir, S = {0 < (i1,...,4q) 141 + - +ig = nd}| = ("derd_l).

Como todos los términos de la suma son menores o iguales que [E exp (ﬁ [Diil) (1) + 1]),

Eexp (8D, (1) + 1])) < explga(8)) < SEexp (8D () + 1])).

Usando la desigualdad de Jensen vemos que

9(B) > mEexp (B[P, () + 1) > BEDY, () + 1]

y luego, por subaditividad de g, (-), se tiene,
d)

(
ED +1
9n(5) > lim m —nd’k('u)
bn n  fBn n n

= dbk,a(p) = Vk.a(p)-

Con lo cual, para todo 8y todo n (notar que 8 puede depender de n),

@ > nyg,d(p).

. . L . d
Ahora acotemos superiormente g, (). Llamemos, para evitar notacién innecesaria, D = Df@ Cl)’k(,u),

y sea [ED < A < n un valor a ser especificado mas tarde. Se tiene,

Eexp(fD) = E [exp(ﬂD)]l{pg)\}] +E [exp(ﬂD)l{)\Spgn}}

<PMPID < A + (—eﬁx]P[D > x]) ‘Z + /n BePIP[D > z]dx
A

=P 4 / BeP*P[D > x]da.
A

Usando la desigualdad de Azuma, lo anterior es menor o igual que

n o o 2
66A+/ Beb eXp( 2(z — ED) >dm
A

nd?
n 2 2
— Py ﬁ/A exp <_2[x - (Efd;r nd /D1 | gmp + Bnd2/8)> dw
n _ _ 2 2
< BN +ﬁeﬁ(ED+Bnd2/4)/)\ exp< 2z (Efd;r Bnd” /4)] >d:1:.

Tomando A = ED + Bnd?/4 y usando el cambio de variable z = /2/(nd?)(z — ), lo anterior es
igual a
n —9fr — 2 2 00
eﬁ’\—i-ﬁeﬁ)‘/ exp M dazgew‘—kﬂeﬁ)‘\/%/ exp (—22) dz.
A nd2 2 0

13
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Es decir,

E exp(8D) < exp(BED + 7nd*/4)

nd2m
1 .
vy ]

Luego, recordando la primera cota para ¢,(5) y que In(1 + z) < z para todo z > 0,

gn(B) <In (SEexp (B[P +1])) =1In <SeBlE exp(ﬂD))

148 "CZ;W])

<1In(S) + B + BED + *nd?/4 + B "Cg”.

d
Usando la desigualdad S = (”d+dd_1) < (dnd%dd_l)) < (e(n+1))?

cién 2.5, y la cota inferior para g, (), tenemos:

Eﬁ(dd)k > d3/2a\/ndln nd) +d - EDndk

1)
—d?a /nln(nd) +d <gnﬁ ) ln(ﬁs) 1 Bnd2/4 B nd27r>

<In (s exp(B 4 BED + %nd?/4)

< (nd)® si n > 2, la Proposi-

8

B 8

= dnyia(p) — d*ar/nin(nd) - <2h;( ") 4 1/d+ fndfi+ ﬁ) .

Finalmente como /3 lo podemos hacer depender de n, definamos 8 = \/In(nd)/(nd) > 0, con lo cual
Eﬁgfgk(,u) > dnyg.a(p) — d*ay/nin(nd) — d? <2x/ndln(nd) +1/d+ i ndIn(nd) + 4/ %)
> dnyg.a(p) — d*y/ndIn(nd) (o + 3) .

_d2am +d (n'?/k,d(,u) B 2d1n(n) 1 ﬁnd2/4 B nd2ﬂ'>

Con esto tenemos la cota buscada para todos los multiplos de d mayores o iguales que 2d. Para
extender esta cota notemos que para todo n > 2d, n > L"

EJ -d > 5. Con esto, por superaditividad
de Eﬁgg x(1t) y el resultado recién probado,

(@ BLY) (1)
@ B T
i) e
nd?(a+3)1/ 2] dIn(|% | d)
>n —
= ’Yk,d(,u) L%J d
> Yi,d(p) — 2(o + 1)d*VnInn. |
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Capitulo 3

Cotas inferiores para las constantes de
Chvatal y Sankoff

En este capitulo mostraremos algunas cotas inferiores para las constantes de Chvatal y Sankoff.
Daremos primero una cota inferior simple que no depende del niimero de palabras, sino explicita-
mente de la distribucion p con la que se eligen los caracteres de las palabras. Luego nos enfocaremos
en acotar inferiormente las constantes correspondientes al caso en el que p es la distribucion uniforme
sobre un alfabeto pequeno.

Las mejores cotas conocida para el caso de 2 palabras elegidas uniformemente sobre un alfabeto
binario, es decir, para la constante 7, 5, fueron obtenidas hace algunos anos por Lueker [6]. Lueker
probé que

0,788071 < 22 < 0,826280.

En este capitulo extenderemos las Ideas y técnicas usadas por Lueker para probar la cota inferior
de 722, para poder encontrar nuevas cotas en el caso de d palabras.

3.1. Una cota inferior simple

En esta seccién mostraremos una cota inferior para las constantes de Chvatal y Sankoff, v 4(1),
que no depende de d. Para ello usaremos la siguiente versién de la desigualdad de Chernoff [13,
Remark 2.5].

Lema 3.1 (Desigualdad de Chernoff). Sean Xi,...,X,, variables aleatorias independientes del tipo
Bernoulli de pardmetro p y sea X = > | X;. Entonces para todo t > 0,

—2t?
P(X <np—t)<exp|—|.
n
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Para una palabra aleatoria de largo n suficientemente grande, el nimero de apariciones de un
cardcter o fijo en dicha palabra es aproximadamente nu(c). Intuitivamente lo anterior quiere decir
que si n es suficientemente grande y disponemos de d palabras aleatorias de largo n, la palabra
formada por nu(o) caracteres ‘o’ es, con alta probabilidad, una subsecuencia comun de todas las
palabras. Veremos a continuacién que lo anterior es cierto y que, por lo tanto podemos acotar
inferiormente -y, 4(1t) por la probabilidad de o bajo p para cualquier caracter o del alfabeto.

Proposicion 3.2. Para todo d > 2, k > 2 y toda distribucion de probabilidad p sobre un alfabeto X
de tamano k.

> 3 .
V() > max p(o)

Demostracion. Sea o € Y un simbolo del alfabeto. Tomemos 571, ...,S,, palabras aleatorias de
largo n sobre 3 elegidas independientemente bajo p. Definamos Y; como el nimero de apariciones
de o en la palabra S; e Y = min{Y7,...,Yy}. Sea ademds 0 < e < 1y p = u(o). Por desigualdad
de Markov, y de la definicion e independencia de los Y; tenemos que

)
=np(l —¢)P(V1 <i<d,Y; >np(l—¢))
= np(1 — 2) [P(Vi > np(1 — )]
> np(1 — &) [1 - P(Y; < np(1 — &))"

Notemos ahora que Y7 es suma de las indicatrices asociadas a los eventos consistentes en que
el j-ésimo caracter de Y7 sea o. Dichas indicatrices son variables Bernoulli independientes de
pardmetro p. Luego, por el lema anterior, P(Y; < np — npe) < exp(—2n(pe)?). Sigue que:

E(Y)>np(l—c¢) [1 — exp(—2n(p€)2)]d

1 1—2:7Y¢
Tomando n suficientemente grande, digamosn > ———=1In | 1 — _ = , se obtiene que:
2(pe)? l1—¢

1—2¢
1—¢

E(Y) > np(1 —z—:)( >:np(1 — 2%).

Notemos ahora que por definicion de Y, cada palabra S; tiene al menos Y apariciones de o, es
decir, la palabra oY, que corresponde a la palabra de largo Y cuyos caracteres son todos iguales a o,
es una subsecuencia comun de S1, ..., Sg. Por lo tanto el largo de la subsecuencia comtn més grande
entre ellas debe ser mayor que Y. Es decir, L(S1,...,54) > Y. Con esto,

ELuL () B(L(S1, S, ... 5a) S B0 S 9 o1 20).

Tomando limite en n y luego haciendo tender € a 0 se deduce que para todo o,

7D (1) > n(o). u
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Aplicando la proposicién anterior al caso de distribucion uniforme se obtiene directamente el
siguiente corolario.

Corolario 3.3. Para todod > 2 y k > 2,

)
=
a
AV
el

3.2. Una mejor cota inferior

En esta seccién aplicaremos la técnica usada por Lueker [6] para encontrar cotas inferiores para
el caso bidimensional en un alfabeto binario (con distribucién uniforme) y la extenderemos al caso
d-dimensional, lo que nos permitira obtener cotas para 7 4, para d pequeno.

En la siguiente subseccion daremos las definiciones usadas por Lueker para el caso de dos pal-
abras.

3.2.1. Subsecuencia comuin mas larga entre dos palabras en un alfabeto binario

Sean X7 y X9 dos palabras aleatorias de largo n sobre un alfabeto binario cuyas letras son
elegidas de manera uniforme. Para s y t, dos palabras fijas en dicho alfabeto, definimos

Wy(s,t) =E (i%é_}%L(le(i),th(j)O , (3.2.1)
donde X (i) representa la subpalabra de los primeros i caracteres de X, y L(a,b) es, como antes, el
largo de una subsecuencia comin mads larga entre a y b. Informalmente W), (s, t) representa el largo
esperado de una LCS entre dos palabras cuyos prefijos son s y t y cuyos sufijos consisten en total
de n caracteres aleatorios.

La Proposicién 2.4 mostrada en el capitulo anterior, referente a la subsecuencia diagonal mas
larga, permite concluir que, sin importar s o ¢,

L1
122 = Hm —Wan(s,?). (3.2.2)

La idea es aproximar 29 por Way(s,t). Fijemos, para ello un [ € N, [ serd el largo de las
palabras s y ¢ usadas. Llamemos w, al vector de 2% coordenadas cuyas componentes son todos
los valores de W, (s,t) cuando s y t varian sobre todas las palabras de largo [. En adelante, todos
los vectores que usaremos tendran coordenadas indexadas por secuencias de palabras. Para evitar
confusiones reservaremos la notacion de paréntesis cuadrados para cuando queramos referirnos a
una coordenada de un vector y paréntesis redondos para evaluacién de funciones.
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Por ejemplo w,, tendra 16 coordenadas si [ = 2:

w,[00, 00] W,,(00, 00)
w,[00,01] W,,(00,01)
v — . _ .
wy[11,10] W, (11,10)
wp[11, 11] (11,11)

Lueker [6] establecié una cota inferior para cada una de las componentes de w, en funcién

de wy,_1 y wy_s. Para poder ver dicha cota, introduzcamos la siguiente notacién: Si s = s's?. .. st

es una palabra de largo [ > 2, llamaremos I(s) (por inicio) a la primera letra de s y C(s) (por cola)

a la subpalabra que queda al eliminar la primera letra de s, es decir: I(s) = s!,C(s) = s%... sy

luego s = I(s)C(s).

Con esto podemos encontrar facilmente la siguiente relacién entre wy,, W,_1 Y Wn_2.

o SiI(s) =I(t), entonces:

1
wals, ] 2 1+ 7 > wpsalCls)e, C)C]. (3.2.3)
(cc)E{0,1}2

o SiI(s) # I(t), entonces:

Wy s, t] > max % Z wn_l[C(s)c,t],% Z Wn—1[s,C(t)c] p . (3.2.4)

ce{0,1} ce{0,1}

Usando las desigualdades anteriores es facil definir una funcién 7' tal que para todo n > 2
wy, > T(wp—1, Wnp—2), (3.2.5)

donde la desigualdad es componente a componente. Més atn, la funcién T se puede descomponer
en dos funciones més simples: T_ y T, tales que, si II_(w) (respectivamente II.(w)) es la proyec-
cién sobre las componentes que corresponden a los pares de palabras cuya primera letra coincide
(respectivamente no coincide), entonces para todo n > 2:

~2), (3.2.6)
1) (3.2.7)

I1- (wy,)
Lz (wn)

T-(
T (

> Wr
> Wn,

Antes de proceder a la generalizaciéon a varias palabras, veamos un par de ejemplos. Si queremos
calcular w,,[001,011], puesto que los caracteres iniciales coinciden, usaremos la transformacion 7-:

w,[001,011] > T— (w,_2)[001, 011]

1
=1+ 7 (wn—2[010, 110] + w, (010, 111] + 1w, {011, 110] + wy (011, 111]) .
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Si queremos, en cambio, calcular w,[001,111], como los caracteres iniciales difieren, usaremos la
transformacion 7.z

w001, 111] > Ty (w,_1)[001, 111]

1 1
= méx {5 (wn—1[010,111] 4 wy,—1[011,111]), 3 (wn—1[001,110] + w,,—1[001, 111]) } :

3.2.2. Subsecuencia comtn mas larga de varias palabras en un alfabeto binario

Podemos extender las definiciones de la subseccién anterior facilmente a d palabras de la siguiente
manera: Sea X = (X;)%_; una coleccién de d palabras aleatorias de largo n sobre un alfabeto binario
y sea S = (s;)%_; una coleccién de d palabras fijas en dicho alfabeto. Definimos

Wr(Ld)(Sl,...,Sd) =E < ) méx. L(Sle(il),Sng(ig),...,SdXd(id))> . (328)
11+12+...Fig=n
Esta cantidad representa el largo esperado de una LCS entre d palabras de prefijos s1,...,8q ¥

sufijos consistentes en un total de n caracteres aleatorios repartidos en las d palabras.

La Proposicién 2.5 referente a la subsecuencia diagonal mas larga de varias palabras demostrada
en el capitulo anterior, permite concluir que para toda secuencia de d palabras S = (s,-)gl:l:

P G
Yo = lim ;Wén)(sl, Y (3.2.9)
Por claridad, omitiremos en adelante el superindice d.

Aligual que en el caso de dos palabras descrito en la seccion anterior, fijemos un [ € N. Llamemos

wy, al vector de 2!% coordenadas, cuyas componentes son todos los valores de W, (s1,. .., s4) cuando
s1,...,8q varfan sobre todas las secuencias de d palabras de largo [. Siguiendo la notacién de la
subseccion anterior, definamos wy,[s1, ..., sq] = Wy (s1,...,54).

En el caso de dos palabras encontramos una funciéon que permitia establecer cotas para un
vector w,, en funcién de los dos vectores wy,_1 y wy,_o. Ahora necesitaremos d vectores.

Para S = (s;)%_, una secuencia de d palabras llamemos Jo(S) (respectivamente J;(S)) a los
indices j en [d] = {1,...,d} tales que I(s;) = 0 (respectivamente, tales que I(s;) = 1). Usaremos

ademas la notacién Jo(S) = [d] \ Jo(S) = J1(S) y J1(S) = [d] \ J1(S) = Jo(S)
Es fécil ver que si las d palabras comienzan con el mismo cardcter, es decir |Jo(S)| = d 6
|J1(S)| = d, entonces

1
Wp[S1,. .., 8p] > 14 2 Z wp—q[C(s1)ct, ..., C(sq)cq). (3.2.10)

ce{0,1}4

Informalmente, la desigualdad anterior dice que si todas las palabras de S comienzan con el
mismo caracter, entonces el largo de la subsecuencia comin mads larga entre ellas (permitiendo
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sufijos de n caracteres aleatorios) es al menos 1 (el cardcter en que coinciden) més el largo de la
subsecuencia comuin mas larga entre las palabras obtenidas al eliminar el primer caracter y tomar
prestado d caracteres (los eliminados) de los n caracteres aleatorios.

Si no todas las palabras comienzan con el mismo caracter también podemos encontrar una cota,
pero para ello necesitaremos algo de notaciéon extra.

Dados A y B dos conjuntos, definimos A® como el conjunto de todas las funciones de B en A.
Para una secuencia de d palabras S = (s;)L,, y ¢ € {0, 1}70(5) una funcién a valores en {0, 1} defini-
da en el conjunto de indices i donde la palabra s; no comienza con 0, definimos 79(S5,¢c) a la
traslacion de S que mantiene los 0 iniciales y concatena c, es decir, a la secuencia de d palabras
que resulta al cambiar cada palabra de S que no comience por 0 por la palabra que resulta al
eliminar su primer caracter y concatenar, al final, el caracter correspondiente por c. Explicitamente,

70(5,¢) = (70(S, c)i)jzl con

Si, si1 e Jo(S),

L (3.2.11)
C(sy)e(i), siié& Jo(9).

70(5,¢)i = {

Similarmente, si ¢ € {0,1}/1(5) definimos 71 (S, ¢) a la traslacién de S que mantiene los 1 iniciales

y concatena c. Es decir 7(S, ¢) = (11(5, c)i)?zl con

Si, siie Ji(9),

3.2.12
C(si)c(i), sii¢ Ji(5). ( )

Tl(S,C)Z' = {

Usando la notacién anterior, podemos ver que si S es una secuencia de d palabras tal que no
todas comienzan con el mismo cardcter (es decir, 0 < |Jo(S)| < dy luego 0 < |J1(S)| < d). Entonces:

1
m Z Wy [75(8)] [70(S, )],

ce{0,1}70(5)
wy, [S] > max (3.2.13)

B 1
ol LS| > WSl
ce{0,1}71(5)

Intuitivamente, el primer término del maximo anterior representa el largo esperado de la LCS
de las palabras que obtendriamos al deshacernos de los caracteres 1 iniciales (buscando con esto
que el primer alineamiento sea un 0) y concatenar en aquellas palabras uno de los n caracteres
aleatorios. Andlogamente, el segundo término representa lo que obtendriamos al buscar que el primer
alineamiento sea un 1. Con esto, la desigualdad anterior dice que el largo de la subsecuencia comin
mas grande de las palabras de S (aumentadas con n caracteres aleatorios) es al menos el méximo
entre el largo esperado de la LCS de las palabras que obtendriamos al descartar los 1 iniciales y el
largo esperado de la LCS de las palabras que obtendriamos al descartar los 0 iniciales.
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Para dejar mas claro lo anterior, veamos un ejemplo para el caso de d = 4 palabras:

1

3 > wy—1[001,011,01¢(3), 001],
ce{0,1}{3}

1

5 > wy_s[01e(1),11¢(2),101,01c(4)].
ce{0,1}{1,2,4}

w,[001,011,101,001] > max

[\

En este ejemplo, sélo una palabra, la tercera, no empieza con 0. Luego, el primer término del maximo
resulta ser el promedio entre los valores de w,_1 en las 2 secuencias posibles de palabras que se
obtienen de S al borrar el 1 inicial de la tercera palabra y concatenar un caracter al final. Por otro
lado, las otras tres palabras de S empiezan con 0 (es decir, no empiezan con 1). Luego, el segundo
término del maximo resulta ser el promedio sobre el valor que toma w,,_3 en todas las secuencias
de palabras que se forman a partir de S al borrar los 0 iniciales y concatenar, en aquellas palabras,
un caracter al final.

Notemos ahora que si usamos los lados derechos de las dos desigualdades descritas para w,, en
(3.2.10) y (3.2.13) es posible definir una funcién 7" tal que para todo n > d

wy, > T(Wp—1,Wn—2,...,Wp—_q), (3.2.14)

donde la desigualdad es componente a componente. Mas aun, al igual que en la subseccién 3.2.2,
podemos descomponer T', esta vez en d+1 funciones mds simples denotadas 7T,., tales que, si IT,.(w) es
la proyeccién sobre las componentes que corresponden a las secuencias tales que r de las d palabras
comienzan con 0, entonces para todo n > d

HO(wn) > TO(wn—d)7
Hd(wn) > Td(wn_d), (3.2.15)
Vr, 0 <r<d I (w,) > Tp(wp—r,Wn_qir)-

Usando los conceptos de traslacion que mantiene un cardcter que definimos antes, podemos
reescribir 7' de una manera que nos facilitard su programacién y andalisis. Para ¢ € {0,1} defini-
mos la transformacién lineal A° : (]R2ld)d — ]RQld, que toma d vectores de tamano 2'¢, digamos
(v1,v2,...vq), y devuelve un vector A% (vy,va,...vy), tal que si S = (s;)%, es una secuencia de

d palabras de tamano [ (que representa una de las 2ld gecuencias posibles), entonces:
A'(v1,v9,. .., v9)[S] = AT Z_ U7 [T (S, 0)]- (3.2.16)
ce{0,1}7i(5)

Decimos que A° es la parte glotona de T que mantiene los 0 (y elimina los 1), y que Al es la parte
glotona de T que mantiene los 1 (y elimina los 0). Ademds, convengamos como es habitual que la
suma sobre un conjunto vacio es 0 (para incluir el caso |J;(S)| = 0). Con esto, si v, vy, ..., V4 €s una
secuencia de d vectores de tamafio 2!¢, entonces de las desigualdades (3.2.10) y (3.2.13) se concluye
que podemos definir 7" en funcién de sus partes glotonas como:

T(v1,vg,...,04) = b+ max{A%(vi,va,...,vq), A (v1,v2,...,09)}, (3.2.17)

donde b es el vector de R2" que vale 1 en las coordenadas correspondientes a las secuencias de d
palabras de largo [ que comienzan con el mismo caracter (todas con 0 o todas con 1) y 0 en las
demds coordenadas.

21



Capitulo 3: Cotas inferiores para las constantes de Chvatal y Sankoff

3.2.3. Encontrando una cota inferior

Al principio de la subseccién anterior, vimos que para toda secuencia de palabras sq,...,sq,
se tiene 9 ¢ = lim, o %wdn [$1,...,8¢]. Un primer intento para encontrar una cota para dicha
cantidad podria basarse en la monotonicidad de la transformacién 1" recién definida. Gracias a ella
se puede realizar el siguiente procedimiento: x

Lamentablemente en el procedimiento anterior no disponemos de un andlisis adecuado para
estimar a partir de que valor de n tenemos efectivamente una cota inferior para 72 4, (la cantidad
Vdn[S1, - - -, Sq]/m no es siquiera creciente.)

Necesitamos una estrategia distinta. Para esto, usaremos el siguiente resultado, que es una gen-
eralizacion al caso de d palabras de un resultado obtenido por Lueker [6] para el caso bidimensional:

Lema 3.4. Sea T : (]Rzld)d — R2 una transformacion que cumple con las siguientes propiedades:

1. Monotonia:

('U177}27’” ,Ud) < (w17w27”’ ,'Ll)d) == T(Ul7?}27”’ ,Ud) < T(w17w27’” ,'Ll)d)- (3218)

2. Invarianza bajo traslacion:

Sir e R, 1 es el vector de unos en lR,zld, y1 = (1,1,...,1) es el vector de unos en (lR,zld)d,
entonces para todo vector (vy,va,...,vq) € (lR,zld)d:
T((v1,v2,...,vq9) + r]T) =T(vy,v2,...,0q) +rl. (3.2.19)

3. Factibilidad: Eziste un trio (z,r,e) (que denotaremos trio factible) con z € ]RQM, r un real y
€ >0 tal que:

T(z+(d—1)rl,...,z+2rl,z+rl,z) > z+drl —el. (3.2.20)

Entonces, para toda secuencia (v,)nen de vectores de R2 tales que para todo n > d se satisface:
U = T(Un—1,Vn—2, ., Un_q)- (3.2.21)

se tiene que existe un vector zy tal que para todo n > 0,

U > 20 +n(r —e)l. (3.2.22)
Demostracion. Sea T una transformacién monétona, invariante bajo traslaciéon y (z,r,e) un trio

factible para T'. Sea v, una secuencia como en la hipétesis y « cualquier real suficientemente grande
tal que para todo j menor o igual que d — 1

vj+al > z+j(r—e)l.
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Por ejemplo si consideramos el vector méxo<;j<—1) (2 +j(r — €)1 — v;), podemos elegir o como el
valor més grande de dicho vector.

Con esto zp = z — a1 cumple (3.2.22) para todo n < (d — 1). Probemos por induccién que esto
se extiende a todo n > d. Supongamos que (3.2.22) se cumple hasta n — 1, veamos que se cumple
para n. Por hipdtesis de induccién:

(Vn—1y-+esVn—q) = (zo+ (n—=1)(r—2e)l,...;20+ (n—J)(r—e)l,...,20+ (n —d)(r —e)1)
=(z+d-Drl,...;2+(d—j)rl+(j —1)el,...,z+ (d — 1)el)
+ ((n — )(T—E) (d—1)e—a)T
>(z+(d—-1rl,...;z+(d—j)rl,...,2)
+((n—d)(r—e)—(d—1e—a)l.

Aplicando T' a ambos lados de la desigualdad, se obtiene, por monotonia e invarianza bajo traslacién:

Up > T(Vp—1,Vn—2,...sUn_q) > T(z+(d—1)rl,....,z4+ (d—j)rl,...,z)
+((n—d)(r—e)—(d—1)e—a) 1.

Usando que (z,7,¢) es un trio factible de T' se tiene que

vy > 24+ (dr—e)l+ (n—d)(r—¢)—(d—1)e—a)l
=z—al+n(r—e)l
=zo+n(r—e)l.

Lo que concluye la demostracién del lema. [ |

De (3.2.16) y (3.2.17) se concluye facilmente que la transformaciéon 7" definida en la subseccién
anterior es mondtona e invariante bajo traslacién. Luego, si probamos la existencia de un trio (z,r,¢)
factible para T" podremos concluir, gracias al lema, que la sucesién de vectores (wy,)nen satisface
wy, > 29 + n(r — )1 para todo n y luego, gracias a (3.2.9) deducir que:

Yo,4 = d(r —€). (3.2.23)

Sigue que, para encontrar buenas cotas inferiores para s 4 basta encontrar buenos trios factibles,
en particular algtin trio que tenga r grande y € lo mas pequeno posible. Una forma de conseguir esto
es modificar un poco la estrategia explicada al principio de esta subseccion. De hecho, al igual que
en dicho procedimiento, basta iterar la transformacién 7" partiendo de d vectores iniciales cualquiera
V0, V1, - .., Vg—1 calculando v, = T(vp—1,Vp—2,...,Un_q) Para n > d.

La transformaciéon T tiene buenas propiedades y, al menos empiricamente, se ve que los v,
definidos como antes son tales que v, /n converge a un vector con todas sus coordenadas iguales.
Luego, si se toma un n suficientemente grande, los vectores v, y v,_1 diferirdn practicamente en
una constante por el vector 1. Es decir, existe una constante r tal que v, — v,_1 ~ rl para todo n
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grande. Notemos ahora que T(Vp1d—1,- -, Unt1,Un) = Untq por definicién, luego, de la observacién
anterior y la continuidad de T', se tendra que

T(vp,+ (d—1Drl,v, + (d—2)rl, ..., v, +rl,v,) ~ v, + drl.

Sigue que para encontrar un trio factible podemos tomar un n suficientemente grande, de modo
que la diferencia entre v, y v,_1 sea un vector con todas sus coordenadas practicamente iguales,
definir z como v, tomar r como el maximo valor tal que v,, — v,,_1 > r1, y luego definir £ lo mas
pequeno posible de modo que el trio (z,r,¢) resulte factible. Con esto, gracias a (3.2.23), se obtiene
una (buena) cota para 7, 4.

Es importante recalcar que no necesitamos probar la propiedad de convergencia de v, /n para
obtener una cota para 7, 4. S6lo basta exhibir un buen trio factible como testigo en virtud del lema
anterior.

3.2.4. Implementaciéon y cotas obtenidas

A continuacién describiremos el procedimiento usado para obtener un trio factible (z,r,¢) para
Ty, en conclusién, una cota inferior para 7, 4. Este procedimiento tiene como entradas el ntimero
de palabras a usar d, el largo de cada palabra, [ y una tolerancia § que regula el momento en el que
terminamos el procedimiento:

trioFactible(d, 1, §)

. . ld
Definir para i = 0,...,d — 1, el vector v; como el vector de ceros en R?".
Iterar desde ¢ = d:

Definir v; < T (v;—1,Vi—2, ..., Vi_q)-

Definir A < v; — v;—1. M < max; A[j]. m < min; A[j].

Si M —m < 9, salir de la iteracién.

Si no, actualizar 7 < 7 + 1.
Definir z <= v;, r <~ M, W <=z +drl —T(z+ (d — 1)rl,...,z +rl, z), € < max; W[j].
Retornar (z,r,¢).

cotalnferior(d, 1, 9)
Definir (z,7,¢) «trioFactible(d, 1, ¢)
Retornar d(r — ¢).

Usando la definicién de 7" dada por sus partes glotonas (3.2.17) es sencillo escribir una im-
plementacion del procedimiento anterior en cualquier lenguaje de programacién. Aprovechamos la
linealidad de AY y A! para almacenarlas como un conjunto de matrices ralas, lo cual acelera mucho
cada iteracién. A medida que aumentamos [, como es de esperarse, la cota va mejorando, sin em-
bargo la memoria usada crece demasiado (recordar que cada vector es de tamaifio 2!%). De hecho, un
analisis simple de la definicién de A° y A! permite concluir que sélo para almacenar ambas matrices
de una manera rala es necesario guardar al menos 2/42¢ = 2(4+D! yalores distintos de 0. Por dicha
razon sélo es posible realizar este procedimiento para valores pequenos de d y I.

24



Capitulo 3: Cotas inferiores para las constantes de Chvatal y Sankoff

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.1.

Valores para d = 2 Valores para d = 3 Valores para d = 4
[ Cota para 22
1| 0.66666666418314 l Cota para 23
2 | 0.72727271808253 1| 0.66666665424904 l Cota para 724
3| 0.74792242549591 2 | 0.67391302685782 1| 0.615384595264409
4| 0.75857669196192 3| 0.68741051941928 2 | 0.643216010100026
5 | 0.76544695856955 4 | 0.69295022383657 3| 0.651309094992399
6 | 0.77027385445717 5| 0.69773770403703 41 0.657241281735180
71 0.77397507816660 6 | 0.70131710654988 51 0.661274795991150
8 | 0.77686064534113 7 | 0.70447344812276
9 | 0.77925933824914

Valores para d = 5 Valores para d = 6 Valores para d =7

Cota para vz 5 l Cota para y26
0.615384368494691 1 | 0.592592356497814
0.626505887219029 2 | 0.610924985301239
0.632165355051306 31 0.617761437978714

Cota para 2.7
1| 0.592592481860063
0.602493036014458

W N |~

Tabla 3.1: Cotas inferiores para v 4

Los resultados se obtuvieron con nuestra implementacién usando § = 1078, Es importante notar
que el método converge rapidamente al resultado y de hecho, en ningin caso fueron necesarias mas
de 150 iteraciones. La parte mas lenta del algoritmo corresponde al cdlculo de las matrices ralas.

3.2.5. Extensiones

Es relativamente simple extender los resultados anteriores a alfabetos de cualquier tamano.
Veamos como hacer esto. Sea ¥ un alfabeto finito cualquiera. Definamos W(-) y w, de manera
andloga al caso de alfabeto binario, con la salvedad que ahora la coleccion de palabras aleatorias
(X;)%_, es tomada sobre ¥ y los vectores w, tienen |%|!? coordenadas.

Al igual que antes w,, estara acotada inferiormente por una funciéon 71" de los ultimos d vectores.
Laidea es escribir 1" en funcién de sus partes glotonas. La definicién sera similar para ello extendamos
la definicién de traslaciones que mantengan ciertos caracteres (y reemplacen los demés).

Para una palabra s sobre 3 de largo [ definimos, al igual que antes I(s) como el primer carécter
de s y C(s) como su cola, es decir, la subpalabra que resulta al eliminar dicho caracter. Ademas,
para todo o € ¥ y toda secuencia S = (s;)%_; de d palabras de largo I sobre ¥, definimos J, ()
como el conjunto de indices j tales que la palabra s; comienza con o, es decir I(s;) = 0. Definamos
ademas J,(S) = [d] \ J,(9) los indices de las palabras que no comienzan con o.

Parace X yce $72(5) una asignacién definimos la traslacion de S que mantiene los caracteres
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iniciales o y cambia los demds por ¢ como 7,(S.c) = (74(S, c)i)?zl con:
N
C(sy)e(i), siié& J,(S).

d
Con esto, para cada o € 3, definimos la transformacién lineal A7 : (R'E‘ld> — R'E‘ld, que

toma d vectores de tamafio L[4, digamos (vy,vs,...vq), y devuelve A% (vi,vy,. .., vq), tal que si
S = (s1,82,...,84) es una secuencia de d palabras de tamano [ (que representa una de las ]Z\ld
secuencias posibles), entonces:

- 1
A%(v1,v2, ..., va)[S] = W Z NEEE] [75(S, c)].

cezz(s)

Llamamos, haciendo una analogia al caso de dos palabras, parte glotona de T que mantiene o a la
transformacion A?. Notemos que esta definicién es consistente con la definicién de A y A realizada
para el caso de ¥ = {0, 1} en la subseccién 3.2.2.

Finalmente definamos 1" como la transformacién que a una secuencia (vy,va, ... vq) de d vectores
de R®I" 1e asocia
T(v1,v9,...vq) = b+ méx B (vy,va,...0q),
oeY
con b el vector de RI®I" que vale 1 en las coordenadas correspondientes a secuencias de d palabras
de largo [ que comienzan con el mismo caracter y 0 en las demas. Con esto, para todo n > d,

Wy, = T(wn—la Wpn -2« - - 7wn—d)-

Sigue que, aplicando una version del Lema 3.4, se puede obtener una cota inferior para vy 4 del
mismo modo que antes.

3.3. Aplicacion: Conjetura de Steele

Steele [8] conjetur6 en 1986 que la constante 723 asociada a la LCS de 3 palabras sobre un
alfabeto binario se podia obtener a partir de la constante 72 o asociada a la LCS de sélo 2 palabras
mediante la siguiente relacion: vy 3 = (7272)2. De hecho, él hace una generalizaciéon de su conjetura,
diciendo que 2,4 = (72,2)471. Danéik [3] lo cita de manera incorrecta, afirmando que la conjetura
planteada por Steele es para alfabetos de cualquier tamano. En otras palabras, Danc¢ik argumenta
que la conjetura de Steele es vy, g = (Vk,g)d_l para todo k y luego prueba que tal conjetura es falsa
al observar que [3]:

1< ll;gni)inf kl_l/d’yhd < limsup kl_l/d’yk,d <e. (3.3.1)
o0

k—o0
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Sin embargo, esto sélo prueba la falsedad de la conjetura extendida, pues los resultados usados
son ciertos asintoticamente en k. Hasta ahora, no existen referencias a la veracidad o falsedad de la
conjetura original de Steele (que se refiere sélo a alfabetos binarios).

Daremos un argumento simple para probar que la conjetura de Steele general (y24 = (72,2)d_1)
es falsa y que de hecho no es cierta para ningin d > 3.

Lueker [6] probé las siguientes cotas para 7z o:
L =0,788071 < y2 < 0,826280 = U.

Usando la cota inferior simple (Corolario 3.3) mostrada al principio del capitulo, tenemos que
1/2 < 794 para todo d. Luego, si la conjetura de Steele fuera cierta se tendria que

1/2 < ypq = (p22)T ' <UL,

lo cual es falso para todo d > 1+ 1n(1/2)/InU ~ 4,6. Con esto hemos probado que la conjetura
general es falsa para todo d > 5. Para ver el caso d = 3 (que es precisamente el caso original de
la conjetura de Steele) y el caso d = 4 basta observar los resultados numéricos obtenidos para las
cotas inferiores de 7 4 en la Tabla 3.2.

Ud—l
d | Cota inferior para v, 4 | (Cota superior asumiendo
conjetura de Steele)
3 0.7044734481 0.6827386384
4 0.6612747959 0.5641332822
5 0.6321653550 0.4661320484
6 0.6177614379 0.3182463600
7 0.6024930360 0.2629606023

Tabla 3.2: Tabla con las mejores cotas obtenidas para distintos d. U = 0,826280 es la mejor cota
superior conocida para 7 2.
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Capitulo 4

Problema del subhipergrafo monétono
de tamano maximo

Sankoff y Mainville [12] conjeturaron en los ochenta que limy_ o, 7k,2\/E = 2. Kiwi, Loebl y
Matousek [7] probaron recientemente la veracidad de la conjetura anterior relacionando el problema
de la subsecuencia comun mas grande con el problema de Ulam o de la secuencia creciente méas
grande de una permutacién.

Dancik [3] senala que una extensién natural a la conjetura de Sankoff y Mainville al caso de
d palabras seria limy_, Vk,dkrl_l/ d = 2. Sin embargo esto no parece acertado pues en el argumento
usado para probar la veracidad de la conjetura original, se usa explicitamente que 2 es el valor de
la constante co correspondiente al problema de la secuencia creciente mas larga, también conocido
como problema de Ulam en dos dimensiones.

Por lo anterior, es razonable pensar que la buena extensién para la conjetura de Sankoff y
Mainville seria limg_ oo yk,dk‘l_l/ d = ¢;, donde ¢4 es la constante para el problema de Ulam en
d dimensiones. Esto 1ltimo serd probado en este capitulo como corolario del estudio de un nuevo
problema que realizaremos en las siguientes secciones.

Especificamente, para el problema de la subsecuencia comiin méas grande, probaremos el siguiente
teorema.

Teorema 4.1. Para todo d entero positivo y todo € > 0 existen kg y A suficientemente grandes tal
que para todo k > ko y todo n > AR ge tiene:

cqn (d) Can
(1- 5)W <E[L] <1+ 6)/7{71—1/d'
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Por otro lado, si Med [ﬁildzﬂ] es una mediana de .C,(fg,

cqn

< Med[£3] < (1+2) 157

(1 )krl 1/d

Ademds, existe una constante absoluta C > 0 tal que, para k y n como antes, se tiene la siguiente
cota exponencial para la cola de la distribucion,

@ ~ CaT
[ﬁ < e)kl—l/d]
@ < cqan - Ce? - cqn

[ﬁnk (1+e)- kl—l/d] §2exp< 1+ kl—l/d>'

Corolario 4.2. Para todo d entero positivo,

< exp (—062 . %) ,

kl_l/d —

lim 7y 4 cq-
k—oo

Este resultado se obtendrd en este capitulo como corolario de un teorema mas general que
(d)

abarca no sélo estimar el comportamiento de la distribucién de £, sino que de varias distribuciones
b
similares.

4.1. Subhipergrafo monétono de tamano maximo

Replantearemos el problema de la LC'S de varias palabras, siguiendo el enfoque usado en [7]
para el caso de 2 palabras. En dicho trabajo la nociéon de subsecuencia comin de dos palabras fue
analogada a la nocién de un cierto tipo de subgrafos (denominados subgrafos planares) de un grafo
bipartito cuyos vértices representan los caracteres de las palabras. Para el caso general de d palabras,
la extension natural requiere que trabajemos con hipergrafos en vez de grafos.

Definicién. Dados d conjuntos disjuntos, Ay, Ag, ..., Ay, diremos que un hipergrafo H = (V, E)
es d-partito de clases Ay, Ag,... Ay y d-uniforme (o simplemente d-hipergrafo) si se cumplen las
siguientes condiciones:

d
LV =e4;.
j=1
2. EC {{oW v@ o@D} | o) € A 5=1,...,d}.

Sin pérdida de generalidad, identificaremos E con el subconjunto de A1 x As X - - -x A4 que contiene las
d-tuplas ordenadas asociadas a las aristas de E. Ademads, usaremos la notacién habitual E(H) = E
yV(H)=V.
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En general, de aqui en adelante, llamaremos n; = |A4;| al tamafio del j-ésimo conjunto y supon-
dremos ademads que los elementos de A; estan dotados de un orden total < (supondremos, de hecho,
abusando un poco de notacién, que los vértices estan numerados 1,2,...,7n;).

Denotaremos Ky, n,....n, al d-hipergrafo completo sobre las clases anteriores, es decir al hiper-
grafo tal que E(Ky, no,..n,) = A1 X Ay x -+ x Ag. En el caso que todas las clases tengan el mismo

)

. . . d
cardinal, digamos n1 = no = --- = ng = n, lo denotaremos simplemente KT(L .

En A x Ay x -+ x Ay consideramos la relacién de orden parcial natural < definida por:

(v(l),v(2),...,v(d)) < (w(l),w(2),...,w(d)> — 0 < w(j), para todo 1 < j < d.

Diremos que un conjunto de aristas de un d-hipergrafo es un emparejamiento mondtono si todo
par de aristas distintas {e, f} es comparable via este orden, es decir si e < f 6 f < e. Si un
d-hipergrafo H es tal que E(H) es un emparejamiento mondtono, diremos simplemente que H es
un hipergrafo monétono. Ademads, denotaremos L(H) al nimero de aristas de un subhipergrafo
monotono de H de tamano maximo.

Llamamos modelo de d-hipergrafo aleatorio a toda familia de distribuciones D = (D(Ky, .. n,))
donde cada D(K,, . n,) es una distribucién de probabilidad sobre los subhipergrafos de Ky, . n,
que cumple las siguientes propiedades:

1. [Monotonicidad] Si H se distribuye de acuerdo a D(Ky,, n,), y H' es un subhipergrafo
inducido de H tal que V(H’) contiene exactamente n; vértices de la clase A;, entonces H' se
distribuye de acuerdo a D(Kn/1 7___7%).

2. [Independencia por bloques| Si H; y Hs son dos subhipergrafos inducidos de H disjuntos
entonces las distribuciones inducidas por Hy y Hs son independientes (y luego, L(Hy) y L(H2)
también lo son).

Los modelos de hipergrafo més simples (y en los que enfocaremos nuestra atencién) son los
siguientes:

1. Denotemos Z(Knh___m 4+ k) aladistribucién sobre todos los subhipergrafos de K, .., obtenidos
al asignar a cada uno de sus vértices un simbolo de {1,...,k} de manera uniforme e inde-
pendiente y quedarse sélo con las aristas cuyos elementos tengan asignado el mismo simbolo.
Llamaremos al modelo (-, k), modelo de d palabras aleatorias sobre un alfabeto de tamano k.
El nombre de este modelo proviene del hecho que si H es elegido de acuerdo a X(K,,,, . n,, k)
entonces L(H) es precisamente el largo de la LCS de las d palabras que se pueden “leer” en
los simbolos de las clases en que estd particionado H, y luego L(Z(K,(Ld), k)) tiene la misma

distribucién que 5%6.
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2. Sea G(Ky, .. n,,p) la distribucién sobre todos los subhipergrafos de Ky, .., donde la proba-
bilidad de que una arista e esté en el subhipergrafo es p, y estos eventos son independientes.
Llamaremos al modelo G(-,p) modelo binomial, de pardmetro p, de d-hipergrafos.

As e

Figura 4.1: Representacion esquematica de un subhipergrafo monétono de tamano maximo de H,
donde H es elegido de acuerdo a X(K197,9,3). Las aristas estdn representadas por lineas poligonales
que pasan por sus vértices. Sobre cada vértice se indica el simbolo elegido en la realizacion de H
y, en este caso, L(H) = 5. Intuitivamente la monotonicidad es equivalente a que las aristas no se
crucen ni compartan vértices

Finalmente, dado un modelo, llamaremos pardmetro interno del modelo a cualquier valor que sea
constante para todas las distribuciones que participan del modelo. Por ejemplo, k y p (o cualquier
funcién de ellos) son pardmetros internos de los modelos X(-, k) y G(-,p) respectivamente.

En este capitulo probaremos un teorema que permitird estimar el valor esperado de L(H) asi
como el valor de sus medianas, cuando H es elegido de acuerdo a algin modelo de hipergrafo
aleatorio con ciertas condiciones especiales (en particular, los modelos anteriormente descritos).

Usando que L(E(K,gd),k:)) se distribuye como Egldi, obtendremos como corolario el Teorema 4.1
enunciado al comienzo de este capitulo.

4.2. Aproximacion de la mediana. Teorema Principal

En los modelos que estudiaremos, la siguiente desigualdad de Talagrand sera de vital importan-
cia:

Lema 4.3 (Desigualdad de Talagrand). Supongamos que Z1,...,Zn son variables aleatorias inde-
pendientes que toman valores en un cierto conjunto A. Sea X = f(Z1,...,2Zn), con f: AN — R
una funcion tal que las siguientes condiciones se cumplen para un cierto lg y una cierta funcion .

1. (f es Lipschitz) Si z,2" € AV difieren solo en una coordenada, entonces |f(z) — f(2')| < lo.

2. (Ezistencia de testigos) Si z € AN yr € R tal que f(2) > r, entonces existe un conjunto de
indices J C {1,...,N}, |J| < ®(r)/I? y un testigo (wj : j € J) tal que para todo y € AN con
y; = zj cuando j € J, se tiene f(y) > r.
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Sea Med (X)) una mediana de X. Entonces, para todo t > 0, se cumplen las siguientes desigualdades:

P[X < Med(X) —t] < 9e /42 (Med (X))
IP[X 2 Med(X) + t] S 2e—t2/4¢(MCd(X)+t).

Notemos que para el modelo de d palabras aleatorias, el valor de L(H) depende exclusivamente
de los simbolos asignados a los vértices (que son independientes), y ademés si cambiamos uno de los
simbolos, entonces el valor de L(H) cambia a lo més en 1. Ademas, si L(H) > r, entonces existen
dr vértices testigos (los extremos de las r aristas) que garantizan que para cualquier asociacién de
caracteres que preserve la asociacién correspondiente a los vértices testigos, el hipergrafo resultante
posee un subhipergrafo mondétono de al menos r aristas. Luego por Talagrand, si Med es una mediana
de L(H), entonces para todo s > 0,

2
P[L(H) < (1 — s) Med] < 2exp (-Z—d Med> ,

52
P[L(H) > (14 s)Med] < 2exp <—m Med) .

Similarmente, para el modelo binomial, el valor de L(H) depende de la existencia o no de las
aristas (que son independientes), con lo cual al igual que antes el valor de L(H) es 1-Lipschitz.
Ademas, si L(H) > r, entonces existen r aristas testigos que garantizan que L(H) > r, para
cualquier hipergrafo H que contenga dichas aristas. luego, si Med es una mediana de L(H ), entonces
para todo s > 0,

2
P[L(H) < (1 — s) Med] < 2exp <_SZ Med> ,

2
P[L(H) > (14 s) Med] < 2exp (—m Med> .

Este tipo de cotas aparecera en todos los modelos que estudiaremos, en virtud de esto, la siguiente
definicién nos sera til.

Definicion. Diremos que un modelo D tiene una constante de concentracion h si para toda mediana
Med de L(H) se cumple que para todo s > 0,

P[L(H) < (1 —s)Med] < 2exp (—h82 Med) ,

P[L(H) > (14 s)Med] < 2exp <—h(18j8) Med> .

Si podemos estimar una mediana de L(H) para los modelos a estudiar, y logramos probar que
la media y la mediana estédn cerca, entonces gracias a la desigualdad anterior, tendremos una buena
cota de concentracién con respecto a la media. Lamentablemente estimar una mediana no es facil
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en este contexto, pero si podremos hacerlo cuando los tamanos n; de las clases, satisfagan ciertas
condiciones. En particular, veremos que cuando los tamanos de las clases se encuentran en cierto
rango, entonces podremos encontrar una aproximacion de la mediana que resultara ser proporcional
al promedio geométrico de los tamarnios de las clases del hipergrafo.

Definicién ((c, A, #)-mediana). Diremos que un modelo de d-hipergrafo D con pardmetro interno ¢
admite una (¢, A, 0)-aprozimacion de la mediana (o simplemente, una (¢, A, #)-mediana) si para todo
0 > 0 existen constantes a(d), b(d) y t'(9) suficientemente grandes tales que para todo t > t' y todo

conjunto de valores nq,...,ng de promedio geométrico N y suma S, que cumplan
N > tta, (Cota inferior en el tamano)
Sh<t9. (Cota superior en el tamafio)

se tiene que si Med[L(D(Ky, ... n,))] es una mediana de L(D(Ky, . n,)),

(1- 5)3—];[ < Med[L(D(Kay,...ng 1)) < (14 5)(;_]:7'

En otras palabras, si D es un modelo de pardametro interno ¢ que admite una (¢, A, #)-mediana,
y ademds los valores ny,...,ng de promedio geométrico N y suma S son tales que N = Q(t") y
S = O(t?), entonces, para t grande, toda mediana de L(D(K,,  ,,)) estard cerca de cNt~*. Cabe
recalcar que la definicién anterior depende explicitamente del parametro interno ¢ elegido para D.

La definicién anterior podré parecer en estos momentos algo artificial. Sin embargo, més adelante
veremos que no es dificil obtener aproximaciones para la mediana de este tipo en nuestros modelos.
Esto se lograra relacionando el problema de determinar el tamano de un subhipergrafo monétono de
tamano maximo con otro problema bastante estudiado en la literatura, el problema de la secuencia
creciente mas larga. Todo esto se vera en las secciones 4.5 y 4.6.

Volvamos a la definicién anterior. La importancia de esta nocién es que, cuando el modelo
a estudiar admite ademas una constante de concentracion, nos permitird encontrar una cota de
concentracién en torno a la aproximacién de la mediana.

Gracias a las propiedades de independencia por bloques y monotonicidad de estos modelos
demostraremos ademas que podemos extender dicha cota de concentracion a un caso mucho mas
general: esencialmente reemplazaremos la condicién Sb < t? dada por la definicién de (c, A, 6)-
mediana por una relaciéon de “balanceo” de los tamanos n; de las clases del hipergrafo, pidiendo que
su suma S no sea demasiado grande con respecto a su promedio geométrico N. Ademas, en dicho
caso, probaremos que la mediana y la media no estan muy lejos y luego la cota anterior se convierte
ademads en una estimacion de la media. El siguiente teorema es el teorema principal de este capitulo.
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Teorema 4.4 (Teorema Principal). Sea D un modelo de d-hipergrafo con pardametro interno t, con
constante de concentracion h y que admite una (¢, \,0)-mediana. Sea también g : R — R una
funcion tal que g(t) = O(t") para un cierto 0 <n < min{\/(d —1),0 — \}.

Para todo € > 0, existen ty y A suficientemente grandes tales que sit > tg y los valores nq,...,ng
de promedio geométrico N y suma S cumplen:

N > t*A, (Condicién de tamano)
S < g(t)N, (Condicién de balanceo)

se tiene, definiendo M = cN/t*,
(1—e)M <E[L(D(Kp,..n,)) < (1+e)M. (4.2.1)
Por otro lado, si Med[L(D(K,, .. n,))] es una mediana de L(D(Ky, . n,)),
(1—&)M < Med[L(D(Kn,...n,)] < (1+€)M. (4.2.2)

Ademds, existe una constante absoluta K, tal que parat ynq,...,ng como antes, se tiene la siguiente
cota exponencial para la cola de la distribucion:

P [L(D(Kn,,..n,) < (1 —)M] < exp (—Khe* M), (4.2.3)
2
P [L(D(Kp, ...n,)) > (1+€)M] < exp <—Khli_ 6M) . (4.2.4)

4.3. Demostracion de las cotas inferiores en el Teorema Principal
FEn esta seccién probaremos las cotas inferiores dadas por el teorema, es decir, probaremos la
cota inferior en (4.2.1), (4.2.2) y la desigualdad (4.2.3).

Notemos primero que si € > 1 todas estas cotas son triviales, luego asumiremos en esta parte
que 0 < £ < 1. Sea entonces D un modelo de hipergrafo aleatorio como en la hipdtesis del Teorema
Principal y sean n < min{\/(d —1),0 — A} y ¢ tal que g(t) = O(t"). En particular sabemos que
existe una constante go > 1 tal que g(t) < got" cuando t es grande.

Sea ¢ suficientemente pequeno para que
(1—0)*(1 —26) > (1 —¢/2) (Definicién de &)
y sean a = a(d), b =0b(5) y t' = t/(0) dados por la definicién de (¢, A, #)-mediana.

Consideremos ademds A una constante suficientemente grande dependiente sélo de d, € y los
datos del problema y elijamos ¢y > ¢'(d) suficientemente grande de modo que para todo t > ¢,

g(t) < got" y  gobAt" < 97X, (4.3.1)
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Sean ahora t > ty y ni,n9,...,ng de promedio geométrico N y suma S que satisfagan las
condiciones de tamano y balanceo para estas constantes, es decir, tales que:

N>A vy S<g(t)N < goNt"
y sea H un hipergrafo elegido de acuerdo a D(Ky,,, . n,)-

Si los n; satisfacen las cotas de tamano en la definicién de (c, A, #)-mediana, tendriamos gracias
a que el modelo posee una constante de concentracién, una cota de concentracién en torno a ¢cNt~—*
que nos serviria para proseguir. Sin embargo, puede que S sea demasiado grande para satisfacer la
cota superior en el tamano. Por dicha razén, descompondremos H en subhipergrafos que tengan
tamano adecuado.

La idea es dividir H en subhipergrafos del mismo tamano, que denotaremos bloques, y de tal
forma que, en cierto modo, sean proporcionales a H. La division no serd exacta puesto que el niimero
de vértices de cada clase no necesariamente sera divisible por el nimero de bloques. Sin embargo
podremos suplir este inconveniente haciendo que el bloque final de la divisién més pequeno que los
demaés.

Sea ¢ = [N/(At")]. Dividiremos H en ¢ bloques del mismo tamaifio (y probablemente un bloque
adicional mas pequeno). Para cada 1 < j < d definamos n; = [n;/q] a ser el largo de la clase j de
un bloque y llamemos N’ al promedio geométrico de dichos largos y S’ a su suma.

Definamos con esto para todo 1 <1 < g el hipergrafo H; inducido por los vértices:

Clase A1: (i — 1)ni+1,...,in}.
Clase Ag: (i — 1)nhy+1, ..., ink.

Clase Ag: (i — V)nly+1,...,inl.

/ / /
2ng 3ng dnj

Figura 4.2: Divisién de un hipergrafo H en ¢ = 4 bloques del mismo tamano. Debido a que las
clases de H no son multiplos de 4 en algunas de ellas sobran vértices. Las clases de los 4 bloques
H,y, Ho, Hs, H, tienen largos practicamente proporcionales a los de las clases correspondientes de H.

Con esto, para todo i, H; se distribuye de acuerdo a D(anl,“m&). Ademas los L(H;) al ser
disjuntos son independientes entre si. Notemos ademas que la uniéon de todos estos bloques no

35



Capitulo 4: Problema del subhipergrato mondtono de tamano maximo

necesariamente cubre todo H. De hecho en la clase j hay n; — ¢|n;/q] > 0 vértices sin usar. No
nos preocuparemos de dichos vértices pues todo lo que necesitamos de ahora en adelante es que

L(H) = 323y L(H,).
Por otro lado, por definicién

(Estimacion de q)

Necesitaremos del siguiente lema para estimar N,

Lema 4.5. Para toda coleccion de reales positivos (x;)1<j<d,

d d d
e -0 =]z D =
j=1 j=1

J=1

d—1

Demostracion. Lo probaremos por induccién en d. Para d = 1 se tiene igualdad, y en general para
d > 2 si asumimos que el lema es cierto para todo valor menor que d, se tendra

d—1
Ha:] H j—1)=(xq—1) Ha:] H i—1) —|—ij
1 =1 =
" [d—1 di2 d—1 =1
<(zq—1) Zlﬂj + Z:L'j
=1 j=1
d—2 d d—1

d—1
j= =1 j=

Gracias al lema anterior, a la estimacion de ¢ y a la condicién de balanceo,

1/d
N o\ 1/d a . 1/d a a . a-17"
_:H<_ﬂ> SN > H<_J_> S EE g
¢ - \q L\ L — q
Jj= j= j= j=
1 1/d 1 2N 1/d
— 2 nd_ d—l] > 2| Nl — g1 1ym(d—1)
q [ 95 ~q Atr 9o
1/d
_NY 2 jd-1pn(d=1)-x
q A7
Ahora, usando que n(d — 1) < A e imponiendo A suficientemente grande, se tiene:
N N 2 Vi N
—>N'>— [ - —gg_l] > —(1-9). (Estimacién de N’)
q q A q
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Usando la estimacién anterior y la estimacién para g, probaremos que nj,...,n), cumplen las
cotas de tamano dadas por la definicién de (¢, A, f)-mediana. En efecto recordando (4.3.1) e im-
poniendo A > 2a/(1 — 9),

N' > 5(1 —0) > %At’\(l —0) > at?,
q
A
S'b < 5b _ SbAt < gob At < 1.

Con esto, si H' se distribuye de acuerdo a D(anl n/d) y llamamos Med a una mediana de L(H'),
se tendra en virtud de la definicién de (c, A, §)-mediana, que ¢cN’t=*(1 —6) < Med’ < eN't= (1 +96).

Luego, por desigualdad de Markov y recordando que h es constante de concentracién de D y
que N' > AtM(1 —0)/2,

E[L(H")] > (1 - 26)ct—]:[/1P [L(H’) > (1= 25)6,5—]“
R )
—(1- 25)ct—]l[/ (1 —Pp [L(H’) < <1 - %) Med’D
> (1— 20) Cg' (1 —2exp (-h%l\/{ed’»
2 (1-29) % (1 e (‘%62 5) g))

/ 2
> (1— 25)655:7 (1 — 2exp (—%A)) .

Como A lo podemos tomar suficientemente grande, lo anterior se puede hacer mayor o igual que
1—M\ q . ., / A
- - . ) - = 1)
(1 —20)(1 — §)eN't™*. Luego, usando que L(H) > > 1 | L(H;), la estimacién de N’ y la definicién
de 4,

qcN'
A

E[L(H)] > ¢E[L(H")] > (1 - 20)(1 —0) > (1-26)(1 — 5)22_]:[

> (1—¢/2)M > (1— )M,

lo que concluye la demostracién de la cota inferior para la esperanza dada por (4.2.1).

Para probar la cota para la cola inferior (4.2.3) notemos que:

N
P L(H)g@-@%]g 3 P[L(H;) =s;,i=1...q].
(s1,...,8¢)€ENY
s14-Fsg<(1—€)eNt—>
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Llamemos 7T al conjunto de indices de la suma anterior y para todo T' = (s1,...,54) € T,
denotemos Pr = P [L(H;) = s;,i = 1...q|. Probaremos que Pr es exponencialmente pequena con
respecto a cNt~*. En efecto, como los L(H;) son independientes y estén idénticamente distribuidos,

Recordemos que H' tiene tamano adecuado para usar la aproximacién de la mediana. Luego,
por definicién de (¢, A, #)-mediana, si llamamos como antes Med’ a una mediana de L(H') se tendra
que para todos aquellos i tales que s; < (1 — 6)eN't™> < Med’ < (14 §)eN't™ < 2eN't™,

PIL(H') < 5] =P [L(H’) < <1 - M) Med’]

Med'
(Med’ —s;)?
< _paT ol
= 2eXp< " e
ht)\ 14— 2
< 2exp _2CN/((1 —0)eNt™" — ;)7 ).

Luego, para todo 1 <7 < g,
A
2c¢N’

P[L(H') < si] < 2exp <— max(0, (1 — §)eN't ™ — si)2>

y entonces

~InPr>->Y WmPLH) < s

> _ ¢ _ =X _ o 2.
> —qIn(2) + T Zmax(o, (1 —0)eN't Si)

Pero por Cauchy-Schwartz, recordando que N'qg > N (1 — ¢) y la definicién de 4,

q q
qz max (0, (1 — §)eN't=* — 5;)2 > Z max(0, (1 — §)eN't™* — s;)
i=1 i=1

q
> (1—0)eN'gt™ — Zsi
i=1

> (1—06)2eNt™ — (1 —e)eNt A

> eNt™ ((1-6)*(1—20) — (1 —¢))
cNe

> —.

- 2tA
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Notando que lo anterior es positivo y recordando que N > N'q, se tiene,

&
—InPpr > —qIn(2) + Zméx(o, (1 —0)eN't™ — s;)2

2¢N!
i=1
ht*  N2%e?
> —qgln(2 .
=z —qln(2) + 2cN'q 412X
heNe?
> —qIn(2) + o

cN ,
< {51, 59 €N | 81+---—|—8q§(1—€)t—>\}"17{l€a7>_<PT

heNe?
gIn(e(1 —e)eNt = /q) + qIn2 — ¢ E)

8tA

2¢e(1 — g)eNt = heNe?
qln — .
q 8t

< exp

Ahora, recordando que N < gAt* < 2N e imponiendo A suficientemente grande de modo que
32In(2e(1 — €)cA) < Ahce?, se tiene que:

c cNe?
P [L(H) <(1- a)t—];[} < exp <j—i\£ In (2e(1 —g)cA) — %)

<hN 2 heNe? >
< exp -

16t 8t
he?eN
=exp | —1 ).
P 160
Lo que concluye la demostracién de la cota para la cola inferior (4.2.3). Para demostrar la cota

inferior para la mediana en (4.2.2) basta recordar que N > At?, con lo cual el lado derecho de la
ultima desigualdad es menor o igual a
hee?
———A).
exp ( = )

Imponiendo A suficientemente grande, lo anterior se puede hacer menor o igual a 1/2. Es decir,
hemos probado que P [L(H) < (1 —¢)eNt™*] < 1/2, lo que implica que toda mediana de L(H) es
mayor o igual a (1 —&)eNt .
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Comentarios.

1. En la demostracién que acabamos de concluir encontramos que la la cota para la cola inferior
(4.2.3) se satisface para cualquier constante K < 1/16. En realidad, rehaciendo la demostracién
con cotas mas precisas, e imponiendo § mas pequenio y A mas grande, podemos hacer que K
tome cualquier valor estrictamente menor que 1.

2. La demostracién de las cotas inferiores del Teorema Principal también puede ser aplicada a
otras familias de distribuciones que no sean necesariamente modelos de d-hipergrafo como tal.
En particular, la misma demostracién es vélida para familias del tipo D = D(Ky(fl)), es decir,
para familias de distribuciones restringidas a los hipergrafos tales que todas sus clases tienen el
mismo largo. La tinica condicién que necesitamos es que estas familias mantengan la propiedad
de monotonicidad e independencia por bloques, entendiendo que los tnicos subhipergrafos
validos son los que tienen sus clases del mismo largo.

La razon por la cual la demostracion sigue funcionando en dicho caso, es que si H es un hiper-
grafo con todas sus clases del mismo largo, entonces al dividirlo en bloques “proporcionales” al
original, los hipergrafos resultantes siguen teniendo sus clases del mismo largo. Este argumento
nos servira para poder aplicar esta demostracién a la variante simétrica que se estudiara en el
Capitulo 5.

4.4. Demostracion de la cotas superiores en el Teorema Principal

En esta seccién probaremos las cotas superiores dadas por el Teorema Principal, es decir, pro-
baremos la cota superior de (4.2.1), la cota superior de (4.2.2) y la desigualdad (4.2.4).

Demostraremos en detalle (4.2.4). La demostracién de esta cota es bastante extensa, por lo cual
la hemos dividido en tres partes. En la primera parte definimos algunas variables que nos seran de
utilidad y algunas desigualdades que usaremos frecuentemente. Estas definiciones son relativamente
técnicas por lo cual se recomienda usar esta seccién mas que nada como referencia. A continuacién
demostraremos las cotas para el caso cuando el promedio geométrico de las clases del hipergrafo, N
no es muy grande, en particular cuando N = o(t?~"). Finalmente trataremos el caso cuando N es
grande.

4.4.1. Notacion y definiciones

Consideremos D un modelo de d-hipergrafo aleatorio con parametro interno ¢, constante de
concentraciéon h y que admite una (¢, A, f)-mediana. Sean ademds ¢ > 0, n < min{\/(d — 1),0 — A}
vy g : N — N como en la hipdtesis del teorema, en particular, sabemos que existe una constante
go > 1 tal que g(t) < got" cuando t es suficientemente grande.
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Definamos

62 9

5= min{l, ! E} a=a(d),b=b(d),t = t'(5), A = méx{ﬁ W} , (4.4.1)

con a(d), b(d) y t'(d) los valores entregados por la definicién de (¢, A, §)-mediana.
Elijamos ademds dos constantes arbitrarias « y (8 tales que:
A<a<fB<b—n. (4.4.2)

La idea detréds de la definicion de estas constantes es aprovechar el hecho que si p; < po entonces
Pl = 0(tp2).

Durante la demostracion encontraremos dos constantes Ky y Ko, dependientes sélo de la dimen-
sién d del problema. Con ellas, podremos elegir ¢ty mayor que ¢’ de modo que para todo t > tg, se
tenga g(t) < got",

9AN <t < tF < — 40 4.4.3
<t*<th < b ( )
Y 20K t
QL] N
< . 4.4.4
Sckoh " Int (4.4.4)

Las constantes tg y el A recién definidos seran los que entregara esta parte del teorema.

Sean ahora t >ty y un conjunto de enteros positivos ni,ns,...,ny, de promedio geométrico N
y suma S que satisfagan las condiciones de tamaifio (N > At") y de balanceo (S < g(t)N). Sea
ademds M = ¢Nt— y H elegido de acuerdo a D(K,, .. p,). Dividiremos la demostracién de la cota
para la cola en dos casos de acuerdo a si N es mayor o menor que t°.

4.4.2. Demostracién para el caso N < t°

Si N < t? podremos probar que H tiene tamaiio adecuado para aplicar la definicién de (¢, \, §)-
mediana con lo cual, recordando que D posee una constante de concentracion h, encontraremos una
cota exponencial para P (L(H) > (1 +¢)M).

Por las condiciones de tamano y balanceo, la definicién de A en (4.4.1) y la desigualdad (4.4.3),

1. N> At > at)/6 > at.

2. Sb < g(t)bN < gobt"™ P <19 /d <.

Lo anterior prueba que ni, ..., ng satisfacen las cotas de tamano dadas por la definicién de (¢, A, 6)-
mediana. Luego, si H es elegido de acuerdo a D(K,,, . n,), entonces toda mediana de L(H) estd
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entre M (1 —§) y M(1+ ). Sigue que para Med una mediana de L(H),

P (L(H) > (1+¢)M) <P (L(H) > (1 s E;\Zd_ Med) Med>

(14 &)M — Med)?/ Med?
< 2exp <_h (1 + )M/ Med] Med)
B (1 + )M — Med)?
= Zexp <_h 1+e)M >
(e —9)?
S exp <ln2 — hmM) .

Recordando la definicién de A y que 6 < &/2 < £/6, lo anterior es menor a:

. Ahéc_ he? 1) < ex g2 @_ he? u
PN 1119 ) =P\ 9% A1 1o

he?
— = M
exp< 8(1+¢) >

y luego la cota buscada para la concentracién se tiene tomando K cualquier constante menor o igual
a 1/8. Hemos probado asi que la cota se tiene cuando N < th.

4.4.3. Demostracién para el caso N > t?

En esta subseccién, probaremos la cota para el caso N > t°. En esta ocasién no podremos
probar que H tiene un tamano adecuado para aplicar la definicién de (¢, A, #)-mediana y asi obtener
la cota exponencial buscada. Sin embargo, de manera similar a como lo hicimos para probar las
cotas inferiores del Teorema Principal, podremos dividir H en bloques que si tengan esta condicién.

Particion en bloques

Definamos | = t%, L = got"% y
Mmax = ((1 + E)M~| : (445)

En lo que sigue acotaremos superiormente la cantidad P (L(H) > muyax), es decir, la probabilidad
de que H posea un subhipergrafo mondtono con al menos my, .y aristas.

Notemos que ningun subhipergrafo monétono de H puede tener un numero de aristas mayor
que el tamano de alguna de las clases de H. Esto se debe a que cada arista usa un vértice de cada
clase y en un subhipergrafo mondtono las aristas no comparten vértices. En consecuencia L(H)
debe ser menor que N, el promedio geométrico de los largos de las clases y por lo tanto, si mpax
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es mayor que N la probabilidad anterior resulta ser 0. Por esto en lo que sigue asumiremos ademas
que Mpax < N.

Sea J un subhipergrafo monétono sobre el mismo conjunto de vértices que Ky, . ,, con mmax
aristas. Definiremos una particién de E(J) en bloques de aristas consecutivas, de modo que cada
bloque no ocupe mas de L nodos consecutivos de cada clase de particién y cada bloque no tenga
demasiadas aristas. Especificamente, si llamamos

Smax = \‘%mmaxJ (446)

pediremos que cada bloque de la particion no tenga mas de Syax aristas.

Dadas dos aristas e y € de J, con e < ¢, denotamos e, €] al subconjunto de aristas ubicadas
entre e y €, usando el orden natural (coordenada a coordenada) definido anteriormente. Es decir

le,e] ={f € E(J) | e<f<e}

Denotaremos particién en bloques de E(J) al conjunto P(J) = {le;,e] | 1 < i < g}, con
e = ('U;Z), vgl), e vé”), € = (~§1)75§Z)7 . T)C(;)), construido de la siguiente forma:

1. e; es la primera arista de E(J).
2. Una vez que e; estd definida, €; es la mayor arista de E(J) que cumple:

a) [e;, €] tiene a lo mas Syax elementos.
b) T)](-i) — v](-i) < L para todo 1 < j < d. (Esto es, con un poco de abuso de notacién,

recordando que cada clase de particién de K tiene sus nodos numerados 1,2,...,n; ).

3. Una vez definido €;, si todavia quedan aristas mayores en E(.J), tomamos e;+1 como la arista
inmediatamente mayor a €;.

()

Figura 4.3: Particién en bloques de un hipergrafo H. Cada bloque [e;, €;] posee a 1o més syax aristas
y cada clase de un bloque no tiene més de L vértices.
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La particién en bloques definida de esta forma, es una particién de F(J) en ¢ bloques consecu-
tivos. Probaremos las siguientes cotas para g:

N 3N

T <qg< - (Estimacién de q)

En efecto:

o Cada bloque tiene a lo més spax aristas, luego ¢ > mmax/Smax > N/L.

o Denotemos blogues cortos al bloque final [e4, €,] v a todos aquellos bloques que tengan ex-
actamente sp.x aristas. Sea By C [¢] el conjunto de indices de los bloques cortos. Luego
Mmax > (|Bol = 1)$max = (| Bo| — 1) (mmaxl/N — 1). Como muyaxl/N es suficientemente grande,
sigue que |By| < 2N/I.

o Denotemos bloques regulares a aquellos bloques que no son cortos y sea By = [¢]\ By. Ademas,
llamemos cubrimiento del bloque a todos los nodos contenidos entre la primera arista del
bloque (inclusive) y la primera arista del bloque siguiente (sin incluir).

Por definicién de la particién, si el bloque i-ésimo es regular, entonces se tendrda que para
alguna de las clases j, v](-ZH) — v](-l) > L. Sigue que Z;-l:l(v](”l) — v](-l)) > L. Es decir, el
numero de nodos que cubre el bloque es al menos L. Como todos los nodos son cubiertos por

exactamente un bloque, se concluye que |B;| < S/L < Ngot"/L = N/I.

o Las observaciones anteriores dicen que ¢ = |By| + |B1| < 3N/I.

Tipos de particiones

Sea s; el numero de aristas de E(J) en el bloque i. Definimos el tipo de la particién T'= T'(M)
a la 3¢-tupla
T = (e1,€1,51,...,€q g, Sq)-

Sea ademés T el conjunto de todos los posibles tipos de particiones de un subhipergrafo monétono
de K con mpax aristas.

Lema 4.6. Para alguna constante K1 que solo depende de d,

|T| < exp <K1¥ lnl> :

Demostracion. Notemos que las aristas e; se determinan completamente al indicar sus vértices.
Luego el ntimero de formas de elegir eq,...,e, es a lo més el nimero de elegir ¢ elementos en cada
uno de las clases de particion de los nodos, es decir Hle (Zl) Similarmente, el nimero de formas
de elegir €1, ..., ¢, estd acotado por la misma cantidad.
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Por otro lado, el niimero de elecciones para los s; es menor que el nimero de particiones de myax
en ¢ sumandos positivos. Como asumimos al principio de la subseccidn que mmyax < N, se tiene que
la cantidad anterior es menor que (];7 ). Usando la estimacién (7) < (ea/ b)® se obtiene que, para un
q fijo, el nimero de tipos esta acotado por:

N d n; 2 d 2 2%
L1 R S A

Usando las estimaciones obtenidas para ¢ se obtiene que:

[3N/1] (142d)3N/1
|7‘| < Z (eN/q)‘I(H?d) < 3¥ (%) _ 3¥(el)(1+2d)3N/17
q=[N/l]

y luego:

In|7] <In <g> +(1+ 2d)3¥ (1+1In(l) <(2+ 2d)3¥ (1+1In(l) <1+ d)12¥ Inl. W

Probabilidad de un subhipergrafo monétono con un tipo de particién de bloques

A continuacién veremos que para cada tipo fijo 1" la probabilidad de que un hipergrafo elegido
segun D(K,, . n,) contenga un subhipergrafo monétono del tipo 7' con mpyay aristas es exponen-
cialmente pequena con respecto a M.

Lema 4.7. Para cada tipo T € T, la probabilidad Pr de que un hipergrafo elegido segin D(Ky, . n,)
contenga un subhipergrafo mondtono J con Mg, aristas, tal que T'(J) =T cumple,

62
Pr < —Koh——M
v <o (o)

para alguna constante absoluta, Ko > 0.

Demostracion. Sea T' = (e1, €1, 51,...,€q, €, Sq) un tipo de particién y, como antes, para todo i,
llamemos e; = (vy),vg),. (Z)> ye = ('17%2),'652), .. (Z)) Sea H elegido de acuerdo a D(Ky, .. n,),
v sea H; el subhipergrafo inducido por los vértices entre e; y €;, es decir por los vértices

vgz),vy)—kl, ... ,T)gi),

vgl),vgl)—l—l, e 55”,

vg),vg)—l—l, e ,T)C(li).
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(@) (#)

Notemos que H; se distribuye de acuerdo a D(K () (9 (i)), donde n'? = 1 — 4
nyny Ny J J

J
largos en cada clase de particion. Ademas. si existe un subhipergrafo J de H tal que T'(J) = T,
entonces se debe tener que L(H;) > s; paratodo i =1,...,q.

+ 1 son los

Como los eventos L(H;) > s; son independientes para distintos i (recordar que D es un modelo
independiente por bloques), se tiene que:

q
Pr < 1_[11P [L (D <Kn§i)7néi)’m7nl(ii))) > Si] .
1=

N\ 1/d
Denotemos por N; = (H?:l ng-l)) al promedio geométrico de los largos de las clases de H; y

por S; = Z;'l:1 ny) a su suma. Si para cada i, los tamanos de las clases de H; cumplen las cotas

de tamano en la definicién de (¢, A, #)-mediana, entonces todas las probabilidades anteriores seran
pequenas.

Por construccién de los bloques: ngi), ng), e ,ng) < L. Luego
Sib < dbL = godbt"t* < 7.

Sin embargo, la cota inferior en el tamafio, N; > at, puede fallar por lo cual artificialmente
aumentaremos el tamano de los bloques donde esta condicién falle. Especificamente, definamos
para todo i:

ﬁgi) = méx(énlAt)‘/N,ngi)),
ﬁg) = méx(dng At* /N, ng)),

ﬁg) = max(dngAt* /N, ng)).

_ 1/
Como es costumbre, llamemos N; = (H =17 > al promedio geométrico de los nuevos largos

de las clases y S; = Z;l:l ﬁgi) a su suma.

Notemos que si aumentamos los tamanos de las clases de particién de un hipergrafo, por mono-
tonicidad, la probabilidad de que posea un emparejamiento monétono de s; aristas aumenta. Luego

Pr < ﬁ]P [L(D<Kn£1) e n(_d))) > Sz} < ﬁ]P {L(D(Kﬁ§1)7ﬁ£2)’m7ﬁ£d)>) > si] .
i=1 =1

STy Ty Ty

Veamos que los nuevos largos si cumplen las cotas de tamano buscadas. En efecto, recordando
la desigualdad (4.4.3), podemos ver que para todo j,

onjAtY N < dnjt® /N < §St™/N < 5g(t)t* < §got*™ = 6L < L.
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i . (i
Luego, como los ng.) también son menores que L se concluye que los ng.) son menores que L y con

esto, al igual que antes de agrandar los bloques, S;b < .
Por otro lado, recordando que A > a/4,
N, = (ﬁ n§”> v > % <ﬁ nj>1/d — §A > at’.
j=1 j=1
Sigue que los nuevo tamanos cumplen las cotas dadas por la definicién de (¢, A, #)-mediana.
Sea ahora Med; una mediana de L(D(Kﬁ}ﬁ%___ﬁ?), t)). Por definicién de (¢, A, §)-mediana,
(1 —8)eNit™> < Med; < (1 +8)cNit™,

Luego, para los i tales que s; > (14 8§)cN;t~® > Med;, usando que h es constante de concentracién
para el modelo, se tendra

P [L(D(Kﬁ(l) e ﬁ(d>>> > si] < 2exp <—h((si/M—edi) _ 1)2Medi>

O, s: / Med;
i — Med;)?
— 2exp <—h@>
Si
o N A2
. <_h(sl 0+ Bt >

Luego para todo 7, recordando que s;, el nimero de aristas del bloque i es a lo mas Spyax,

v [L <D(Kﬁ§“,ﬁ<2> ﬁ<_d>)> > sz} < 2exp <_hméx(078i —(1+ 5)cﬁit—k)2>

i ety Si
max(0,s; — (1 + 5)cﬁit_)‘)2>

Smax

< 2exp <—h

Con esto:

ez (I (o0, 2]
= — zq:ln (]P [L (D (Kﬁ(l) a® ﬁ(-‘”)) = SZD

s
I
—_

i Ty ey

m&x(0, s; — (14 8)eN it )2,
Smax i—1

Acotemos inferiormente la suma del lado derecho de la tltima expresiéon obtenida. Para ello
usaremos la siguiente desigualdad de Holder generalizada:
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Lema 4.8 (Desigualdad de Hélder generalizada). Para toda coleccion de nimeros positivos x; j,
l<i<q 1<j<d,
d

q d d q
D ITws | <11«

i=1 j=1 j=1i=1

N 1/d
Usando la desigualdad anterior, para la coleccién x; ; = (ﬁy)) , se tiene que

1/d

MQ

q d d q
> %> [T = (T2
j=

i=1 =1 j=1 14i=1
d
< H Z n(l + 5n]At)‘/N
j=1i=1

d
< H (nj + 5qn]At)‘/N

||':|:_

n}/ 1 + 5thA/N) .
Recordando las cotas obtenidas para ¢ y la desigualdad ( , se concluye que:

E:NpgNﬂ+&MF*Q§NU+ﬁB)§Nﬂ+5)
=1

Usando la desigualdad anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y recordando que la suma
de los s; es exactamente mmax = [(1 + €)M, se tiene:

q q
qz max (0,s; — (1 + 0)cN;t=) Z (0 si—(1+ 5)cN,-t_A)

> Mpax — ( 1+5ct

|MQ

> M(1+¢)— M1+ 5ﬁ

Veamos que el lado derecho es positivo, para eso recordemos que por definicién 6 < /6 . Con
esto,
(14+e)—(1+6)2=e—-20—-02>ec—36>¢/2.

Es decir:

qz méx (0,s; — (1+ 5)cﬁit_A)2 > #
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Lo anterior implica que:

q

_ 2
—InPpr > —qIn(2) + max (0, si— (14 5)cNit_)‘>

Smax i—1
h 2 M?

> —qln(2) + :
( ) Smaxq 4

Ademas, por definicién,
s <(l+¢) —l
max ——= N .
Luego:

hNeZM

—InPpr>—qn(2) + ——.
P2 =g+ 3500
Finalmente, recordando que ¢ < 3N/I, y que [ > 9At», se concluye que:

N In(2) n he? M
A 12(1 +¢)

_cN he? ~ In(2)
ot \12(1+e)  34c )’

Dado que A > 81n(2)/(hcé) y 6 <e2/(1 +¢),

—lnPT > —

n P > cN he? hé
=120 1) 24
e2 WM
> a4
“(+e) 24

con lo cual la constante Ky buscada en el Lema 4.7 resulta ser positiva y mayor o igual que 1/24. B

Demostracién de la cota para la cola superior para el caso N > ¢

Demostracion de (4.2.4). Tenemos que

P [L(D(Knyn,.na)) 2 Mimas] < T;PT < | T mix Pr.
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De los Lemas 4.6 y 4.7, la desigualdad (4.4.4) y la definicién de 4,

N e
P [L(D(Kny ns,...n4)5 1)) 2= Mimax] < exp <K17 It K2hmM>

Int g2
- KiaN—t _ Koh—"" M
eXp< 1Y S e >

< - - . [
exp < 5 P K2h(1 3 M>

K2h€2
< _ et Ay
—eXp< 2(1 +¢) >

Recordando que K era una constante absoluta (1/24), se tiene que cualquier constante K menor o
igual a 1/24 sirve para la cota de concentracién dada por (4.2.4). |

4.4.4. Demostracion de la cota superior para la esperanza y mediana en el Teo-
rema Principal.

Ahora probaremos las cotas superiores de (4.2.1) y (4.2.2). Para la demostracién de la cota
superior de la esperanza, observemos primero que en la demostracién anterior, para d y 7 fijos, A y
to dependen solamente de § y que para todo € > 2, 6 = d(e) =1 (Ver (4.4.1)).

Sean ahora g9 > 0, d, n y g como antes y K la constante entregada por la desigualdad (4.2.4)
que acabamos de demostrar. Sea ademads, dy = d(¢/2) como en (4.4.1) y Ay una constante suficien-
temente grande como para que

KhCA()E% €0 8 ‘
- < — < ) El , d A
o < i(1+e/2)) 12 7 CAZKh €0 (Eleccién de Ay)

Definamos A = max{A(d), A(1), Ao} y to = max{to(do), t0(2)}.

Sean ahora t > to y valores ni,...,nq de promedio geométrico N y suma S que satisfagan las
condiciones de tamano y balanceo para estas constantes tg y A recién definidas, es decir, tales que:

N >At* y Sb<g(t)N.

La eleccién de tg y A garantiza que la desigualdad (4.2.4) es valida tanto para e = £y/2 como para
todo € > 2.

Sea H elegido de acuerdo a D(K,,,,. . n,) vy M = c¢Nt=*. Notemos primero que:

E[L(H)] = E[L(H)1{g,(14e0/2)0m) (L(H))] +
E[L(H) 1 (14e0 /2)m,30) (L(H )] + BIL(H) Tigpz,00) (L(H)))-
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Acotemos cada término por separado. El primero queda:

E[L(H) 1o, (14e0/2)0)(L(H))] < (1 +€0/2) M.

El segundo queda gracias a la desigualdad (4.2.4),

E[L(H)L{(14eq/2)0,30) (L(H))] < SMP[L(H) > (1 +£0/2)M]
Khe3/4 cN
(1+¢c0/2) tT>

Khel /4 Meg
< 3M — 0V 4 ) < —=.
=7 exp< (1te0/2)" °>— 1

< 3M exp <—

Notando que para ¢ > 2, €2/(1 + ) > /2, se tiene que

ELLU) L) (D) < [ TPIL(H) > (14 2)M] de

o K he?
< — M| d
—/2 e"p< (1+9) ) )
g/ exp (—@M> de
9 2

2M oM Meg
—MKh) < < <
exp( )< PR S 22kh S 4

~ MKh
En resumen,
E[L(H)] < (1+e0/2)M + Meo/4 + Meo/4 = (1 +9) M.

Lo que completa la demostracién de la cota superior para la esperanza.

Para ver la cota superior para la Mediana, sea ¢ > 0 y sean A y tg las constantes asociadas a
este € en la demostracién de la cota para la cola superior (4.2.4). Si definamos

;o (I1+¢)In(2)
A" = max {A, Khe [

entonces para todo t > tg y todo nq,...,ny, de promedio geométrico N y suma S que satisfagan las
condiciones de tamano y balanceo para esta nueva constante A’ recién definida, es decir, tales que:

N>At y  Sb<g(t)N,

se tendré:

P[L(H) > (14+¢e)M] <exp | —Kh i N <exp|—Kh < cA') <1/2
- =P 1+e ) =P 1+e¢ -

lo que implica que toda mediana de L(H) es menor o igual que (1 + ¢/2)M. Esto concluye la
demostracién de la cota superior para la mediana, lo cual finaliza la demostracién del Teorema
Principal.

o1



Capitulo 4: Problema del subhipergrato mondtono de tamano maximo

Comentarios. En la demostracién anterior se probd que la cota para la cola superior (4.2.4) se
satisface para cualquier constante K < 1/48. Sin embargo, al igual que en la demostracién para
la cola inferior, si se rehace la demostracion con cotas mas precisas, se puede hacer que K tome
cualquier valor estrictamente menor que 1.

4.5. Resultado para el modelo de d palabras aleatorias

En esta seccién probaremos que el modelo de d-palabras aleatorias admite una (c, A, #)-mediana,
lo cual, gracias al Teorema Principal nos permitira obtener estimaciones para la media y la mediana
del tamano del subhipergrafo monétono més grande para este modelo.

Probaremos en particular que la constante c en la definicién de (¢, A, §)-mediana para este modelo
corresponde exactamente a la constante de Ulam para el problema de la secuencia creciente mas
larga en d-dimensiones, denotada generalmente como cg.

4.5.1. Problema de la secuencia creciente mas larga o problema de Ulam

Dada una permutacién @ € S5, llamamos secuencia creciente de largo L a toda secuencia
1<ip <ig <+ <ip <n tal que W(il) <7T(i2) < - <7T(iL).

Ulam [18] en 1961, fue al parecer el primero en proponer la siguiente pregunta: ;Cuan rapido
crece el largo esperado de la secuencia creciente mas larga de una permutacién en S,, con respecto
a n? Por dicha razén, el problema de determinar el comportamiento de dicho largo también es
conocido en la literatura como el problema de Ulam.

Denotemos LIS(n) a la variable aleatoria correspondiente al largo de la secuencia creciente
mas larga de una permutacién escogida de manera uniforme en S,,. Usamos esta notaciéon por las
siglas en inglés del problema Longest Increasing Sequence. Ulam [18] dio un anélisis preliminar para
determinar el comportamiento de esta variable. Usando simulaciones de Monte Carlo, Ulam noté
que el valor esperado de LIS(n), a medida que n crece se aproxima a 2/n. Hammersley [19] en 1972,
dio una demostracién rigurosa de la convergencia en probabilidad de LIS(n)//n a una constante,
conjeturando que dicho valor es 2. Cinco afios mas tarde, trabajos de Logan y Shepp [20] y de
Vershik y Kerov [21] permitieron demostrar la veracidad de dicha conjetura.

Reescribamos el problema anterior de una manera que nos serd mas 1til para nuestros propositos.
Sea 7 € S, una permutacién y sea X = X (7) el conjunto X (7) = {(¢,7(7)) | 1 <i < n}. Con esto,
toda secuencia creciente de 7 puede verse como una cadena (subconjunto totalmente ordenado)
de X usando como orden el orden natural en N? (es decir: (a,b) < (¢,d) <= a < cAb<d).

Usando la interpretaciéon anterior, podemos extender este concepto a més dimensiones (el caso
original, corresponde a 2 dimensiones). Para d un entero positivo, y n € N, consideremos d — 1
permutaciones, 71, ...,mg—1 € S,. Sea ademds X el conjunto {(7,m1(i),...,mq—1(2)) | 1 <i<mn}.
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Llamaremos secuencia creciente de largo L de las permutaciones m1,...,m4_1 a toda cadena de
largo L en (X, <), donde (ay,...,aq) < (b1,...,bs) <= a; < b; para todo i.

Analogamente al caso 2-dimensional, llamemos LIS;(n) a la variable aleatoria correspondiente
al largo de la secuencia creciente més larga de d — 1 permutaciones 71, ...,m4_1 elegidas de manera
uniforme e independientemente en S,,. El problema de Ulam d-dimensional corresponde entonces a
estudiar la distribucién de la variable LIS;(n).

El problema anterior puede ser visto también como un problema geométrico de la siguiente
manera. Sean d y n enteros positivos fijos. Consideremos (1), Z(2),...,Z(n) a ser n puntos elegidos
de manera independiente y uniforme en el cubo unitario d-dimensional [0,1]?. En este espacio
definimos el orden parcial natural < como: § < 7 <= y; < z para todo 1 < ¢ < d. Denotamos
Hgy(n) al largo de la cadena més larga que podemos formar en este orden parcial. Se puede probar
que Hy(n) y LIS4(n) siguen la misma distribucion.

Bollobas y Winkler [11] probaron en 1992 que para todo d existe una constante c¢; tal que
Hy(n)/&n (y luego LIS4(n)/«/n) tiende a ¢4 en esperanza y en probabilidad cuando n — oco. Los
valores para dichas constantes, denotadas constantes de Ulam, no se conocen salvo por las dos
primeras: ¢c; = 1y co = 2, pero se sabe [11] que para todo d, ¢g < e y que limy_,, cqg = e.

4.5.2. Reduccién al problema de Ulam

Volvamos a nuestro problema. Sea H un hipergrafo elegido de acuerdo al modelo de d-palabras
aleatorias X(Kp, ny...ny. k), v sea H' el subhipergrafo de H obtenido al remover todas las aristas
incidentes en nodos de grado 2 o mayor. Denotemos E 'y E' a E(H) y E(H') respectivamente. Para
estimar una mediana de L(H) serd necesario mds adelante estimar L(H'). Notemos, sin embargo,
que L(H') es precisamente el largo de la cadena més larga que podemos formar en E’ usando el
orden natural de aristas. En otras palabras, L(H’) es el largo de la secuencia creciente mds larga
de d — 1 permutaciones en {1,2,...,|E’|}.

La observacién anterior nos permitira utilizar los resultados existentes para el problema de Ulam
en el andlisis de nuestro problema. En particular, el siguiente teorema de Bollobas y Brightwell [10]
de concentracién de la secuencia creciente mas larga d-dimensional nos serd de utilidad.

Teorema 4.9. Para cada entero d > 2, existe una constante Dy tal que, para m suficientemente
grande,

AD 1/2d1
P | |LISq(m) — ELISy(m)| > 22 08T ) — gop2e—°
log logm

para todo X con 2 < X\ < m'/?¢/loglogm.

No usaremos directamente el teorema, sino que demostraremos y usaremos el siguiente corolario:

Corolario 4.10. Para todo entero d > 2 y todo t > 0 y a > 0, existe un mo(t, «, d) suficientemente
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grande tal que si m > mg, entonces
P (] LISg(m) — cqm?| > tcdml/d> < a.

con cq la constante para el problema de Ulam d-dimensional.

Demostracion. Sean d, t y a como en la hipdtesis y sea Dy la constante dada por el Teorema 4.9.
De la definicién de la constante de Ulam [11], sabemos que lim,,_ o ELISz(m)/&/m = c4. Luego,

podemos elegir un mg = mg(t, a, d) suficientemente grande tal que para todo m > my las siguientes
condiciones se cumplan:

1. [ELISg(m) — cqm!'/?| < tegm!/?/2.

2. A= A(m) def tea m*?d1og log m mt/2d

2Dy log m ~ loglogm’
3. 80NZe~N <«

4. El Teorema 4.9 es valido para m.

Estas condiciones se puede obtener pues (loglogm)? = o(logm) y lim,,; sc0 A(m) = oc.
Sigue que, para todo m > my.
P (\ LISq(m) — cgm?| > tcdml/d)

<P (| LISq(m) — BELISy(m)| 4+ [ELISy(m) — cgm*?| > tcdml/d)

b ml/d
<P <|LISd(m)—IE)LISd(m)| > L )

2
P <| LISq(m) — E LIS4(m)| > Cllog log mg
< 80AZe ™ < a. -

4.5.3. Aplicacién del Teorema Principal al modelo de d-palabras aleatorias

Como ya se dijo al principio de la seccién, demostraremos que el modelo de d-palabras aleatorias
admite una (c, A\, #)-mediana. Para ello necesitaremos un par de lemas que nos permitiran estimar

L(H).

Lema 4.11 (Desigualdad de Chebyshev para indicatrices). Sean Xi,...,X,, variables aleatorias
que sdlo toman valores 0y 1 y sea X = >, X,,, su suma. Sea ademds A = > g)ing BIXiXG].
Para todo t > 0,

1

PlIX - B[X]| > 1] < 5 (B[X](1 - BIX]) + A)
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Demostracion. Por desigualdad de Chebyshev, P[|X — E[X]| > t] < Var[X]/t?. Ademés,
Var[X] = E[X?] - B[X]* =) Y E[X;X;] - E[X]*=A+ Y E[X?] - E[X]%.
i=1 j=1 i=1

Como los X; son tales que X? = X;, lo anterior es igual a A + E[X] — E[X]?, con lo que se concluye
la demostracion. [ |

Lema 4.12. Sinq,...,ng son los largos de las clases de H, y llamamos S = Z?:l n; G Su suma y

1/d
N = (H?Zl nl) a su promedio geométrico, entonces:

Nd
ElE] = = (4.5.1)
Nd [k—1\""¢_ N S
EIEN = = (T > > T (1 - E) : (4.5.2)
N4S
E|E\E'| < =7 (4.5.3)
Ademds, para todo n > 0,
1 1 [ [k—1)\%"
PIE —E[EN >nE[lFl< ——+ = | | —— —1]. 4.5.4
18" = BIE 2 BB < oo + ((,H) ) (454

Demostracion. Sea K = Ky, n,, y para cada arista e € E(K), llamemos X, e Y, a las indicatrices
de los eventos e € E y e € E’ respectivamente. Con esto,

B= Y X. vy |E= ) Y.

c€B(K) e€E(K)

Ademas,

1 d 1 S—d 1 E—1 S—d
EY ] =k( - == =7aI1\ 1 .
k k kd—1 k
Notando que |E(K)| = H?Zl n; = N? se concluye (4.5.1) y la primera igualdad en (4.5.2).

Por otro lado, usando una desigualdad de Bernoulli,

N 1\°7¢_ N4 S—d N S
B = (1) 2 (05 2 (1 F)
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y luego

N&S

E[|E\E'] = B[E| - E[E] < -7

Esto concluye (4.5.2) y (4.5.3).

Para la ultima parte del lema, sean e y f dos aristas distintas de E(K). Tenemos dos casos:

Caso 1. SieN f # &, entonces e y f no pueden aparecer juntas en E’, por lo tanto E(Y.Y}) = 0.

Caso 2. SieN f = & entonces

E(Y.Y;)=P(ec E',f € F') = Zi:;( >2d (1_ %>S—2d

k(k} _ 1)(]€ _ 2)5—26[ - (k _ 1)25 2d ks_l(k _ 2)5—2d
LS RS2 (g —1)25-2d-1

— BV)E(Y))- (M)S - (%)d .

(k—1)
Notando que k(k — 2) < (k — 1)? para todo k, lo anterior es menor o igual que:

B(Y,)B(Y) - (%)d

Del anélisis anterior se deduce que :

def ENENN\2 [k —1)\2¢1 / E—1)2-1
A% S mwyp<leniens—al (S0) (55) <miEr ()
(e.f):ef

Aplicando la desigualdad de Chebyshev para indicatrices (Lema 4.11) a las variables Y, y llamando
= |E’|, se obtiene:

IN

P(Y —EY)| = nE(Y)) (BY) +A - E(Y)?)

(nE(Y))?
1 1 [ [k—1\%1
PRY) TP <<ﬁ> - 1) | .

Gracias a los lemas recién probados podemos mostrar la siguiente estimacién para la mediana

de L(H) cuando H es elegido de acuerdo a X(Kp, ny...nys k).

IN

Proposicion 4.13. Sea 6 > 0, d > 2, y un conjunto ni,ns,...,ng de enteros positivos de suma

S = Zle n; y promedio geométrico N = (Hf n )l/d Definamos M = cqN/k* =% con ¢ la

constante de Ulam d-dimensional. Ezisten constantes C = C(0) y K = K (9) suficientemente grandes
tal que:
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1. Sik>K,N > C’k:l_l/d, 1254 < 5cdk:d_1+1/d y S < k/2, entonces toda mediana de la variable
L(X(Kp,,. . .n, k) es menor que (1 4+ 6)M.

2. Sik>K,n>Ck'"YyS < k)2, entonces toda mediana de L(X(Ky,.. n,, k) es mayor
que (1 —9)M.

Demostracion. Sea H un hipergrafo elegido de acuerdo a ¥ (K, . n,, k) y asumamos las hipdtesis
de la proposicién. Probar la proposicién es equivalente a mostrar que

PIL(H) > (1+0)M] < 1/2. (4.5.5)

y que

P[L(H) < (1 - §)M] < 1/2. (4.5.6)

Probemos (4.5.5), para ello notemos primero que L(H) < L(H') + |E \ E’|. Con esto:

P[L(H) > (1+86)M] <P [L(H)+|E\E'| > (1+6)M]
<P[LH')+|E\E|>(1+40)M,|E\E|> Md/2|
+P [L(H") 4+ |E\E'| > (1+0)M,|E\ E'| < Md/2]
<P[E\E|>Mj/2] +P [LH") > (1+6/2)M]

<P[E\E|> M52 +P [yE'\ > (1+ 5/2)Md/cg}
+P [L(H’) > (14 6/2)M,|E'| < (1+ 5/2)Md/c§ﬂ .

Acotaremos los tres términos de la derecha uno a uno. El primer término lo acotaremos usando la
desigualdad de Markov, la desigualdad NV < S y el Lema 4.12 como sigue:

Mo

1-1/d d d—1 d

5Cdn kd o 5Cdk7d_1+1/d - 5Cdk’d_1+1/d

1
< -.
6

El segundo término lo acotamos usando el Lema 4.12, obteniendo:

P [|E'| > (1+0/2)M%/ci] <P [|F'| = (1+6/2)E[E'[]

P N e o
~ SE[E'] & k—2 '
Recordando que S < k/2 e imponiendo K = K (§) suficientemente grande lo anterior se puede hacer

menor que:
4fd-1 4
2 \7d + _2(
2NA(1—S/k) 6

8kd—1 1 8 1
486%) < )
80%) < 2Nd 12 — §2¢d " 12

Tomando C'? > 96/52, lo anterior es menor o igual que 1/6.
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Para el tercer término, consideremos m = |(143/2)M?/c%]. Usando la desigualdad de Bernoulli
(I14+2)*<l+4+axrparax>—-1y0<a<]l,se tiene:

P [L(H’) > (14 0/2)M,|E'| < (1+6/2)M?/c| < P [LIS;(m) > (1 + 8/2)M]

| (1 +6/2)cqm™/?
<P LISd(m) > (1 n (5/2)1/d ]

i 1+6/2 14
<P > —
< _LISd(m) Z 17 5/2dcdm

<P :LISd(m) > <1 I 1)5> cdml/d] .

2d+6

Necesitamos que N sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 4.10. Especificamente
si llamamos ¢t = (d — 1)§/(2d + ) e imponemos C% > mq + 1, con mg = mg(t,1/6,d) como en el
corolario 4.10, se tendra que:

m=[(1+6/2)M?/cf] = |(1+6/2)N /K] = |C?) = my

y luego, usando la conclusién de dicho corolario,
P [L(H’) > (1+6/2)M,|E'| < (1+68/2)M%/c] < 1/6.

En resumen,

PIL(H) 2 (1+8)M] < -,

=2

_|_

Ll
6

| =

que es lo que queriamos probar.

Probemos ahora (4.5.6). Para ello notemos primero que si § > 1, el resultado se tiene pues toda
mediana de L(H) es positiva. Luego asumamos en esta parte que 6 < 1. Como L(H') < L(H), se
tiene que

PL(H) < (1 - 0)M] < P [L(H') < (1= §)M,|E'| < (1 - §)M?/cf]
P [L(H’) <(1-0)M,|E|>(1— 5)Md/c§ﬂ
<P[IE| <0 -aM
P [L(H') <(1-0M,|E|>(1- 5)Md/cg} .

Al igual que antes, acotamos los términos por separado. El primer término lo acotamos de manera
similar al segundo término para el caso anterior, obteniendo:

P15 < - oprtyel] = 127 < (- o] < |19 < 1 me])

1-S/k

<v 1) < {5 hmie] < fie < (1- 3w

SR s A S
= SE[E] 2 \\ k-2 ‘
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Recordando que S < §k/2 < k/2 y que podemos tomar K = K () suficientemente grande lo anterior
se puede hacer menor que:
k41 4
2 N d + _2(
02Nd(1—S/k) ¢

326%) <
Tomando C? > 64/62, lo anterior es menor que 1/4.
Para el segundo término, tomemos m = [(1 — §)M9/c4]. Usando una desigualdad de Bernoulli,
P |L(H) < (1= )M, [E| > (1 = )M*/cf] < P[LISy(m) < (1 - 8)M]
=P [LISd(m) <(1- 6)1_1/dcdm1/d]

<P [LISd(m) <1-(1- 1/d)5)cdm1/d] .

Ahora necesitamos que m sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 4.10. Es-
pecificamente si llamamos ¢ = (1 —1/d)d e imponemos C > (mo/(1 — 5))1/d con my = myo(t,1/4,d)
como en el corolario 4.10, se tendrd que:

m>(1-0)M¥/cd=(1—-8N/k¥ > (1 -6)C? > my.
Y luego, usando la conclusion de dicho corolario,

P |L(H') < (1 - 8)M,|E| > (1 - 5)Md/cg] <1/4.

Resumiendo:

PIL(H) < (1-M] <+ =5

B~ =

+

EN-

lo que concluye la demostracion. [ |

Gracias a la proposicion anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.14. El modelo X de d-palabras aleatorias de pardmetro interno k admite una (c, A, 0)-
mediana, con

(e, N\, 0) = (cq,1 —1/d, 1 —1/d +1/d?),

donde cg la constante para el problema de Ulam d-dimensional.

Demostracion. Sean ni,...,ng con promedio geométrico N y suma S a especificar mas adelante, y
sea H elegido de acuerdo a X(K,, _,,,k). Sean ademas M = cN/k* = caN/E'=Y4, 5§ >0, O(6) y
K (§) como en la proposicién anterior.

Definamos a(d) = C(9), b(d) = (12/(5cd))1/d y K'(6) > K(0) suficientemente grande de modo
que para todo k > K/ (8), k11414 < min{5/2,1/21b(6)k. Con esto, si k > k() y se satisfacen las
cotas de tamafio para estas constantes, es decir, N > a(8)k' ="/ y Sb(8) < kl_l/d+1/d2, se tendrdn
todas las hipdtesis de la proposicién anterior. Con esto toda mediana de L(H) estard entre (1 —0)M
y (14 0)M. [ |
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Gracias a este ultimo corolario podemos aplicar el Teorema Principal al modelo de d palabras
aleatorias, recordando que en este caso h = 1/(4d) es constante de concentracién para el modelo.

Teorema 4.15 (Teorema de estimacion para el modelo de d-palabras aleatorias). Sean € > 0 y
g : N — R una funcién tal que g(k) = O(k") para un cierto 0 < n < 1/d*. Ezisten ko y A
suficientemente grandes tales que si k > ko y los valores ni,...,ng de promedio geométrico N y
suma S cumplen

N > k14, (Condicién de tamano)
S < g(k)N, (Condicién de balanceo)

se tiene, definiendo M = ch/k‘l_l/d, con cq la constante de Ulam d-dimensional,
(1—e)M <E[L(X(Kn,, . ng k)] <1 +e)M. (4.5.7)

Por otro lado, si Med[L(X(Ky, ... n, k)] es una mediana de L(X(Ky, .. ny k),

(1—e)M < Med[L(X(Kp,...ny k)] < (1+4¢e)M. (4.5.8)
Ademds, existe una constante absoluta C' > 0 tal que para k y ny,...,ng como antes:
C
P L(E(Kn,,..ng: k) < (1—e)M] <exp —Es M), (4.5.9)
C &2
P [L(3(Kp,,..ny, k) > (14+e)M] < exp “I1is EM . (4.5.10)

4.6. Resultado para el modelo binomial

En esta seccion veremos que, al igual que el modelo anterior, el modelo binomial admite una
(¢, A\, 0)-mediana y luego podemos aplicar el Teorema Principal en este modelo.

Consideremos en lo que sigue H elegido de acuerdo al modelo binomial G(Ky, . n,,p), vy H' €l
subhipergrafo de H obtenido al remover todas las aristas incidentes en nodos de grado 2 o mayor.
Denotemos E'y E' a E(H) y E(H'). Usando el mismo método de la seccién anterior, encontraremos
una estimacién de la mediana de L(G(K,, ... n,,p). Para ello, necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 4.16. Para todo conjunto de numeros positivos ni,...,nq, Si definimos S = 2?21 nj,
d 1/d N d d d N d—1

N = (szl nj> y N = <Hj:1(nj - 1)) entonces N® — N* < S+,

Demostracion. Aplicacién directa del Lema 4.5 |
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: d d ld = d d
Lema 4.17. Si S =3 n;, N = (][, nj> y N = (Hj=1(”j — 1)) entonces:

/N

E[|E[] = N, (4.6.1)
E[|E|] = N%(1 - p)N"N" > Np(1 - 57 1p), (4.6.2)
E[|E\ E'[] < NS 1p? (4.6.3)
Ademds, para todo n > 0,
1

PIIE'| - BIEN| = nEIE"|)] < (4.6.4)

PE[E]

Demostracion. Sea K = Ky, n,,y para cada arista e € E(K), llamemos X, e Y. a las indicatrices
de los eventos e € E y e € E’ respectivamente. Con esto,

|E|: Z Xe y |E,|: Z Ye.

c€B(K) c€E(K)

Ademas, para todo e, se tiene que E[X.| =py E[Y.] =p(1 — p)Nd_Nd. Notando que |E(K)| = N¢
se concluyen (4.6.1) y la primera igualdad en (4.6.2).

Por otro lado, usando una desigualdad de Bernoulli y el lema anterior,
B[|E[] = Np(1 — p)™' =N > Nip(1 — (N = N¥)p) > Np(1 — 5%71p).
Luego,
BB\ E'|| = E[|E|] - E[|E'] < NS 1p?,
lo que concluye (4.6.2) y (4.6.3).

Para la tltima parte del lema, sean e y f dos aristas distintas de E(K). Tenemos dos casos:

Caso 1. SieN f # &, entonces e y f no pueden aparecer ambas en E', por lo tanto E(Y.Y}) = 0.

Caso 2. SieN f = @ entonces Y, e Yy son independientes y luego,

E[|E'[]\?
E(Y.Y;) = EIY/JE[Y.] = E[V.]2 = < - ”) -
Del anélisis anterior,

E[| £]]
Nd

2
NS Emyf>=|<e,f>:emf=@|-( ) < BB

(e,f):e#f

Aplicando la desigualdad de Chebyshev para indicatrices (Lema 4.11) a las variables Y, y llamando
Y = |E'|, se obtiene:

P(Y —E®Y)| = nE(Y)) <

(E(Y)1-E(Y))+A) < [

(nE(Y))? ?EY)
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Capitulo 4: Problema del subhipergrato mondtono de tamano maximo

Al igual que en el caso del modelo de d-palabras aleatorias, L(H') corresponde al largo de la
secuencia creciente mas larga de d — 1 permutaciones en {1,2,...,|E’|} y luego podemos usar el
Corolario 4.10 para estimar dicha cantidad. Gracias a esto, podemos demostrar la siguiente cota
para la mediana.

Proposicion 4.18. Sean 6 > 0, d > 2 y un conjunto ni,ne,...,ng de enteros positivos de suma
1/d
S = Z?:l n;, y promedio geométrico N = (Hle n,) . Definamos M = cqNp'/% con ¢q la con-

stante de Ulam d-dimensional. Ezxiste una constante C' = C(0) suficientemente grande tal que:

1. 8i Np'/d > €, 12824-2p2=1/d < ey y S 1p < 1/2, entonces toda mediana de L(H) es menor
que (14 0)M.

2. 8i Np'/? > C y S 1p < §/2, entonces toda mediana de L(H) es mayor que (1 — &)M.

Demostracion. La demostracién de esta proposicién es muy similar a la de la Proposicién 4.13. Al
igual que entonces, probar la proposicién es equivalente a mostrar que

P[L(H) > (1+06)M)] <1/2 (4.6.5)

Yy que

P[L(H) < (1—-6)M)] <1/2. (4.6.6)

Para probar (4.6.5), notemos primero que L(H) < L(H') + |E \ E’|. Con esto:

P[L(H) > (1+6)M] <P [L(H)+|E\E'| > (1+6)M]
=P [LH)+|E\E'|>(1+6M,|E\E'| > Mé/2]
+P [L(H") 4+ |E\E'| > (1+0)M,|E\ E'| < Md/2]
<P[E\E|>Mj/2] +P [LH) > (1+65/2)M]

<PE\E| > Msj2] +P[|E| > (1+8/2)M"/c]
+P [L(H’) > (14 6/2)M,|E'| < (1+ 5/2)Md/c§ﬂ .

Acotaremos los tres términos de la derecha uno a uno. El primer término lo acotamos usando la
desigualdad de Markov, la desigualdad NV < S y el Lema 4.12 como sigue:

M6 2 2p?Sa-1 N4
P||[E\E|> —| <-—E(E\F|) < =——+
1B\p12 | < Tomie\ ) < 22T
2-1/d gd—1 nrd—1 2-1/d ¢2d—2
P YAgiiNt gpiligae g
ocy B dcy -6
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Capitulo 4: Problema del subhipergrato mondtono de tamano maximo

El segundo término lo acotamos usando el Lema 4.12 y la desigualdad de Bernoulli (1+z)* > 1+ ax
para x > —1 y a > 1, obteniendo:
PE] > (1 +5/2)Md/62§] <P [IE'| > (1+6/2)E[|E']]
< < < 8
= PE(E]) = PN - 571p) = &N’

Tomando C'? > 48/62, lo anterior es menor o igual que 1/6.

Para el tercer término, consideremos m = |(146/2)M?/c%|, de modo que usando la desigualdad
de Bernoulli (1+z)* <14 azx parax > —1y 0 <a <1, se tiene:

P [L(H’) > (14 08/2)M,|E'| < (1+6/2)M?/ct| < P [LIS;(m) > (1 + 8/2)M]

(1+6/2)cqm™/?
(1446/2)1/d

<P LISd(m) >

I 1+6/2 1d
<P >
_LISd(m) Z 15 0/2d) cqm

_pl (@d=13Y 1
=P _LISd(m) > <1 + 2t )™

Necesitamos que m sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 4.10. Especifica-
mente si llamamos t = (d — 1)6/(2d + &) e imponemos C¢ > mq + 1 con mg = my(t,1/6,d) como en
el Corolario 4.10, se tendra que:

m = |[(1+6/2)M?/cf] = [(1+6/2)Np] > [C?] > my.
Y luego, usando la conclusion de dicho corolario,
P [L(H’) > (1+6/2)M,|E'| < (1+68/2)M%/ct| < 1/6.

Resumiendo,

P[L(H) > (1+8)M] < - + - +

1
9’

=2

1
6

| =

que es lo que queriamos probar.

Probemos ahora (4.6.6). Para ello notemos primero que si § > 1, el resultado se tiene pues toda
mediana de L(H) es positiva. Luego asumamos en esta parte que 6 < 1.

Como L(H') < L(H),
P[LH)<(1-6M]=P [L(H’) <(A-6M,|F|<(1- 5)Md/cg]
P [L(H’) <(1-6MIE]>(1- 5)Md/cg}
<P[IE|<0-0M

4P [L(H’) <(1-6MIE|>(1- 5)Md/cg} .
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Capitulo 4: Problema del subhipergrato mondtono de tamano maximo

Al igual que antes, acotamos los términos por separado. El primer término lo acotamos de manera
similar al segundo término para el caso anterior, obteniendo:

(1-9)

mEHE/H

P[5 < (- oprtyes] =P 1B < (1- o] <P 1) <

<P 1P < {5 EIE]| <P (B < (- 8/2EE ]
4 8

< < .
~ 82E|[|F|] ~ §2Ndp
Tomando C? > 32/62, 1o anterior es menor que 1/4.

Para el segundo término, tomemos m = [(1—8)M?/cl], luego usando la desigualdad de Bernoul-
Ii,

P L(H') < (1= )M, [E| > (1 = ))M*/cf] < P[LISy(m) < M(1 -~ 6)]
—Pp [LISd(m) <(1- 5)1_1/dcdm1/d]
<P [LISd(m) <1-(1- 1/d)5)cdm1/d] .

Ahora necesitamos que m sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 4.10. Especifi-
camente si llamamos ¢ = (1—1/d)§ e imponemos C > (mg/(1 — 8))"4 con mg = my(t,1/4, d) como
en el corolario 4.10, se tendra que:

m>(1-0)M¥/cd=(1—-8Np>(1-06)C?> my.
Y luego, usando la conclusién de dicho corolario,
P |L(H') < (1 - 8)M,|E'| > (1 - 5)Md/cg] <1/4.

Resumiendo:
P[L(H) < (1-6)M] <

+

1
=3
Esto concluye la demostracién. [ |

EN-
EN-

Gracias a la proposicion anterior tenemos el siguiente corolario,

Corolario 4.19. Si definimos t = 1/p, entonces el modelo G(K,,, . n,,p), de parametro interno t
admite una (c, \, 0)-mediana con

1 2d—-1
(c; A, 0) = <Cd7 R m) .

Demostracion. Sean ni,...,ng con promedio geométrico N y suma S a especificar mas adelante, y
sea H elegido de acuerdo a G(Kp, _n,,p). Sean ademas M = cN/t* = ¢4Np'/? § > 0y C(8) como
en la proposicién anterior.
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Definamos ahora a(8) = C(6), b(8) = (12/(d¢q))/ 42 y #(6) suficientemente grande de modo
que para todo t > t/(6), '~/ < min{5/2,1/2}tb(5)?1.

Con esto, si t > t/(8), n > a(8)tY/4 y Sb(8) < t(2d=1D/(2d(d=1)) "se tendrén todas las hipétesis de
la proposicién anterior y luego, toda mediana de L(H) estard entre (1 —§)M y (1 + §)M. [ |

Anélogamente al modelo anterior y recordando que h = 1/4 es constante de concentracién para
el modelo binomial, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.20 (Teorema de estimacién para el modelo binomial). Sea ¢ > 0 y g : R — R una
funcion tal que g(t) = O(t") para un cierto 0 < n < 1/(2d(d—1)). Ezisten py suficientemente pequeno
y A suficientemente grande tales que si p < pg y los valores ny,...,ng de promedio geométrico N y
suma S cumplen

Np'/d > A. (Condicién de tamano)
S <g(1/p)N. (Condicién de balanceo)

se tiene, definiendo M = cqNp'/® con ¢g la constante de Ulam d-dimensional,
(1—e)M < E[L(G(Kn,,..nyg,p))] < (1 +¢)M. (4.6.7)

Por otro lado, si Med[L(G(Kn,,...n,p))| es una mediana de L(G(Kp, . n,:DP)),

(1 — )M < Med[L(G(Kn,...nyp))] < (1+€)M. (4.6.8)

Ademds, existe una constante C' > 0 absoluta tal que para p y ny,...,ng como antes:
P [L(G(Kn,,..ny ) < (1 —e)M] < exp (—CE2M) , (4.6.9)
P [L(G(Knp,,..n,,p) > (14+e)M] < exp <—C’1€j€M> . (4.6.10)
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Capitulo 5

Variantes simétricas del problema de

la LCS

En este capitulo describiremos dos variantes del problema del subhipergrafo monétono més
grande estudiado en el capitulo anterior, un modelo que denominaremos modelo simétrico y otro
que llamaremos modelo antisimétrico. En ambas variantes consideraremos que d, el niimero de clases
de particién del hipergrafo a considerar, es 2, es decir, nos restringiremos al caso de grafos bipartitos.

En ambos modelos el espacio muestral de grafos ya no sera, como lo era en el caso general, el
conjunto de todos los subgrafos de un grafo bipartito completo sino que sera el conjunto de todos
los subgrafos que presentan algin tipo de simetria en sus conjuntos de arcos.

Veremos que restringirnos a estos casos simétricos no cambia el comportamiento asintético del
largo de su subgrafo monétono mas grande. De hecho, probaremos que el teorema de estimacion que
presenta el modelo binomial de 2-hipergrafo se mantiene sin cambios para estos nuevos modelos.

5.1. Modelo simétrico

Consideremos la misma notacién usada en el problema del subhipergrafo monétono més grande,
pero restringiéndolo al caso de dos palabras, esta vez de igual tamano.

Sean A y B dos conjuntos disjuntos de tamano n. Asumiremos, al igual que en el capitulo
anterior, que los elementos de ambos conjuntos estin numerados de 1 a n y que G es un grafo
bipartito con clases de particién A y B, donde identificamos F(G) con el subconjunto de A x B que
contiene los pares ordenados asociados a las aristas de G. Ademas, usaremos la notacién habitual
K, , para denotar al grafo bipartito completo de clases de particion A y B.

Denotemos S(K, , p) a la distribucién sobre todos los subgrafos de K, ,, donde para todo z < v,
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Capitulo 5: Variantes simétricas del problema de la LCS

el evento {(z,y), (y,x)} € E(G), con G una realizacién, tiene probabilidad p, y todos estos eventos
son independientes.

De la definicién anterior, cada vez que el arco (z,y) estd en una realizacién, su simétrico (y,x)
también lo esta. Por esta razon llamaremos a esta distribucién, distribucion simétrica bipartita de
parametro p.

Nos sera de utilidad definir otra distribucién relacionada con la anterior. Para ello, sea ahora
K3, ,, el grafo bipartito con clases de particién A y B, donde sélo los arcos (z,y) con z < y estéan
presentes y denotemos O(Kj, ,,p) a la distribucién sobre todos los subgrafos de K, , donde la
probabilidad de que un arco (x,y), con z < y, esté en el subgrafo es p y todos los eventos son
independientes. Llamamos a esta distribucién, distribucion orientada bipartita de parametro p.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A SRRl CERE SR Shh
G < T e - ‘ ————— Eje horizontal
B S -e e
9 10 11 12
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A --- - ---&---®
O
B e---e--° e - e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 5.1: Arriba se muestra una representacién de un grafo G elegido de acuerdo a la distribucién
simétrica bipartita S(K1212,p). Intuitivamente un grafo es simétrico si su representacién gréfica
resulta ser simétrica con respecto a un eje horizontal imaginario ubicado entre ambas clases de
particién. Al quedarnos solo con las aristas del tipo (z,y) con & < y obtenemos un grafo que se dis-
tribuye de acuerdo al modelo orientado bipartito O(K{y 15, p). Dicho grafo se encuentra representado
en la zona inferior de la imagen.

Al igual que en el capitulo anterior, para G un subgrafo de K, ,, denotaremos L(G) al largo
de su subgrafo mondétono mas grande. Tenemos el siguiente lema que relaciona las distribuciones
simétrica y orientada:

Lema 5.1. L(O(K}, ,,,p)) tiene la misma distribucion que L(S(Kpn,p))-

Demostracion. Notemos que para todo grafo O elegido de acuerdo a O(K;;m, p) podemos aso-
ciar de manera unica un grafo G con el mismo conjunto de vértices y con conjunto de aristas
E(G) ={(z,y) : (z,y) € E(O) 6 (y,z) € E(O)}, dicho grafo G es un subgrafo simétrico de K, , y
su probabilidad bajo S(K,, ,,p) es exactamente la misma que la probabilidad de O bajo O(Kj, ,,,p)-

Por otro lado si M es un subgrafo monoétono de G, entonces existe otro subgrafo mondétono de O
(v luego de ), digamos N, del mismo niimero de aristas tal que todas las aristas son del tipo x < y.
En efecto basta definir E(N) como {(min(x,y), méx(z,y)) | (x,y) € E(M)}.
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Notemos que como G es simétrico, si (z,y) € E(M) entonces ((min(z,y), méx(z,y)) € E(G).
Luego, N es efectivamente un subgrafo de G. Por otro lado, como M es mondtono, si (x,y) esta en
E(M) entonces (y, z) no puede estarlo, luego N tiene el mismo nimero de aristas que M. Finalmente
es facil notar que si (x,y) y (z,w) son dos aristas de M (y luego, no se cruzan ni comparten vértices),
entonces (min(x,y), max(z,y)) y (min(z,w), max(z,w)) tampoco se cruzan ni comparten vértices,
con esto N es monétono. |

A

G
B
A

O
B

Figura 5.2: Ejemplo ilustrativo del Lema 5.1. El grafo simétrico G indicado arriba es el asociado al
grafo monétono O indicado abajo. Las aristas de GG indicadas en negrita representan el conjunto de
aristas de M, un subgrafo mondétono. Las aristas de O indicadas en negrita corresponden a N, el
subgrafo monoétono derecho asociado a M en el Lema 5.1.

Una observacién importante que se obtiene de la demostracién anterior es que podemos restringir
el estudio de los subgrafos mondtonos de grafos simétricos, al caso de subgrafos simétricos orientados,
es decir, grafos cuyas aristas son todas del tipo (z,y) con x < y.

Queremos obtener un teorema de estimacién para el largo del subgrafo mondétono de largo
méaximo de un grafo simétrico. Para ello usaremos el mismo argumento del capitulo anterior.

Comenzamos observando que el modelo simétrico posee una constante de concentracion para el
largo del subgrafo mondétono més grande. Para ello, basta ver que si tenemos un grafo simétrico G
y lo modificamos agregando o quitando un par de aristas {(u,v), (v,u)} entonces el valor de L(G)
cambia en a lo méds 1. Ademds si sabemos que L(G) > r entonces podemos mostrar r pares de
aristas testigos (las aristas que forman el subgrafo planar junto con sus simétricas) que garantizan
que cualquier configuracion de pares de aristas que contengan dicho grupo de aristas testigos, daran
a lugar un subgrafo planar de tamano al menos r. Con esto, gracias a la desigualdad de Talagrand,
se prueba que el modelo simétrico tiene una constante de concentracién h = 1/4, es decir, si Med es
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una mediana de L(S(K, n,Dp)),

82
P [L(S(Kpnn,p) > Med(1 + s)] < 2exp (‘M) ’

2
P [L(S(Kppn,p) < Med(1 — s)] < 2exp <_4Med> .

Luego, al igual que antes, para conseguir una cota de concentracién y esperanza, encontraremos
una mediana ajustada para este modelo.

5.1.1. Reduccién al problema de la secuencia creciente mas larga de una involu-
cién

Sea G un grafo elegido de acuerdo a S(K,, ,;p) y sea G’ el grafo obtenido a partir de G elim-
inando los arcos incidentes en vértices de grado 2 o mds. Denotemos E(G) y E(G’) por E y E'
respectivamente. Notemos que el grafo G’ resultante sigue siendo simétrico, en el sentido que si
(a,b) € E', entonces (b,a) € E'. Llamemos 2m al nimero de vértices de la clase de particién A que
tiene grado de incidencia 1 en el grafo G’ (esta cantidad debe ser par, pues el grafo es simétrico).
Anglogamente B posee 2m vértices con grado de incidencia 1 en G'.

Si nos quedamos sélo con dichos vértices (pues el resto tiene grado 0 en G’), podemos ver los
arcos de G’ como una involucién (permutacién autoinversa) de [2m] sin puntos fijos. De hecho, como
la distribucién de G es invariante bajo permutaciones de los nodos, la distribucién de G’ también
lo es, y luego la involucion resultante es arbitraria y uniformemente elegida dentro de todas las
involuciones de [2m] sin puntos fijos.

Definamos Zy,;, como la distribucién uniforme sobre todas las involuciones de [2m] sin puntos
fijos y denotemos L(Zs,,) al largo de su secuencia creciente mas larga. Notemos que L(Zs,,) se
distribuye como L(G’) en este caso. Es sabido [17], que el largo esperado de una involucién aleatoria
de [2m] sin puntos fijos se comporta asintéticamente como 2v/2m y de hecho, disponemos de un
teorema de concentracion para L(Zs,,) de Kiwi [14, Teorema 5] (Esta es una versién mas débil de
su resultado pero es todo cuanto necesitaremos):

Teorema 5.2. Para m suficientemente grande y todo 0 < s < 2v/2m,

P |:|L(I2m) - E(L(IQm))| > s+ 32(2m)1/4] < 46_52/1653/2‘/%.

No usaremos directamente el teorema sino que usaremos el siguiente corolario:

Corolario 5.3. Para todo entero 0 <t <1 y todo o > 0 existe un mo = mo(t, ) suficientemente
grande tal que, para todo m > my,

P [|L(Zom) — 2v2m]| > 2t\/2m] <a

69



Capitulo 5: Variantes simétricas del problema de la LCS

Demostracion. Sean 0 < t < 1y a > 0. Elijamos mg = mg(t, «) suficientemente grande tal que,
para todo m > mg las siguientes condiciones se cumplan:

1. |B(L(Zom)) — 2v2m| 4 32(2m)V/* < tv/2m.

2. 4=tV 2m/16€%/2 < a.

3. El Teorema anterior se cumple para m.

Con esto se tiene que:
P ||L(Zom) — 2V2m| > 2t\/%] <P [|L(12m) — E(L(Zom))| > 2tV2m — |E(L(Zam)) — 2@@

<P [|L(12m) CB(L(Zan))| > tv2m + 32(2m)1/4]
< e~ t?V2m/16¢%/ <a [ |

5.1.2. Resultado para el modelo simétrico

Probaremos el siguiente lema que nos permitira, al igual que como lo hicimos en el capitulo
anterior para los modelo de d-palabras y binomial, encontrar una aproximacién de la mediana.

Lema 5.4. Se satisface que

E[E[] = pn(n — 1), (5.1.1)
E[|E'|] = pn(n — 1)(1 — p)**~, (5.1.2)
E[E\ E'|] < 2p*n(n —1)(n — 2). (5.1.3)

Ademds, para todo n > 0,

2

PIE - E[E[| = nE[ El)] < PE[E]

(5.1.4)

Demostracion. Para cada i # j sea X;; la indicatriz del evento (7,j) € E y sea Yj; la indicatriz del
evento (7,j) € E’. Con esto, para todo i # j,

E[X;;] =p,

Elyy) = B[Xy) [] (10— EXy)(1 - EXa) = p(1 —p)™ "
ke{i.j}

Notando que [E| = 37 o5 Xij ¥ |E'| = >_(ij)izj Yij ¥ que en ambas sumas el nimero de

sumandos es n(n — 1), se concluyen las desigualdades (5.1.1) y (5.1.2). Por otro lado, usando una
desigualdad de Bernoulli,

E[[E\ E] = E[|E]] - BIIE'] = pn(n — D[L — (1 = p)*"~*] < pn(n — 1)(2n — 4)p,
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lo que prueba la desigualdad (5.1.3).

Para la tltima parte del lema, notemos que |E| también puede escribirse como 2
las variables X;; son variables independientes, se tiene

i<j X;;. Como

. n2(n — 1)2 E[|E|]2

- ‘. 4 4
(4,3),(k,1):<g k<l
(1,5)#(k 1)
Aplicando la desigualdad de Chebyshev para indicatrices (Lema 4.11) a las variables X;;,7 < j, y
llamando X = |E|/2 a su suma, se obtiene:

P([E] = E(ED| = nE(E]) = P(IX — E(X)[ = nE(X))
1 1 2

< mEE)? BB T8) = opmy < mEqEy ™

Usemos el lema y el corolario probado en la subsecciéon anterior para estimar una mediana de
L(G) cuando G es elegido de acuerdo a S(K,, ,p).

Proposicién 5.5. Sea 6 > 0. Existe una constante C1 = C1(0) suficientemente grande, y dos
constantes absolutas Cy y C3 suficientemente pequenas, tal que se cumple lo siguiente:

1. Sin yp son tal que

et n? @
p - TP
entonces toda mediana de L(S(Ky,,p)) es menor que 2n./p(1 + 0).

2. Sin yp son tal que
C36?

C
_1§n2g 9

p p
entonces toda mediana de L(S(K,, ,,p)) es mayor que 2n,/p(1 — §).

Demostracion. La demostracién es muy similar a la demostracion de la Proposicion 4.13 referente al
modelo de d-palabras aleatorias y a la Proposicion 4.18 referente al modelo binomial de d-hipergrafo,
asi que la realizaremos sin mucho detalle. Sélo incluimos esta demostracién por completitud pero el
lector puede omitirla sin problemas.

En primer lugar denotemos M = 2,/pn(n — 1). Un breve célculo permite concluir que:

P[L(G) > (1 +0)2ny/p] < P[L(G) > (1 + §)M]
<P[E\E|>6M]+P[|E'|>(1+6/2)M?*/4]
+ P [L(G") > (1+3/2)M,|B| < (1+6/2)M?*/4] .
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El Lema 5.4, la desigualdad de Markov y la desigualdad n — 1 > n/2 permiten concluir que

n2p3/2 16

P[|[E\FE'|>éM] < y P [|E| > (1+6/2)M?/4] < p?

Imponiendo Cy < 1/6 y C1 > 9662, se tiene que ambas cantidades son menores que 1/6.

Por otro lado, definiendo m = | (1 + 6/2)M?/8] y usando una desigualdad de Bernoulli se tiene
que:

P [L(G') > (1 +8/2)M,|E'| < (1 +6/2)M?/4] < P [L(Zom) > (1 + §/2)M]

L(Igm) > 21/2mﬂ
1+45/2

<P [L(Igm) > 2v2m (1 + ﬁ)] .

<P

Necesitamos que m sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 5.3. Especificamente,
notando que §/(4 + ¢) < 1 e imponiendo Cy > 4mg + 1, con my = mo(d/(4 + 0),1/6) como en el
Corolario 5.3 se tiene que:

m = [(1+06/2)M?/8] > [pn(n —1)/2] > |pn®/4] > [4C1] = my,
y luego, usando la conclusién de dicho corolario,

P [L(G') > (1 +6/2)M,|E'| < (1 +6/2)M?/4] < 1/6.

Resumiendo,
P[L(G) > (1+0)2n/p] <1/6 +1/6+1/6 = 1/2.

con lo cual toda mediana de L(G) resulta ser menor o igual que (1 + §)2n,/p.

Ahora demostraremos que toda mediana de L(G) es mayor o igual que (1 — §)2n./p. Notemos
primero que si 6 > 1, el resultado se tiene pues L(G) > 0. Luego, supongamos en esta parte que
0 < 1. Ademads, asumamos primero que C7 > 2/4, con esto:

n 2\ /2 1 5\/P 5 1-6/2
N <(1+2) <1+-<1+4X<1 = :
n—1_<+n> - +n_ * 2 +2(1—6) 1-9

(1—=0)2nyp<(1—-46/2)2y/pn(n—1)=(1-46/2)M.

Luego:

La desigualdad anterior y un poco de algebra permiten concluir que:
P[L(G) < (1-5)20yF) < PL(G) < (1 - §/2)M]
<P[E\E|>5M?*/16] + P [|E| < (1 —6/4)M? /4] +
P [L(G') < (1 —§/2)M,|E'| > (1 —6/2)M?*/4] .
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Nuevamente acotemos los términos del lado derecho por separado. Gracias al Lema 5.4, se tiene:

64

2pn?’

P[|E\ F'|>éM?/16] < 8%” y P[|IE| < (1-6/4)M?/4] <

Imponiendo C3 < (1/48)% y Oy > 384/6% se concluye que ambas cantidades son menores que 1/6.

Para el tercer término, definamos m = [(1—4/2)M? /8], luego, usando la desigualdad de Bernoul-
li, se obtiene que:

P [L(G) < (1= 6/2)M,|E'| > (1 - 6/2)M?/4] < P [L(Zom) < (1 — 6/2)M]

<P [L(Igm) < 2%@]
<P [L(IQm) < 2v2m (1 - 5/4)} .

Necesitamos que m sea suficientemente grande para poder aplicar el Corolario 5.3. Especificamente
notando que /4 < 1y e imponiendo Cy; > 4mg/(1 — §/2), que no se indefine pues § < 1, con
mo = mo(d/4,1/6) dado por el Corolario 5.3 se tiene que

m>(1—6/2)M?/8> (1 —6/2)pn(n —1)/2> (1 —5/2)pn?/4 > my,
y luego, usando la conclusién de dicho corolario,

P [L(G') < (1 - 8)M,|E'| > (1 —8§)M?/4] < 1/6.

Resumiendo,
PLG)<(1-0)M]<1/64+1/6+1/6=1/2.

Lo que concluye la demostracion. |

Tenemos inmediatamente el siguiente corolario,

Corolario 5.6. Si definimos t = 1/p, el modelo S(K,, ,,p) de pardmetro interno t admite una
(2,1/2,3/4)-mediana.

Lamentablemente el modelo simétrico no es en estricto rigor un modelo de (2-hiper)grafo, (pues
solo admite grafos con clases del mismo nimero de vértices) y luego no podemos aplicar directamente
el Teorema Principal para obtener una cota de estimacion para este modelo. Sin embargo, veremos
que la misma demostracién basta para probar una parte de lo que queremos.

Teorema 5.7 (Teorema de estimacién para el modelo simétrico.). Para todo € > 0, existen con-
stantes py suficientemente pequeno y A suficientemente grande tales que, para todo p < py y todo
n> Al

(1 —¢e)2n/p < E[L(S(Knn,p))] < (1+¢)2n/p. (5.1.5)
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Por otro lado, si Med[L(S(K,n,p))] es una mediana de L(S(Kyn,p))
(1 —¢e)2ny/p < Med[L(S(Kpn,p))] < (14 ¢€)2n,/p. (5.1.6)

Ademds, existe una constante absoluta C' > 0, tal que para p y n como antes:

P [L(G)) < (1 — £)2ny/p] < exp (—Ce*ny/p) , (5.1.7)
2
P [L(G)) > (1 +¢€)2ny/p] < exp <—C‘1€+ 6n\/]_)> . (5.1.8)

Demostracion. Para probar la cota inferior de (5.1.5), la cota inferior de (5.1.6) y la desigualdad
(5.1.7), usamos que el modelo S(K, ,,p) posee una constante de concentracion h = 1/4 y una
(2,1/2,3/4)-mediana para el pardmetro ¢ = 1/p. Con esto basta repetir la demostracién de la cota
inferior para el Teorema Principal. El comentario al final de dicha demostracién permite aplicar la
misma técnica a esta familia de distribuciones.

Para demostrar el resto, sea H un grafo aleatorio bipartito de clases A y B donde cada arista
estd en E(H) con probabilidad p de manera independiente, y sea O el subgrafo de H obtenido al
eliminar las aristas (z,y) tales que x > y. Como O es subgrafo de H claramente L(O) < L(H).
Ademés, por definicién, H sigue una distribucién binomial G(K,, ,,p), mientras que O sigue una
distribucién orientada O(K; ., p). Recordando el Lema 5.1, L(O(K; ,,,p)) tiene la misma distribu-
cién que L(S(Ky n,p)). Con esto, si n y p cumplen las hipotesis del Teorema de estimacién para el
modelo binomial,

E[L(S(Knn,p))] = EIL(O)] < E[L(H)] < (1+¢)2n/p,
Med[L(S(Kpn,p))] = Med[L(O)] < Med[L(H)] < (1 + ¢)2n./p,

y
P [L(S(Knn,p)) = (1 +€)2ny/p] = P [L(O) = (1 +£)2n/p]
<P[L(H) > (1+2)205]
£2
< _
< exp < C1+€2n\/]_9> ,
Esto que concluye la demostracion. [ |

5.2. Modelo antisimétrico

El segundo modelo a estudiar posee otro tipo distinto de simetria. Para definirlo consideremos
esta vez A y B dos conjuntos disjuntos de tamano 2n. Como es habitual denotemos por Kay, 2, al
grafo bipartito completo de clases de particion A y B. Esta vez, a diferencia del caso simétrico,
supondremos que los elementos de ambos conjuntos estdn numerados de —n a n (sin usar el 0).
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Denotemos A(Kap 2, p) a la distribucién sobre todos los subgrafos de Ky, 2, donde para todo
x < y, el evento {(z,y), (—z,—y)} € E(G), con G una realizacién, tiene probabilidad p, y todos
estos eventos son independientes.

De la definicién anterior, cada vez que el arco (z,y) estd en una realizacién, su antisimétrico
(—x, —y) también lo estd.

Figura 5.3: Representacién de un grafo G elegido de acuerdo a la distribucién antisimétrica bipar-
tita A(K1212,p). Intuitivamente un grafo es antisimétrico si su representacién grafica resulta ser
simétrica con respecto a un eje vertical imaginario (el eje “0”) ubicado entre los vértices —1 y 1 de
cada clase.

Como es habitual, para G elegido de acuerdo a A(Kay 2,,p) denotamos L(G) al largo de su
subgrafo mondétono mas grande. Probaremos la siguiente cota:

Teorema 5.8 (Teorema de estimacién para el modelo antisimétrico). Para todo € > 0, existen
constantes py suficientemente pequeno y A suficientemente grande tales que, para todo p < po y todo
n > A/\/p, se tiene:

(1 —e)4n\/p < BIL(A(Kan 20, p))] < (14 €)4n\/p. (5.2.1)
Por otro lado, si Med[L(A(Ka2p 2n,p))] es una mediana de L(A(Kap 2n,p))
(1 —e)4ny/p < Med[L(A(Kop 2n,p))] < (14 £)4n\/p. (5.2.2)
Ademds, existe una constante absoluta C' > 0, tal que para p y n como antes:
P [L(A(Kan,2n,p)) < (1 —€)dny/p] < exp (—Ce’ny/p), (5.2.3)

2
P [L(A(Kan2m,p)) > (1+ )4n\/p] < exp (—C’li en\/ﬁ> . (5.2.4)

Demostracion. Demostraremos esta cota reduciendo este problema a los problemas ya estudiados.

Para probar la cota inferior de (5.2.1), la cota inferior de (5.2.2) y la desigualdad (5.2.3), con-
sideremos G elegido de acuerdo a A(Kapon,p) y G’ el grafo obtenido al eliminar los arcos que
“cruzan el cero” (es decir, los arcos (x,y) tales que x e y tienen distinto signo). Llamemos ademds
G _ al subgrafo de G’ inducido por los vértices etiquetados con niimeros negativos y G el subgrafo
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de G’ inducido por los vértices etiquetados con niimeros positivos. Es facil ver, por definicién de
A(K2n,2n7p)7 que

E(G-) ={(=2,—y) | (z,y) € E(Gy)}

y que G se distribuye de acuerdo al modelo binomial G(K,,_,,p). Con esto, para todo € > 0, existen
po, Ay C (dados por el Teorema 4.20 de estimacién para el modelo binomial) tales que para todo

p<poynz> A/\/To, se tiene:
BIL(A(Kan 2, p))] 2 B(L(G-)) + B(L(G4)) = 2B(L(G(Kynyp))) 2 (1~ £)dny/p.
Es decir, se prueba (5.2.1). Por otro lado,
P [L(A(Kan20.p)) < (1 - )ny/p) < P L(G(Ky ) < (1 - )20/

Usando el Teorema 4.20, tenemos que el lado derecho de la desigualdad anterior es menor que 1/2
(pues Med[L(G(Kpn,p)] > (1 —€)2n/p) y también es menor que exp (—Ce?2n,/p). Esto tltimo
concluye la demostracién de (5.2.2) y de (5.2.3).

Las cotas restantes requeriran algo mds de trabajo, de todas formas al igual que en el caso
anterior esta demostracién serd una reduccién al problema asociado al modelo binomial.

Sea ¢ > 0 y G un grafo elegido de acuerdo a A(K2y 2y,p). Definamos ademds A = A(e) y
po = po(e) dados por el Teorema de estimacién para el modelo binomial y mpyax = [(1 + €)4n,/p].

Notemos que si J es un subgrafo monétono de G y e = (x,y) es una arista de J que cruza el
cero, entonces por monotonicidad de J, todas las aristas de J que cruzan el cero lo hacen en la
misma direccién, es decir, si f = (z,w) es otra arista que cruza el cero, entonces sign(z) = sign(z)
y sign(w) = sign(y). Ademads, si definimos —J como el grafo que contiene las aristas antisimétricas
de las aristas de .J, entonces —J también es un subgrafo mondétono de G.

La observacién anterior dice que si J es un subgrafo monétono de largo maximo de G entonces
podemos asumir que todas las aristas (x,y) de J que cruzan el 0 son tales que z < 0 e y > 0.
Diremos, en este caso, que J es un subgrafo mondétono derecho.

Clasificaremos todos los subgrafos mondtonos derechos de GG en tipos, siguiendo un poco la idea
de la demostracién del Teorema Principal. Sin embargo esta vez los tipos seran definidos de manera
diferente.

Dividiremos la parte positiva de la clase de particién B de G en segmentos de la siguiente manera:
Sea d = min{e, 1} yparal <i < ¢ = [1/d], llamemos B; = {v € B:n—i[nd] < v <n—(i—1)[nd]}.

Para J un grafo mondtono derecho con exactamente myy,,x aristas, definimos 7(.J) como el indice
del segmento en el que cae la dltima arista (usando el orden natural) que cruza el cero (Si J no
posee aristas que cruzan el cero entonces definimos 7(J) = ¢). Ademds, llamemos J; al subgrafo
inducido por todos las vértices que se encuentran “a la izquierda” de dicha arista, incluyéndola, (si
dicha arista no existe entonces J; serd el subgrafo inducido por los vértices de indice negativo) y J,
al subgrafo inducido por los vértices restantes.
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Con esto, definimos el tipo de J, denotado T'(J), como el par (i,s) donde i = 7(J) y s = |E(J1)|,
y llamemos T al conjunto {(i,s) : 1 <i < ¢q,1 < s < myax} de todos los tipos posibles.

Eje “077

A ‘

Figura 5.4: Se representa J, un subgrafo monétono derecho de G. La parte positiva de B fue dividida
en ¢ = 5 segmentos. La udltima arista de J que cruza el 0 cae en el segmento B4. Notando que a
la izquierda de dicha arista hay exactamente 7 aristas (incluyéndola), se tiene que el tipo de J es
T(J)=(4,7).

Denotemos ademas Pr a la probabilidad de que G posea un subhipergrafo monétono derecho
del tipo T'. Con esto,
P[L(G) > Munax] < Y Pr.
TeT

Acotemos esta cantidad. Para ello, necesitamos un poco de notacién, llamemos Glay, as][by, bo]
al subgrafo de G inducido por los vértices de la clase A con etiquetas en [a1,as] y por los vértices
de la clase B con etiquetas en [by, bs|, con esto, si T = (i, s), entonces (notando que J; y Jo no son
independientes),

Ppr <min{P[L(Jy) > s],P[L(J2) > mmax — s]}
< min{P [ (G[-n, 1] [-n,n — (i = 1)[nd]]) = o],

P[L(G[1, ][n—z[mﬂ—i—ln])zmmax—s]}.

Cabe observar que los dos subgrafos, G[—n, —1] [—n,n — (i — 1)[71(5“ y G[l,n] [n —i[nd] + 1,n],
tampoco son independientes. De hecho se sobreponen en algunos vértices de la clase B. Ademas,
en cada uno de los subgrafos, todos los vértices de la clase A tienen el mismo signo. Con esto, al
interior de cada uno de ellos, los eventos asociados a sus posibles aristas son independientes y luego
ambos subgrafos se distribuyen de acuerdo al modelo binomial asociado al largo de sus clases. Por
lo tanto:

Pr < min{ﬂj[L(G(Kn,Zn—(i—l)[n(ﬂ 7p) > 3]7 P[L(G(Kn,z[n(ﬂ 7p) 2> Mmax — 3]}
< \/P[L(G(Kn,zn_(i_mnﬂ ,p) > 8] - P[L(G(Kp ifns]>P) = Mmax — 8]

A continuacién probaremos que ambos grafos en el lado derecho satisfacen las condiciones de tamano
y balanceo requeridos para aplicar el Teorema de estimacion para la distribucién binomial. En efecto,
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para la condicién de tamano basta notar que el promedio geométrico de los tamano de las clases en
cada grafo, digamos Nl y Ng, es mayor o igual que nd. Luego, imponiendo n,/p > A/é (Recordando
que podemos hacer esta cantidad tan grande como queramos por hipétesis), se tiene que para
J=12,

Nj\/p>nd\/p> A.

Por otro lado, para la condicién de balanceo basta notar que la suma de los tamanos de las
clases de cada grafo, digamos S7 y S5 es a lo més el niimero de vértices de G, es decir, 4n, con lo
cual para j = 1,2

~ 4 4 ~
Como la cantidad 4/¢ es una constante independiente de p, se tiene la condicién de balanceo. Luego,
aplicando el Teorema de estimacion para el modelo binomial se tiene,

2
mAax (O, s — 2\/n(2n — (1 —1)[nd] )p)
PIL(G (K 2n—(i—1)[ns],P) = 8] < exp | =C . :

2
max (0, Mmax — S — 24/ 1N [mﬂp)

P . > — < -
[L(G(Kn,z[n(ﬂ 7p) Z Mmax S] > exp ¢ Mmax — S

Como los denominadores al interior de las exponenciales son menores o iguales que Mpyay, ¥ usando
la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

SR — (méx (0.5 = 2¢/n@n — G = 1)[nd] )p)2 o+ 10ix (0, s — 5 — 2m>2>
> o mix (0,5~ 2¢/n(@n — (= )18)p + s — 5 — 2 in[mﬂp)z
B 2m?nax i (0,1 — 205 (v/n(20— (G~ Dna]) +/infnd] ) )’
e 2 s (0 /T

Como n es grande, lo anterior es mayor o igual que, digamos

max (0, Mumax — 2¢/PV/ 2n(2n + (3/2)716)2

2mmax

>

> ¢ méx<0,4n\/1_)<(1+6)— 1—1-(3/2)5))2,

2Mmax

y usando la desigualdad de Bernoulli, lo anterior es mayor o igual que

méx (0, n\/_a) # Zpe? Cigéln\/_
T P 1+e)8nyp 3201 +e) VP
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Por otro lado, como n,/p se puede escoger tan grande como queramos,

2

Ce
= < 2 < - ,
1= s < A1+ 2211/81 < exp (15 —an )
Sigue que

]P[L( > mmax Z Pr
TeT
2

< exp <4”\/7%> exp ( 4”f32(1 je))
2
= exp < 4"\f64(1 n a))

Lo que concluye la demostracién de la cota para la cola superior, es decir, la desigualdad (5.2.4).
Ademds, para la cola de la mediana (5.2.2), basta notar que tomando n,/p suficientemente grande
en la desigualdad anterior, el lado derecho se puede hacer menor o igual a 1/2.

Ahora sélo falta la cota para la esperanza (5.2.1). Para un g cualquiera, tomemos ¢ tal que
(1+¢)y/1+ 32/4 sea menor que (1 + £p). Luego, usando la misma notacién de la parte anterior, es
decir, 6 = min{e, 1} y ¢ = [1/6], podemos notar que:

BIL(G)] < max {B[L(G[-n,~1] [-n,n— (i = )[no1])] + B[L(G[1,n] [n — ifno] +1,n])] }

1<i<q

= 112%1 {E[L(G(Kp2n—(i-1)[ns1,P))] + E[L(G(K,itn61,P))] } -
Esto se tiene pues, si consideramos J un subgrafo mondtono derecho de tamano maximo de G, la
desigualdad anterior se alcanza para aquel indice correspondiente al segmento de B (en la divisién
realizada anteriormente) en el que cae la ultima arista de J que cruza el 0.

Como todos los grafos que participan en el maximo satisfacen las hipétesis de tamarnio y balanceo
para el Teorema de Estimacién para el modelo binomial,

E[L(G)] < mix {(1—1—5 )24/pn - (2n — (i — 1)[nd]) + (1 + )2 pn-(i(mﬂ)}
< (L+2)2v/p i {\/Qn “@n — (i —1)[nd] —H’[n(ﬂ)}

=(1+ 5)2\/]5\/271 < (2n + [nd])
< (1+e)2y/pV2n - (2n+ (3/2)ne)
= (14 €)4n\/p\/1+ 3e/4 < (1 4 0)4n/p.

Esto concluye la demostracién. [ |
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