MA33A- Calculo Numérico

Solucion

Problema 1.

control 3 - Otono/2004

a) En este caso, la discretizacion general es
—Uuji—_1+ 21/!,' —Ujy1 = hZf(xi), Vi= 1, cen ,N
En nuestro caso queda
2up—uy = 0
—u;+2uy—u3 = h?
—ur+2u3 = W
En forma matricial se escribe
2 -1 0 0
-1 2 -1 |u=r|[1
-1 2 1
a) Integrando se obtiene
x,-+h/2 d du X,'+h/2
—— — Jdx = d
/x,-—h/Z dx (C(x) dx) g Xi—h/2 (x)dx
(e )d”>Xi_h/2 M fd
c(x)— = x)dx
d'x x,-+h/2 X,*h/z
du du Xith/2
Y= h/2) = — ) (x;+h/2) = d
() es-na- () esrnn = [ ras
Para los térmionos de la izquierda se usa la indicacién y queda
x)dx = c(xi— = 22 22
JAC (<, ) -
e ﬁ)u(xi+%+%)—u(xi+%—%)
2 h
hou(x;)) —u(xi—h hu(x; +h) —u(x;
= C(C(Xi_i)—( l) h( ! )>—<C(Xl+5)—( ! 2[ ( l)>
hou;j—u_ huip1 —u;
~ (C(.XL—E)[TLI> — (C(X,‘i‘z)%)
Por lo tanto el esquema numerico es
h. ui —ui— h uipy —u /x"+h/2
R Y Ut N T Y s S d
(=555 ) = (et =) = [ rgax
¢)  Eneste caso particular el método queda
Ly . — - X,‘+h/2
N e
Xi—



es decir

x,~+h/2
—uji—1+ 2bl,' —Ui+1 = h f(x)dx
xi—h/2
el cual aplicado de i = 1 hasta i = 3 queda
2u—uy = 0
1
—uy+2uy—u3 = h? <—>
2
—ur+2u3 = W
En forma matricial se escribe
2 -1 0 0
-1 2 -1 Ju=r| (})
-1 2 1

La tnica diferencia con el método de la parte (a) es que la fuerza f(x) aporta un factor 1/2 en lugar de 1 el
nodo central.

Problema 2.

al) Metodo explicito. Corresponde a la discretizacién hacia adelante en la derivada temporal, es decir

despejando se obtiene

al) Metodo implicito. Corresponde a la discretizacion hacia atrds en la derivada temporal, es decir

vitt-ui ko
TR STY  # aat S
ot aAUT =0

despejando se obtiene
(I+rA)UT = U/
es decir

Ut = (14 rA)~'U7

m

b)  Por definicién

Uttt = euitt+ (1-e)ult!
0(I — rA) U’ + (1 —0)(I+rA)~'U/
= {8(—rA)+(1-0)I+rA)"'}U’
Es decir G = 0(I —rA) + (1 —0)(I+rA)~!
¢) SiAesun valor propio de A asociado al vector propio v se tiene que

Gv = O(I—rAv+(1—-8)(I+rA) 'y

= 0(v—rw)+(1—-0)I+rA)" v

= 0(1—r\)v+(1-0)(I+rA) v



Para la matriz inversa conviene calcular

(I+rA)v=(1+)y = v=>1+){I+rA)"v
1

= (I+rA) = Y

Reemplazando en la expresion de arriba

Gv = 81—+ (1—-0)(I+rA)" v
(1-0
147k
1-6

= {6(1—rk)+ 1+rk}v'

~—

= 0(l—rA)v+

1%

—~
~—

d) Como
(1-6)
Ae=f(A)=06(1—rd)+-—=
o=10=61-m)+ 1220
y f es decreciente en R, los valores extremos de f son f(0) =1 es el mdximo y f(p) es el minimo. Este
valor es

(1-6)
flp) = 9(1—”9)+m
0(1—rp?)+1-6
- 1+rp
1— 6r2p2
T i+
El método serd estable si se cumpe que
1— E)rzp2 > _1

14+rp

es decir
Grzpz—rp—Zg 0

Si 8 =0 la ecuacion es cierta para todo r. O se el método (implicito) es incondicionalmente estable.
Si 6 > 0 la parabola siempre corta al eje de las x. Por lo tanto el método serd condicionalmente estable en este
caso. La condicién CFL se encuentra de
< 14++/1+86
r<——a——

20p
En el caso 6 = 1 la condicién CFL es 5
r<-—
P
Problema 3.
a) Como
Ax = b

AX+EX = b



b)

)

restando queda
A(x—%)=—EX

O sea
x—f%=-A"'Ex

Tomando norma queda
- = || -AT'Ex]
= |IA7'Ex]
< JATHHIEN %)

Usando la indicacion

A= HIE 15

=% <
< ATHEN ([l =01+ 1x[1)

de donde despejando
(L= HATHNEN e =2 < A I [l

Como k(A) = ||A~Y|||A]] y Er(A) = H resulta que ||A~!||||E|| = k(A)Er(A). Reemplazando arriba queda
(1= x(A)ER(A)) |lx — x| < x(A)Er(A) |lx|

Si ademds k(A)Eg(A) < £ entonces (1 — k(A)Eg(A)) > % por lo tanto
1 - -
Sl =l < (1= w(A)Er(A)) [l — ]| < w(A)Er(A) [|]

de donde despejando queda

ER(X) — ”x_'fH

T < 2k(A)Eg(A)



