Solucion y Pauta P1 Control 2 MA33A, otoiio 2004

Dy(f) =

3

(x—h)(x—2h) _ (x—h)(x—2h)
(0—1)(0—2h) 212
(x—0)(x—2h) _ x(x—2h)
(h—0)(h—2h) —I2

(x—0)(x—h)  x(x—h)
Qh—0)2h—h) 212 (0.7ptos.)

1 S 3
S (2x = 3)305(0) = 5
o (2x-2m)11(0) =
2i}12(2x ) 1(0) = ;—2 (0.6ptos.)
;—2 £(0) + % F(h) — % £2h) (0.7ptos.)
—=3f(0)+4f(h) — f(2h)

2h
_ 4f(h) —3f(0) — f(2h)
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_{f(h)—-f(o)}__]_[f(2h)—-f(h)}
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b) la precisién es > 2 por construccién ¢serd> 3?. Veamos con f(x) = x>, f/(0) =0

3P 181 —h’
DN(XS):EZ_E{ ; }
3 2 7 2 2 . e,
= Eh - Eh =—2h (Calculo de la precision (0.6 ptos.))

Luego la precision igual a 2.

Formula del error:

Como la precision es 2, p =3

£'(0) = Dn(f) +Kf L8
(determinacion de p (0.4 ptos.))

Para f(x) = x* queda (Célculo de K y ¢ usando x° u otro polinomio ctibico (0.5 ptos.))

0=—2n*+K-3!h1

kni=2pp=1

2
6 3

W =

K=-,qg=2

((0.5ptos.) determinar k y q)

£10) = D () + 3 &




c) Para integrar la EDO u/ (1) = F(u(t),t) basta con aproximar u’(t) = Dy(u(t)) +0(h?)

—3u(t) +4u(t +h) —u(t +2h)
2h

= F(u(t),1) = o)

(1 punto por usar Dy para aprox. F(u(t),t)))
Despejando u(r + 2h) se obtiene

u(t +2h) = —3u(t) +4u(t +h) — 2hF (u(t),1) + 0(h?)
Por lo tanto, se obtiene un método numérico

u(t +2h) =~ upyy
u(t +h) ~ Uy
u(t) Uk

Uy = —3ug +4up_1 — 2hF(uk_1,tk_1)

Es decir A = —3,B =4,C = —2h ((1.0ptos.) por despeje y reemplazar u(kh) ~ u 1 y, eliminar 0(h?) en

la expresion)
Solucion y Pauta P2 Control 2

a)

A /l+hlA’B /t+h
—/’”(%)(x_(mih))dx

-3, 3\ 1
1—-)=- Icul Ay B(Q2.
4hh +h= h( 4) 4h (Calculo de A y B(2.0 ptos))
t+h 3 3 (x—t)2 t+h 3
B —_ :—h
/ 2h 2 /z 4

() = 3 F0+ 27+ 2)

b) precisiéon > 1 por construcciéon. Veamos si es > 2
Sea p(x) = (x—1)(x— (t+%h)) (puede ser otro)

tth tth 2h h 2h W
=0 [ p= [P Fa-n=5-F 5 =0
t t

Luego precisién > 2.
Veamos si es > 3;¢(x) = (x—1)(x— (x— (t+ %h))z



(precision:2 (0.6 ptos.))
t+h
In(q) = O;/ g > 0 ya que ¢ no cambia de signo en [t,7 + h]
t
Por lo tanto la precision es 2.

Error: E = [/ f —Iy(f) = Kf" (&)

donde n = 3 ya que la precision es 2

(Forma del erros, y valor de n (0.4 ptos))



Para calcular K se usa g(x)

t+h h 7 \? h 4 4
= —Zh) = 2 —hx+—h?
/, q/ox(x3> /o"{x 3”9]

1, 4nt 4nrt nt
= b - =—(9-16+8
4 33 +9 2 36( +8)
1
T
36
In(g) =0
g =31=6 ( Calculo del resto (0.5 ptos.))
1 4 36%x6
K =
6-36h 7216
1
- fB®Ept
O
En la ecuacion diferencial
u(t+h) =u(t)+ /
=u(t)+Iy(u )-I—E( g (juntar lo anterior (0.5 ptos.))

1 2
=u(t)+h {Zu'(t) + %u' <t + ?h)] +0(h*)
¢) Usando el método de Euler se sabe que
h / h 2
ul t+ 3)= u(t)+u (t)g +0(h*) ( Error local Euler (0.5 ptos.))

Como F es Lipschitziana

h
=m=u (r + §> +o(h?) (0.5ptos.)

Taylor en torno at,, =t +h/3;t :tm—h/?),t+23—h :tm+§

2
() = ult) 1 ) /3) + 5 () 00
u - 2
u(t—|— %) = u(ty) +u' (tn)(h/3) + (2t ) (%) +0(n?)

((0.5 ptos) 2 Taylors)




restando: u(t) —u(t+2) = u' (tn) () +0(h?)
= u(t) + u'(tm)% =u <t + 23—h> +0(h?) (0.5ptos.)

d) Usando la parte anterior

u(t) —i—m223—h = u(t) +u'(t )2: +0(h?) - % +0(h?)
=u (t + 23—h> +0(h) (0.5ptos.)

imy (Vi) —my(Zi)| = |F (Y, te) — F (Zg, 1)
< LE; (2.3ptos.)

imo(Yy) —ma(Zy) = ‘F (Yk+m1 e+ < ) (Zk +m1— h+ = >‘

h
SL{Ek—i— \m1 (Yi) —mi(Zy) }
Lh
3

L{Ek + ;l LEk} ( ) (0.4ptos.)
2h 2h
im3(Ye) —m3(Zy)| = ‘F (Yk+mz Ry ) (Zk+mz— et 5 )‘

< L{Ek + %!mz(Yk) —mz(Zk)|}

2 L 2 2h*L?
SL{Ek+—hL<1+—h)Ek}:L|:1+—hL+ 2h }Ek

3 3 3 9

(0.4ptos.)



1 3 2L 2h%1?
Eri1 <Ex+—-hLEx+-hL|1+—+ Ek+/’l|Ek|
4 4 3 9
L w3
- (1 +hL+—— +T>Ek+h|Ek|
< eMEy + h|Ey| (0.4ptos.)

De esta desigualdad se obtiene (“induccién’)
M
E < ' [n|+khele = |Ed

(No se exigird que lleguen hasta esta ultima desigualdad)

2h 2h
m3=F (u(t) +my—,t+ —)

3 3
2h 2h
:F(u <t—l—?>,t+?> +0(h?) (0.5ptos.)

e+ ) = u(t)+ | oy 2 (z+ 23—h)] +o(rh

AMTy
- —_——
=m3+0(h3)

1 3
=u(t)+nh 2m + L—ng} +0(h*)

= w - Hm + %m3} = 0(h%)

= consistencia. El método es de orden 3.
(Usar lo previo para aplicarlo en la def. de consistencia (1.0 ptos.))

e) Estabilidad
1 3
Yoy =Yt h | my (Ye) + Z”’B(Yk) Yo € R
1 3
Zyyy=Zk+h {Zml (Zi) + Zm3(Zk)} +1 70+ Atg, = Yo+
sea Ey = |V — Z|

1 3
Epi <Ex+ Zhlml (Vi) —m1(Z) | + Zh!m?s(Yk) —m3(Zy)| + hle|

(Definir ambas sucesiones y restar (0.5 ptos.))



f) En el caso particular

queda
my = F(ug,tp) = —a

= + ht+h =—q + h
my=F|u mi—= — | == u mi—
2 0 13,0073 0 13

=0 l—ocﬁ —_OH_O‘_Zh
B 3) 3

3 3

= - 1+% —oc+a—2h
N 3 3

2 2
=—o|l—>ah+ -o*h?
[ 3 * 9 }

N
Uy =uo 4m1 4m3

1 3

4 4

2h

2h 2h

(0.5ptos.)

(0.5ptos.)

(0.5ptos.)

9

—1 +h{—(—a)+_(_a+%a2h_ gophzﬂ

2 6

1 1
=1+h {—oc+ ~oh——o'h?

1 1
uy=1—oh+ 5oczh2 — 8a3h3

|

(0.5ptos.)



