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Solucién Problema 1.

Parte a (i) (2ptos.) Como la férmula debe ser exacta para polinomios de grado hasta 2. entonces

flx)=1 C+C=b—a (1)
fuy:x Cia+Gb = (b*—d?) /2 )
flx) =x*: Cia® +Cob* + C3(2b—2a) = (b’ —d’) /3 :(1pto.) 3)

Claramente (1) y (2) implican que
Ci=C=(b-a)/2. (0,5pto)
Ademéds (3) entrega

=—(b—a)?/12 (0,5pto)

Parte a (ii) (2ptos.) Por construccidn, la férmula de integracién ya es exacta para polinomios de grado 2. Luego su precisién
es > 2.

Veamos si es > 3. Basta estudiar f(x) = (x—a)(x — b)(x — %) donde ¥ = “+2. En este caso

b
/ f(x)dx=0 (basta usar Simpson)
a
y la férmula numérica entrega

re) = G(f'o)-f(a)
= G(b-a)b-%)—(a=b)(a—%)=0

Por lo tanto la precisién es > 3.(1pto) Veamos si la precisién es > 4. Basta tomar el polinomio (x — a)?(x — b)?, cuya
integral es estrictamente positiva y donde I*(f) = 0. (1pto)

Parte b (2ptos.)
b n Xi
s(x)dx = s(x)dx

Josas = B[t
= Z {Cl ( (x, 1) + S(X[)) +G3 (S’ (xi) - Sl(xi—l))} (Oaspt(): S(x) es Cﬁbica)
= Clz xl 1 +le +C3Z _S(xl 1))

i=1
— ﬁzn“((. )+ (.))_ﬁ(’(b)_’( ) (0,5pto, telescopica)
= 2,-:1SXI_1 s(x; 2 s s'(a »”pto, P
n 2
- % L (FGit) + /) = % (s'(b) = (a) (0,5pto, s(x) interpolaa f)
2

= TC(f)- il—z (s'(b) =5 (a)) , (0,5pto, reconocer trapecios)

donde TC(f) corresponde a la férmula del trapecio compuesto.



Solucién Problema 2.

Parte (a) 2pts) Como la férmula debe ser exacta para polinomios de grado hasta 3 entonces

flx)=1: Al+Ar+A3+A4=0

flx)=x: Ath—Ash+2A3h —2A4h =1

flx)=x*: Ah? 4 Aph? + 4A3h% +4A4h* =0

fx)=x3: Arh® — Aoh® + 8A3h° — 8A4h =0 (1pto)

Claramente (4) y (6) implican que A} +A; =0y A3+ A4 = 0. Ademds (5) y (7) Se escriben como

2A1h+4Ash =1
2A1h+ 16A3h =0

De donde A; = —A, = 2 y A3 = —A4 = — ;5. (Ipto) Es decir

Di(f) :jh(f(h)f(h)) ! (w>

3 2h 3 4h

Parte (b) 2pts) La férmula de derivacidn tiene precisiéon > 3 por construccién.

“)
&)
(6)
(N

Veamos si la precisién es > 4. Para ello consideremos f(x) = x* que tiene derivada nula en xo = 0. En este caso la férmula

numérica entrega

O sea la precision es > 4. (1pto) Veamos si la precisién es > 5. Para ello consideremos f(x) = x> que tiene derivada nula

en xo = 0. En este caso la férmula numérica entrega

] (e

3 2h 3 4h
B 4<2h5> 1(2(2h)5>

3\ 2h/) 3\ 4h

4 16

3=
= —4n*
# 0

Es decir la precision es sélo 4 (1pto).

Parte (c) 2pts) Como la precision es 4 el error debe ser de la forma

E=KfO€hn

Es decir k = 5. (1pto) Para calcular K y p basta con notar que en el caso particular f(x) = x> se tiene que

E =4h* = K(5)h?

de donde se obtiene K = % = % y p =4 (1pto).



Solucién Problema 3.

Parte a) (3pts) Célculo de L(x):

Lix)=f(1)+ fIL,2)(x—1) =1+ 2_1(x— 1)=3x-2 (1pto)
Calculo de xg
3x0—2 = a
=>x = a;rz (0,5 pto)

Calculo del error

) = L)+ 3 @)= 1)=2)
= LX)+ @x-1)(x-2)
flo)=a = L(o)+(a—1)(c—2) (0,5pto)

Por otra parte, para el polinomio de grado 1, L(x) podemos usar Taylor de orden 1:

L(o) = L(xo)+ L (x0)(ot— xo)
= a+3(a—xp) (0,5pto)
Combinando ambas expresiones
la—x0] < ~J(0— D(0—2)[ < 2+ < (0,5pto)
or= =3'2=710 P

donde en esta ultima parte se utilizé que P(x) = |(x — 1)(x — 2)| alcanza el médximo valor dentro del intervalo [1,2] en el punto
medio x = 1,5y vale P(1,5) = (0,5)> = 1.
Parte (b) (3pts)

Deduccién de la iteracién de Newton: Se sabe que una iteracién de Newton corresponde a resolver P(x) = 0 donde P
es el polinomio de grado 1 que interpola a F(x) = x> —a y a su derivada F’(x) = 2x en el punto x,. Es entonces P(x) =

x2 —a+ (2x,)(x —x,), por lo que se debe resolver P(x) = 0 llamando x,+ a la solucién.
2
a—Xx 1 a
20 (X —Xy) =a—X2 = Xpp1 = Xp+ 2xn” = E(x,, + x—n) (1pto)
El célculo del error es similar al caso anterior
1
F() = P@)+5F"€)(x—x)’
P(x) + (x — x,)?
F(o) =0 P(o) + (00— x,)?

Y utilizando Taylor de orden 1:
P(0) = P(xu41) + P (xp41) (00— Xp1) = 0+ 2, (00 — Xp01)

Combinando ambas expresiones, se obtiene

1
Prnt1 — o = p o — 0 < ey — . (1pto)
n

Usando esta férmula se tiene que

i—a < |xo—af* <1072
o—o < |g—of <107
s—a] < |jo—of <1078
by—of < |Ja—of <1071 (1pto)

Es decir basta iterar el método de Newton 4 veces (n = 4) para que el error de aproximar o por x4 sea inferior a 1071
cualquiera que sea a € (1,4).



