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Cuando acabe este verso que canto
yo no sé, yo no sé, madre mia
si me espera la paz o el espanto;
si el ahora o si el todavia.
Pues las causas me andan cercando
cotidianas, invisibles.
Y el azar se me viene enredando
poderoso, invencible.
Causas y azares

Silvio Rodriguez



AGRADECIMIENTOS

Esta tesis resume el trabajo de cuatro anos de doctorado en co-tutela
entre la Universidad de Chile y la Universidad de Paris 5. De estos cuatro anos, dos
transcurrieron en Chile y dos en Francia. Este trabajo trata dos temas tanto en lo
formal como en lo personal; para saber qué es lo que trata formalmente basta leer los
proximos 5 capitulos. En lo personal, trata sobre dejar el pais que uno quiere para
aprender a querer otro.

Primero quiero agradecer a mis dos profesores guias Servet Martinez
y Bernard Ycart. Servet fue quien me motivo en el estudio de las probabilidades
en su curso de cadenas de Markov y maés tarde, calibrando mis cualidades como
matemaética, me desafib con problemas muy interesantes. Bernard, por su parte, fue
un profesor guia cuidadoso, exigiendo tanto pulir los resultados como presentarlos
con elegancia. A ambos les agradezco mucho el haber guiado esta tesis.

Les agradezco también a Thierry Huillet, Christian Paroissin y Béatrice
Lachaud que colaboraron conmigo en este trabajo de investigacién y con quienes fue
un placer discutir.

Les agradezco a los profesores Roberto Fernandez y Dani¢le Gardy por
darse el tiempo de leer y emitir su opinién sobre esta tesis.

Le agradezco al Departamento de Ingenieria Matematica de la Uni-
versidad de Chile donde transcurrieron mis primeros anos del doctorado y tuve ex-
celentes cursos y grandes profesores. También les doy las gracias a los funcionarios
quienes siempre han sido muy carinosos conmigo. En la facultad que alberga a este
departamento hice mis mejores amigos. Algunos estudiando fisica un verano: Eduar-
do, Vicho, Andrés, Jordi, Eduardo, Pedro y Rocio; otros durante la carrera: Isabel,
Matias, Angela, Alvaro, Nicolas, Mariel, Joaquin, Anneli y la Mariela; y aquellas
amistades que hice en la cancha, jugando a la pelota: Daren, Ma Alejandra, Ai-ling,
Daniela, Andrea, Lorna y Natalia. A todos ellos les agradezco de corazon.

En septiembre del 2003 me fui a Francia con sentimientos encontrados.

Se hacia dificil dejar Chile, pero al mismo tiempo Francia despertaba mi curiosidad.
En la Universidad de Paris 5 me esperaba el profesor Bernard Ycart, quien junto a
los funcionarios me ayudaron a solucionar todo tipo de problemas. También conoci a
los tesistas de la U. de Paris 5: Béatrice, Olivier, Raphaél y David. Luego encontré a
las tesistas del 4 piso Gwendoline, Claire y Amandine. Todos ellos fueron excelentes
amigos y compaitieros con los que resolvimos puzzles, enigmas y cultivamos plantas a
la hora del café. Gracias a Pedro conoci a los chicos del Laboratorio PSE: Facundo,
11



Dimitris, Hector, Michael y Gregory con quienes visitamos diferentes restaurantes
de Parfs. También estudiaban en esa época por alla Eduardo y Anneli con quienes
comparti esta experiencia. Gracias a todos ellos por hacer de Paris un hogar.

Los tltimos 8 anos de mi vida no se pueden separar de Pedro. Juntos
partimos a vivir en Paris y descubrir Europa. Le agradezco de corazoén el apoyo y
aliento que me brind6 para llevar a cabo esta tesis. También le agradezco a la familia
de Pedro y a Barbara por el apoyo incondicional que nos dieron y visitas que nos
hicieron.

Desde el fondo de mi alma les agradezco a mi padres, a mis hermanos
y al resto mi familia por estar siempre orgullosos de mi trabajo, no seria tan facil

gozar de esta disciplina sin su compresion.

Agradezco al Estado de Chile y de Francia por financiar mi doctorado
y al Nucleo Milenio P01-005 y proyecto Mecesup por el apoyo brindado.

III



Indice general

1. Introduccién 1
2. Distancias entre distribuciones de probabilidad 4
2.1. Distancia en Variacion total . . . . . . .. ... ... ... ... 5)
2.2. Las distancias de Helliger, Chi-cuadrado y Kullback . . . . . ... .. 7
2.3. Distancia entre medidas productos . . . . . .. ... ... ... ... 10
2.4. Ejemplos . . . . . .. 12
24.1. Bernoulli. . . ... .. ... 12

2.4.2. Poisson . . ... 16

24.3. Normal. . . . ... ... .. .. . 23

3. Cutoff para n-tuplas de procesos exponencialmente convergentes 36

3.1.

3.2.

3.3.

Definicién y algunos ejemplos clasicos . . . . . . . . ... ... . ... 37
3.1.1. jQuéesel Cutoft? . . . ... ... 38
3.1.2. Definicién y un poco de historia . . . . . .. .. ... 39
Procesos exponencialmente convergentes . . . . . . .. ... .. ... 41
Tiempos de Cutoft . . . . . . . ... ... 49



3.4. Ejemplos de procesosiid. . . . . . . ... L 58
3.4.1. Proceso Binario . . . . . . . ... ... 29
3.4.2. Lacola M/M/oo . . ... ... . . . ... 60
3.4.3. El proceso Ornstein-Uhlenbeck . . . . ... ... ... ... . 62

4. Particiones aleatorias del intervalo [0, 1] 64

4.1. Particiones del intervalo [0,1] . . . . . .. ... ... ... ... ... 66

4.2. Particiones Aleatorias . . . . . . . . . .. ... L 69
4.2.1. El modelo de particiéon por renormalizaciéon . . . . . . . . . .. 69
4.2.2. El modelo de localizaciéon aleatoria . . . . . . . .. ... ... 70

4.3. La familia de particiones de Dirichlet . . . . . .. .. ... ... ... 71
4.3.1. Introducciéon del modelo . . . . . .. ... 72
4.3.2. Muestreo y permutacion sesgada por tamano . . . . . . . . .. 74

4.4.

4.3.3. Una comparacion del costo de busqueda en la particion de

Dirichlet y su permutacion sesgada por tamano . . . . . . .. 79
El modelo de fragmentacion de la vara . . . . . . . ... ... L. 85
4.4.1. El promedio geométrico de los intervalos ocupados . . . . . . . 87
4.4.2. La funcion particion . . . . . ..o 90
4.4.3. La ley unidimensional de un segmento . . . . . . ... .. .. 93

4.4.4. Orden decreciente en tamano: la distribucion del mas pequeno

y del mas largo de los intervalos . . . . . . .. ..o L. 94
4.4.5. Permutacion sesgada por tamano . . . . . .. ... ... ... 101
5. Reglas de autorganizaciéon con popularidades aleatorias 104



5.1. Reglas de auto-organizacion de datos . . . . . . . . . ... ... ... 106

5.1.1. Motivacion: ;Como y déonde almacenar libros? . . . . . . . .. 107
5.1.2. El modelo de Move-to-Front . . . . . . ... .. ... .. ... 108
5.1.3. Relacion con otras estructuras aleatorias . . . . . . . .. ... 110
5.1.4. El Modelo de Move-to-Root . . . . . .. ... .. ... ... . 111
5.2. Move-to-Front con popularidades aleatorias . . . . . . ... ... ... 114
5.2.1. Expresion exacta para la transformada de Laplace . . . . . . . 115
5.2.2. Formula asintdtica para la transformada de Laplace . . . . . . 120
5.2.3. Ejemplos y algunas propiedades . . . . . .. .. .. ... ... 131
5.3. Move-to-root con popularidades aleatorias . . . . . . ... ... ... 137

5.3.1. Los dos primeros momentos de orden del costo de busqueda

estacionario . . . . . ... 137
5.3.2. Ejemplos. . . . . ... 140
6. Conclusiones 146

VI



RESUMEN DEL INFORME FINAL

PARA OPTAR AL TITULO DE

DOCTOR EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA
POR: JAVIERA BARRERA MARTINEZ
PROF. GUIA: SR. SERVET MARTINEZ
FECHA DE EXAMEN: 6 DICIEMBRE 2005

Cutoff para n-muestras de procesos estocasticos
exponencialmente convergentes y particiones aleatorias del
intervalo [0, 1]

En este trabajo abordamos dos temas de probabilidades uno es el
fenomeno de Cutoff en n-tuplas y el otro es sobre particiones aleatorias del
intervalo [0, 1]. Los resultados de Cutoff corresponden al trabajo realizado
en conjunto con B. Lachaud y B. Ycart. Los resultados en el tema de
particiones aleatorias en colaboracion con T. Huillet y Ch. Paroissin.

El Cutoff es una propiedad definida para familias de procesos de Mar-
kov que refleja la convergencia abrupta a la distribucién estacionaria. En
esta tesis abordamos el tema de las distancias entre distribuciones de pro-
babilidad, motivados por el fenémeno de Cutoff. Luego estudiamos este
fenémeno para n-tuplas de procesos independientes, tanto idénticamen-
te distribuidos como no. El resultado principal de la primera parte da
condiciones bajo las cuales una n-tupla de procesos que convergen expo-
nencialmente tiene un Cutoff en el sentido de las distancias de Variacion
total, Hellinger, Chi-cuadrado y Kullback.

La segunda parte de los resultados se centran en las particiones alea-
torias. Estudiamos las caracteristicas de la particion de Dirichlet (D) que
después de una permutacion sesgada por tamano es una aproximacion de
una particion GEM (Griffiths-Engen-McCloskey). También estudiamos
la particion del modelo de fragmentacion de la vara que aproxima una
particion GEM de parametro 1. Ambos analisis se centran en la funciéon
generadora de momentos conjunta de las particiones.

En este trabajo consideramos dos estrategias para organizar itemes:
desplazar al frente (MtF) que organiza una lista y desplazar a la raiz
(MtR) que organiza un arbol binario de busqueda. Los resultados en
torno a las dos estrategias se centran en el anélisis del costo de biisqueda
en régimen estacionario en el contexto de particiones aleatorias generadas
por renormalizacion. El resultado principal para la regla MtF es la dis-
tribucion asintotica en el niimero de ftemes del costo de busqueda y para
la estrategia MtR se encontr6 el comportamiento asintotico del costo de
bisqueda para dos particiones particulares.



INTRODUCCION

Como lo expresa el titulo, en esta tesis abordamos dos temas de pro-
babilidades uno es el fenémeno de Cutoff en n-tuplas y el otro es sobre particiones
aleatorias del intervalo [0, 1]. Los Capitulos 2 y 3 corresponden al trabajo realizado
sobre Cutoff en conjunto con B. Lachaud y B. Ycart [6]. Los Capitulos 4 y 5 abordan
los trabajos realizado en el tema de particiones aleatorias en colaboraciéon con T.

Huillet [3], con Ch. Paroissin [7| y [8] y con ambos autores [4] y [5].

El Cutoff es una propiedad definida para familias de procesos de Mar-
kov que refleja la convergencia abrupta a la distribucion estacionaria. En el Capitulo 2
abordamos el tema de las distancias entre distribuciones de probabilidad, motivados
por el fenémeno de Cutoff. Basicamente definimos las distancias de Variaciéon total,
Hellinger, Chi-cuadrado y Kullback. Resumimos aquellas propiedades relevantes pa-
ra el desarrollo de nuestros resultados, las que se pueden encontrar en [51] o [29] y
calculamos algunos ejemplos. El concepto de Cutoff busca describir la convergencia
abrupta que se observa en ciertos procesos estocésticos y esta ligado una distancia.
Tradicionalmente ha sido la distancia en Variaciéon total, pero no ha sido la tnica,

como discutiremos en el Capitulo 3.

El objetivo del Capitulo 3 es estudiar el fenémeno de Cutoff para n-
tuplas de procesos independientes, tanto idénticamente distribuidos como no. Para
esto extendemos la definicion de Cutoff para otras distancias (Definicion 3.1.1) y
damos la definicion de convergencia exponencial a taza p (Definicion 3.2.1) que utili-

zaremos donde buscamos que el logaritmo de la distancia en el instante ¢ se comporte



como —pt. Es en la Secciéon 3.3 donde exponemos nuestro resultado principal de Cu-
toff, el Teorema 3.3.1, que da condiciones bajo las cuales una n-tupla de procesos
exponencialmente convergentes tiene un Cutoff en el sentido de las distancias de
Variacion total, Hellinger, Chi-cuadrado y Kullback. En conjunto estos dos capitu-
los constituyen el articulo “Cutoff for exponentially converging processes” que fue

enviado a una revista para su eventual publicacion (ver [6]).

El segundo tema de esta tesis es abordado en los Capitulos 4 y 5. En el
primero de estos en la Secciéon 4.2 introducimos dos modelos generales para generar
particiones aleatorias. El primero que llamaremos particiéon por renormalizaciéon es
generado por n variables independientes que son normalizadas por la suma total de
ellas. El segundo, que llamaremos de localizacion aleatoria, es generado por n varia-
bles independientes con soporte en (0,1) donde los segmentos se originan como el
producto de las variables. En la Seccion 4.3 introducimos formalmente la particion
aleatoria de Dirichlet, Poisson-Dirichlet y GEM. Recordamos varias de sus propie-
dades y recopilamos algunos resultados nuevos que fueron publicados en el articulo
“Size-biased permutation of Dirichlet Partitions and search-cost distribution” [4]. Fi-
nalmente en la Seccion 4.4 definimos y estudiamos las propiedades del modelo de
particion de fragmentacion de la vara que aproxima la particion de GEM para cierto
parametro. Los resultados descritos en esta seccion fueron objeto de la publicacion

“On the random spliting of the interval” [3].

En el Capitulo 5 presentamos dos estrategias para ordenar itemes: las
estrategias de Move-to-front para ordenar en una lista y Move-to-root para ordenar
en un arbol. En la Seccién 5.1 se describen ambas estrategias y sus propiedades,

entre ellas el costo de busqueda (Definiciones 5.1.1 y 5.1.5) que mide desempenio de



ambas estrategias en el instante . Ambas reglas han sido ampliamente estudiadas en
el contexto de cadenas de Markov donde las probabilidades de transiciéon dependen
de la probabilidad (p;) de solicitar cada uno de los itemes ver para el Move-to-front
los trabajos [60] y [31] y més recientemente 28] y [26] para el Move-to-root ver [20] y
[19]. El anélisis del tema es diferente al realizado en los trabajos anteriores, pues las
probabilidades de requerir un item estan dadas por una particiéon aleatoria por renor-
malizaciéon. En la Seccion 5.2 estudiamos la regla Move-to-front, nuestro resultado
principal para esta estrategia es el Teorema 5.2.7 donde encontramos la distribucion
del costo de biisqueda estacionario normalizado cuando el nimero de itemes tiende
a infinito. Para el caso de la regla de Move-to-root, estudiada en la Seccion 5.3, tam-
bién analizamos el comportamiento asintético en el niimero de itemes, pero nuestro
resultado se restringe al primer y segundo momento del costo de bisqueda estacio-
nario. Los resultado sobre la estrategia Move-to-front trabajos se pueden encontrar
en el articulo “On the distribution of the search cost for the move-to-front rule with
random weights” (|7]) y su continuacion el articulo “Limiting search cost distribution
for move-to-front rule with random request probabilities” ([5]). Asi como los resul-
tados de Move-to-root fueron expuestos en el poster “On the stationary search cost

for the move-to-root rule with random weight” (|[8]).



DISTANCIAS ENTRE DISTRIBUCIONES

DE PROBABILIDAD

Una pregunta fundamental en el ambito de las probabilidades y la
estadistica ha sido la convergencia de familias de distribuciones de probabilidad. En
las aplicaciones surge la necesidad de cuantificar esta convergencia en términos de
una distancia. En la literatura existen muchas métricas y otras funciones que nos
permiten tener una nociéon de “distancia”’ entre distribuciones. Por simplicidad nos
referiremos a ellas como distancias, atin cuando en el sentido matematico no lo sean.
Estas funciones, o métricas, han probado ser de gran utilidad en diferentes contextos
ya sea por su interpretacion, sus propiedades teodricas o las relaciones existentes
entre ellas. Por ejemplo, a fines de los anos 40 y durante los 50 las distancias entre
distribuciones de probabilidad se utilizan en el disefio de test estadisticos (ver e.g.
[32]). Desde los anos 70 grandes esfuerzos se han realizado en el ambito de la teoria
de los valores extremos para establecer el rango de validez de las aproximaciones
con respecto a diferentes distancias (ver las notas bibliograficas de los Capitulos 4
y 5 de [51]). En los anos 90 se desarrollan los métodos de Monte-Carlo (ver [27]),
que consisten en aproximar una probabilidad v a partir de una cadena de Markov
reversible con ley estacionaria v. En la aplicacion de esta técnica es natural que surja

la necesidad de imponer una distancia para determinar cuando detener el algoritmo.

Nuestra motivacion para abordar el tema de las distancias es el feno-
meno de Cutoff. El concepto de Cutoff busca describir la convergencia abrupta que

se observa en ciertos procesos estocasticos y esta ligado una distancia. Tradicional-
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mente esta ha sido la distancia en Variaciéon total, pero no ha sido la tinica, como

discutiremos en el capitulo correspondiente.

Abordar el tema de las distancias entre leyes de probabilidad nos toma-
rias mas que un capitulo de esta tesis. Escogimos aquellas que nos permiten estimar
la distancia entre dos medidas producto: la distancia de Variacion total (VT), He-
llinger (H), Chi-cuadrado (x?) y Kullback (K). En la primera de cuatro secciones
tratamos la distancia en VT para describir sus diferentes caracterizaciones y propie-
dades. La segunda esta dedicada a las otras tres distancias, a sus propiedades y a
estudiar como se relacionan entre ellas y la distancia en VT. En la tercera secciéon
tratamos las distancias entre medias productos y, finalmente, en la tdltima seccion
proporcionamos el calculo explicito de las distancias entre dos medidas de probabi-
lidad generadas como un producto tensorial de una misma distribucién para el caso

de dos productos de Bernoulli, de Poisson y de Gaussianas.

Si bien algunas de las distancias estan definidas en un contexto mas
amplio que el de medidas de probabilidad, nos restringiremos a este ultimo espacio

para estudiarlas, por lo que toda afirmacion deberé considerarse en este contexto.

2.1. Distancia en Variacion total

Consideremos el espacio medible (E,F). Sean u y v dos medidas de
probabilidad definidas en este espacio. Sea A una distribuciéon que domina a ambas

medidas y denotemos por g (resp. h) la densidad de p (resp. v) con respecto a .

La distancia en VT entre las dos medidas de probabilidad p y v se
5



define como:

dvr(p,v) = ilél;lu(fl) —v(A)]. (2.1)

De la definiciéon se desprende que dyr(u, v) toma valores entre 0 y 1. De la ecua-
cion (2.1) vemos que la distancia en VT entre dos medidas p y v es el peor error
que cometeriamos al aproximar la medida p(A) de un conjunto cualquiera por v(A).
Esta interpretacion puede ser una de las razones que la ha llevado a ser la més utili-
zada en la literatura. Otra razon puede ser sus otras multiples caracterizaciones que
han permitido desarrollar diferentes técnicas para acotarla. La siguiente propiedad
enumera tres de las mas conocidas.

Proposicion 2.1.1.

1. Sea pu(p) = [ ¢ du entonces la distancia en VT entre pu y v vale

1 .
dyr(p,v) = §Sup{|u(so) —v(p)| : |l <1y p medible } .

2. La distancia en VT entre p y v es la norma L'()\) entre las densidades con

respecto a A de p y v,
1
dyvr(p,v) = 5/ g — hldX .
E

3. Sean X eY dos variables aleatorias distribuidas segun j y v respectivamente,
la distancia en VT entre p y v vale el infimo de la probabilidad que X e Y sean
distintas sobre todas las posibles leyes conjuntas entre X e Y. Esta propiedad

es conocida como la caracterizacion de “acoplamiento” (en inglés coupling).

dyr(p,v) =mf{P(X #Y) : X,)Y tq L(X)=pyLY)=r}.



La caracterizacion (2) permite trabajar la distancia en VT usando las
técnicas de las normas L”. Por otros lado, la construcciéon de acoplamientos entre

medidas se ha convertido en una importante técnica para estimar la distancia en VT

(ver [40]).

Aun cuando la distancia en VT posee estas y otras propiedades, otras
distancias han hecho su aparicion en la literatura. Algunas porque son mas simples
de calcular y permiten acotar la distancia en VT. Mientras otras simplemente para
reemplazarla, pues la distancia en VT no es capaz de captar ciertos fenémenos como
por ejemplo la convergencia de una sucesion de variables aleatorias discretas a una
variable continua. La discusion realizada por Gibbs y Su en [29] ilustra bien los
motivos generales que llevan a considerar otras distancias y las relaciones entre ellas.
En la siguiente seccién introducimos las distancias de Hellinger, Chi-cuadrado y
Kullback que permiten obtener las cotas del orden correcto para la distancias entre

medidas productos de la Seccion 2.3.

2.2. Las distancias de Helliger, Chi-cuadrado y Ku-

l1back

De las diferentes distancias entre distribuciones que hay en la literatura
escogimos estas tres porque tienen la propiedad de permitir trabajar la distancia entre
medidas productos en términos de la distancia entre sus marginales. La distancia de
x? debe su nombre al test estadistico pues, como veremos, el cuadrado de la distancia

normalizado por por la talla de la muestra tiene la misma forma que el estadistico



x2. La distancia de K es también conocida como la distancia de Entropfa relativa
y fue definida por Kullback y Leibler en 1951 como la generalizacién de la nociéon
de entropia de Shannon. La distancia de H habria sido definida y popularizada por
Kakutani en 1948. Hellinger, quien dio el nombre a la distancia, utiliz6 una cantidad
relacionada a esta distancia en la teoria de operadores. Para méas detalles sobre el

uso de estas distancias ver el articulo de [29] y las referencias citadas en él.

Al igual que en la seccion precedente, consideremos el espacio medible
(E,F). Sean py v dos medidas de probabilidad definidas en este espacio. Sea A una
distribucion que domina a ambas medidas y denotemos por g (resp. h) la densidad

de p (resp. v) con respecto a A. Sea S, (resp. S,) el soporte de p (resp. v).
Definicién 2.2.1.

1. La distancia de Hellinger entre p y v es

1/2

dur) = 2= ([ WF=vara)" = (1= [ Viga)
2. La distancia de L*(\) entre p y v es
dr2n(p,v) = {/(f —9)26”] " :

3. La distancia de Kullback entre v y v es

1/2
di (i1, v) = [/5 flog(f/g)dA] :

Las distancias de H y K son independientes de la medida dominante \.

La distancia de H es una métrica y toma valores entre 0 y 1. La distancia de K no
8



es simétrica en sus argumentos (1, v) y toman valores entre 0 e oo (ver [48] pag. 61).
Si uu es absolutamente continua con respecto a v luego d3, (V)(u, v) es la distancia de
Chi-cuadrado usual entre p y v. Como trataremos principalmente este caso, y para
asegurar la homogeneidad de los resultados, notaremos por d,2(u, v) la distancia de

Chi-cuadrado (x?) entre u y v a la distancia L*(v):

dy2(pt,v) = dr2y (@, v)

La distancia de x? tampoco es simétrica y toma valores entre 0 e oo.

La siguiente proposiciéon resume las cotas clasicas que relacionan las

cuatro distancias (ver figura 1 de [58]).

Proposicion 2.2.2.

1o dy(p,v)? < dpy(p,v)

2. dyv (p,v) < du(p,v)\/2 — du(p, v)? < V2dp(p, v)
3. dyv(p,v) < 2dy2(p,v)

4 dry(p,v) < 2/V2dk(p,v)

5. dH(,U,V> < ﬂdK(:“?”)

6. di(p,v) < \/log(l +dy2(p,v)?) < dy2(p,v)

De las dos primeras desigualdades de esta proposicion se desprende que
la distancia en VT y de H son equivalentes en el sentido de que inducen la misma

topologia.



2.3. Distancia entre medidas productos

Como mencionamos en la introduccion del capitulo estamos interesados
en la distancia entre medidas producto. Sea (E™, F() el espacio que resulta del
producto de los espacios (E;, F;) con i = 1,...,n, es decir, E™ = E; x ... x B, y
F = Fi®...®F,. Consideremos las medidas de probabilidad p(™ y v(™ definidas

n (E™, F™) como el producto de medidas u™ = j; ®...® u, donde cada y; esta
definida en (E;, F;). La siguiente proposicion nos permite relacionar las distancias

entre cada par de medidas p; y v; con la distancia entre las medidas producto ™ y

v,

Proposicion 2.3.1.

1. Variacion total:

1 n
I —exp <—§ Z 3y (12, Vz)) < dpy ('™, ™) < ZdTV pivi) . (2.2)
i—1

2. Hellinger:

n

dy (™, ) =1 - H (1 — dir (i, Vz)) :

i=1

1 - exp (—de,w)) < B ) < S i) . (23)
i=1 i=1

3. Chi-cuadrado:

2. (1 ﬁ(1+d (i) = 1.

=1

10



Zd (pirvi) < d2 (™ ™) < exp <Zd ,U,Z,VZ)>—1. (2.4)

4. Kullback:

d%((:u(n)v I/(n)) = Z d%((ﬂl’» Vi) : (25)

Esta proposicion muestra que todas las distancias, salvo la distancia

1/2 . :
2) /? cuando la distancia en ca-

en variacion total, se comportan como (> d(u;,v;)
da coordenada d(p;,v;) es pequena. Basta recordar que si xq,...,x, se comportan

aproximadamente como K; n con K; constante, entonces se puede hacer la siguiente

aproximacion:
n

H(l—kxi)wl—i-ixi.

i=1 i=1

Las relaciones expuestas en la Proposicion 2.3.1 para la cota superior de VT y las
expresiones para la distancias de H, x? y K son conocidas y se pueden encontrar en
el Lema 3.3.10 p. 100 en [51]. La demostracion de la cota inferior de la distancia en

VT es una simple combinacion de las Proposiciones 2.3.1 y 2.2.2.

Demostracion:

SV
<
~
—
S
t/\
E
S~—
vV

dip (™, ™)

- 1- H (1 — d(pi, i)

=1

1 —exp (— E dfi(,ui, 1/1)>
i=1
I~ ,
1 —exp 5 E dyr(pisvi) |

i=1

IV

v

11



2.4. Ejemplos

El objetivo de esta seccion es dar algunos ejemplos de estimaciones pre-
cisas de la distancia entre medidas producto. En general si consideramos dos medidas
de la misma familia paramétrica es razonable pensar que la distancia entre ellas sera
una funciéon suave de la diferencia entre pardmetros. En este caso consideraremos
las distribuciones de Bernoulli, Poisson y Normal. En estos resultados, € y 0 deben
ser interpretados como funciones de n. Observemos que en las Proposiciones 2.4.1 y
2.4.3 tanto las cotas en el caso de VT como las expresiones para las otras distancias

convergen a constantes positivas para € = n~1/?2

. De manera similar en la Proposi-
cion 2.4.6, para max{e,d} = n~Y2. Los calculos para las distancias de H, y?> y K
son simples y la mayor dificultad que presentan es realizar algunos desarrollos de
orden. En el caso de la distancia en VT para las distribuciones de Poisson y Normal
los calculos son més complejos y para demostrarlas utilizamos el mismo argumento

que da Pollard en [48| (pag. 63) para la distancia entre dos Gaussianas de misma

varianza.

2.4.1. Bernoulli

En esta subseccion p y v son dos distribuciones de Bernoulli.

Proposicion 2.4.1. [6/ Sea p y € dos reales entre 0 y 1. Sea u (respectivamente

v) una distribucion de Bernoulli de parametro p(1 — €) (respectivamente p). Sea p™
12



(y respectivamente v") el producto tensorial de n copias de p (respectivamente v ).

Luego,

1. Variacion total

tesp (~272) < a0 < [1—esp (o (s o) )|

2. Hellinger

- )]

3. Chi-cuadrado

4. Kullback

Demostracion: Para la distancia de Hellinger de su definiciéon tenemos

du(p,v)? = 1—(p\/1—€—|—(1—p) - 8).

I—p

13



Utilizando una aproximaciéon de la funcién /1 + x encontramos que

2 e ¢ 2
du(p,v)” = 1=p|l—g5—F+ole)

Luego la distancia de H entre las dos distribuciones de Bernoulli vale

() — %‘ /ﬁm +oe) .

Utilizando la proposicion 2.2.2 podemos calcular el producto.

= [1—(1_ﬁ€2+0(52)>"}m

o

Realizamos el mismo calculo para la distancia de y*:

pe? 1/2
datur) = (= ePpt=p) 42004 2 1)

2.2 1/2
()
I-p

Utilizando la proposicién 2.3.1 podemos calcular la distancia entre las medidas pro-
14



ducto p™ y v"

D n 1/2
d(p", V") = {(14—1 52) —1}

Para la distancia de K tenemos

di(p,v)? = (1—e)plog(1—5)+(1—p+€p)log(1+1p 5).

Para obtener una expresion similar a la obtenida para las otras distancias utilizamos

la aproximacion de Taylor de log(1 + z) en torno a 0,

dic(p,v)? = (1—e)p (—5—%+0(52))
p 1 p ? 2 2
+(1—p+ep) <ﬂ5— 5 (ﬂ) e+ o(e ))
. p £2 1 ofe?
T oai-p )

Entonces la distancia de K entre las dos leyes de Bernoulli esta dada por:

ity ) =[5 =71+ 0©) -

Utilizando la proposicion 2.3.1 obtenemos que para el producto de n copias de Ber-

noulli la distancia de K es:

i) = Vi | o el +ofe)]

15



Un sencillo calculo nos permite obtener la distancia en VT:

dvr(uv) = Glo—p+ (=)~ (1-p)

= ple| .

Utilizando la proposicion 2.3.1 podemos acotar inferiormente la distancia en VT
entre p" y v™ y como cota superior utilizaremos la relacion entre VI y H de la

Proposiciéon 2.2.2.

1 exp (< 272) < et ) < [1 e (o (gt v )]

Observacion 2.4.2. Es importante notar que para los cuatro casos la distancia entre

iy v se comporta de manera lineal con respecto a € cuando este valor es pequeno:

dyr(p,v) = plel,

dnwv) = 3 S lel+ ole)
dalr) = 7 el
dic(p,v) = ﬁmo(e).

2.4.2. Poisson

En esta subseccion p y v son dos distribuciones de Poisson.

Proposicion 2.4.3. [6] Sea a un real positivo y € un real en el intervalo (—oo, 1).
16



Sea 11 (respectivamente v) una distribucion de Poisson de pardmetro o1 — €) (res-
pectivamente «). Sea " (y respectivamente v") el producto tensorial de n copias de

p (respectivamente v ). Luego,

1. Variacion total

L —exp (5 (R +0() ) < drv (")

y
! 1/2
drv (") < [1=exp (- (8 +0(0) )|
— aleltleme
con R, = o

2. Hellinger
dy(u",v") = [1 — exp <—na (1 - % - \/1T5>)]1/2 .

3. Chi-cuadrado

dy2 (", V") = [exp (nag®) — 1] 2

4. Kullback

di (W' ") = v o1 — ) log(1 — &) + ae]V? .

Demostracion: Los calculos realizados para las distancias de H, x? y K son similares

17



a los desarrollados en el caso de Bernoulli. Sea = a(1 — ¢), para la distancia de H:

0o i/2 _«a i/2 _B
e = 1SR I e ()

pa (i!)1/2 (i!)1/2

= 1—exp (—azj) expm.

Reemplazando (3 obtenemos la siguiente expresion:
1/2
dy(p,v) = [1—exp (—a—l—%e—kavl—eﬂ .

Para simplificar esta expresion utilizamos la aproximacion de Taylor de /1 +x y

encontramos:

R e e )

Por ultimo aproximamos exp(z) con lo que obtenemos:

dH(:uay) = %

le] + o(e) .
La Proposicion 2.3.1 nos permite obtener directamente la distancia entre p" y v”

dy(p™,v") = [1 — exp (n (—%52 + 0(52)>>] 2 .

Realizamos el mismo calculo para la distancia de x?, nuevamente sea 5 = (1 — ¢)a.

18



Luego:

Reemplazando 3

la distancia entre p" y " sera
dy2(p", V") = [exp(nae®) — 1] v

Por ultimo para la distancia de K para § = (1 — €)a un calculo anéalogo produce:

> Blexp (— “exp (— i
delu ) = [fo il ﬁ)log(ﬂ b ﬂ))]

a’exp (—a)
1/2
= {5log<§)+a—5} .

Reemplazando § y aproximando en torno a 0 la funcion log(1+4x) y v/1 + x tenemos

dg(p,v) = (1 —e¢)alog(l—e) +045)1/2

— (1—&: €—§+0( ))+a5>1/2

1/2
5 + ae® +o(e 2))

19



Obtenemos la distancia entre p™ y v™:

dg(u™, ") = (n[(1—e)alog(l — &) + ag])*/?

().

Usando la segunda caracterizacion de la distancia en VT de la Proposicion 2.1.1

tenemos

dyrlpr) = 53 PPN 1y (ae) - 1

_ %Ey (Jexp (ae + X log(1 — &) — 1]) .

Sea f(e,x) = exp (ac +xlog(l —¢)), luego dyr(u,v) = IE,(|f(e,X) — 1|). Para
estimar esta cantidad realizaremos un desarrollo de Taylor de f(e,z) como funciéon

de .

E(g’@ = f(e,x) (a—1f€> ,

0*f z \° x
@(5@) = f(e,x)((oz—l_e) —|—(1_€>2> :

luego obtenemos la siguiente aproximacion de Taylor para f:

T xz

1 2
—1 . afe+xz log(1—0¢) _ 2 E— 1-6)do .
f(e,x) + (a x)5+/0 e (a 1_95) +(1_95)z 2( )

Llamemos €(z, €) al termino integral. Podemos acotar la dyz(u,v) por

FE,la—X|le| - E, |e(X,e)| <2dyr(p,v) < E,|a— X||e| + E, |e(X, )] .

20



Vamos a probar que la esperanza IE, |e(X, )| se comporta como o(¢) y que por lo
tanto dyr(u,v) ~ 3IE, (ja — X|) |e|. El teorema de Fubini nos permite intercambiar

la esperanza con respecto X y la integral con respecto a 6.

1 X X g2
_ afe+X log(1—0¢) - 2 _ (1 —
E,|e(X,¢)| = IB, [/0 e ((a ) T a —05)2> 5 (1 9)d9]

1 X X =
_ abe X log(1—06¢) o 2 - _
/0 % I, [e ((a )t (1_95)2” 5 (1= 0)do.

El siguiente lema nos permitira calcular la esperanza al interior de la integral

Lema 2.4.4. Sea K un real, « y m dos reales positivos. Sea Y wuna variable de

Poisson de pardmetro .. Entonces
E(eY Yy™) = [E(Y™) exp (—a(1-¢€")) ,

donde Y es una variable de Poisson de pardmetro oe’.

Este lema nos permite obtener:

X\ X a
El, X log(1—0¢) . — 92 —abe )
[e T T 0 * (1 —0¢e)? 1—6:°

Reemplazando este valor en la expresion integral de IE,(e(e, X)) obtenemos

B, |e(X,2)| = /01(1f08>52(1—9)d9
a<—log(1—5)€—€—log(1—€)>82

e2

3
= 50452 + o(e?) .

Deducimos entonces que dy(p, v) se comporta como 1 IE|a — X|| | para e pequerio.
21



Adn debemos calcular F,| X — «|. Como [F,(X) = «, tendremos que IE,|X — o =
2IE,| X — |y luego

L] i
o

EJ|X —a| = 2 — )=
-l = 23 =i

le) lo) i1
o' el 701
= 2 Q;FG _&Zl(z—l)‘

Con esto concluimos que la distancia en variaciéon total entre p y v vale

attlel
dVT(:U’J V) - LOZJ' € |€| + 0(6) .

Utilizando las cotas de la Proposicion 2.3.1 podemos acotar dyr(u", v™) por

o (5 82 o) i) = [ (3 )]

o) +1 e
conRa:% O

Observacion 2.4.5. Al igual que en la subseccion anterior para los cuatro casos la

distancia entre p y v se comporta de manera lineal con respecto a € cuando este valor

€s pequeno:
a1+LaJ 70{
dVT(Nv I/) = LO‘J' e ‘€| +0<€) )
Q
tnlpr) = el ote),
de(nv) = Vae+ole),
Q@
di(p,v) = 5\5| +o(e) .
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2.4.3. Normal

En esta subseccion p y v son dos distribuciones Normales.

Proposicion 2.4.6. [6] Sea m, € dos reales, v un real positivo y & un real mayor que
—1. Sea p (respectivamente v ) una distribucion Normal de esperanza m+ve (respec-
tivamente m) y varianza v*(1 4 §) (respectivamente v?). Sea u™ (y respectivamente

V") el producto tensorial de n copias de p (respectivamente v ). Luego,

1. Variacion total:

1= exp (=35 (C1(2)18] + Ca(2)lel + ollle, 811))°) < drv (™, v7) |

n
167

Donde z = |e|/]d]|, y C1, Cy son tales que Ci(00) = 1, Cy(o0) = 2, C1(0) =

2712y C5(0) = e7V2; mds precisamente, C1(z) y Ca(2) toman valores en los

intervalos [e™Y/2,1 4+ e1/?] y [e7'/2, 2] respectivamente.

2. Hellinger:

3. Chi-cuadrado:

n/2 n€2 1/2
dy2(p", V") = ((1 —6%) " exp (1 5) — 1) .

23



4. Kullback:

dr (U™, v") = /n (log(l +0)+ (%))m :

Demostracion: En primer lugar calcularemos la distancia entre dos distribuciones
Normales para el caso particular de pg ~ N(mg,v3) y vg ~ N(0,1) y luego genera-
lizaremos el resultado. Repetiremos el mismo argumento para cada distancia. En el

caso de la distancia de H de su definiciéon tenemos

=1 f b (A (Y L)]

Utilizando la siguiente igualdad

1 [(z—mo\> 1 m 121+03 1 md
— +z | =< |x— + - ,
4 Vo 2 41 202 402 +1

podemos concluir que

V3 [ 1/ 1 m?
d - [1-v2 _-
u(p: ) (1)8—1-1) P ( 41}8—1—1)

Ahora consideremos dos variables normales cualesquiera p ~ N(my,vi) y v ~

N(mgy,v3). Sean mg = MLy vg = o, tendremos que la distancia de H entre

dos normales se puede obtener como dg(u, v) = dg(N(mg,v2), N(0,1)). En nuestro

caso my = m—+ve, v = vV1+9d my=my vy =wvluego mg =€y vy = 6, por lo

du(p,v) = [1 - (@)W P (_3(2515))

tanto
1/2

24



Reemplazando esta expresion en la Propiedad 2.3.1 obtenemos

du(p",v") = [1—(m)n/2€xp (‘%@i(s))

1/2

1/k

Utilizando las aproximaciones de Taylor de (1 + x)'/* para simplificar la expresion

de dy(u,v) obtenemos el siguiente desarrollo de orden

VIto\"? 53, 53,
() (100 3 o) (184 S

R 2
=1 166 + 0(0%) .

Aproximando la segunda expresion

2 2

= S +olllEa)lP)

1 € g2 N
e (~3555) = 1= +ollEdl).

Reemplazando ambas aproximaciones en la tltima expresion de la distancia de H

obtenemos,
2

1/2
dnlpo) = 5= |+ 2 ollicol?)|

Para el caso de la distancia de 2, al igual que antes, primero consideremos la dis-

tancia entre g ~ N(mq,v3) y vo ~ N(0,1)

wtsos) = [ g (5 (3o

2
2mug

1 (x —my)? x2> }1/2
= e ———+ = Jdz -1
[/ V21ud P ( v} 2

25



considerando la siguiente igualdad,

2
2(x—m0)2_x2:[x_ mo ] 2—u3  2mj
)
Yo

la expresion se reduce a

1/2
(o, ) e (525) -1
2 (o, ) = |——=exp|—= ] — :
o Ho voy/2 — V3 2 -3

Sean p ~ N(my,v}) y v ~ N(my,v3) con mg = m, vy = v, my = m + ve, v; =
vv/1+ 4. Al igual que para H podemos escribir la distancia de x? entre y y v como
dy2(p,v) = dy2(N(m,v?), N(0,1)). Luego tendremos

1 g2 1/2
dX2 (,u, I/) = {ﬁ exp (T{S) — 1:| .

Pasando al producto con la Proposiciéon 2.2.2

1 n/2 82 1/2
d)(Q(,LLn,Vn) — [(m) exp (nl _ 5) — 1] .

Utilizando una aproximacion (1 + z)~! y de exp(z)

2

1/2
dolur) = |5 +e 4 ollel)]

Finalmente consideremos una vez mas jo una distribucion Normal N(mg, v3) y v
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una N (0, 1). De la definicion de la distancia de K obtenemos:

_ 1/2
1.2
vexp (—5x 1 12
di (po, o) = /log o <_l([x2m])2> \/ﬁe 2 dx
B 2 v
i 1 1+m2]"?
- log(v)—§—|— 20?2

Nuevamente consideramos m; = m + ve, v1 = vV/1+6d, mg = m y vy = v. Al
igual que para la distancia de H podemos escribir la distancia entre 4 y v como

dr (i1, v) = dg (N (m,v?), N(0,1)). Luego,

1 g2 ) 1/2
diclp,v) = |3 loe(1+0) + 5575 = 50575

Combinando la aproximacion de z(1 + z)~* y log(1 + z):

y por otro lado de la aproximacién de (1 + z)~!:

62

1+0

=" +o([|(=,9)II") -

De estos dos desarrollos de orden deducimos:

2 2 1/2
delpr) = |G+ 5 rollicol?]

De la Proposicion 2.3.1 se desprende que la distancia de K entre dos p" y v™ vale:

n .n 1 ]-‘|‘€2 1 1/2
dK(,u,V)—{n(ilog(l%—é)—i—m—E)} ]
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Utilizando la aproximacion
52 g2 ) 1/2
ety = | (G4 5 rollicon?)|
Usando la segunda caracterizacion para la distancia en VT de la Proposicion 2.1.1

obtenemos la siguiente expresion:

(x —¢)

dvr(p.v) = %/‘ﬁmexp(zma)&j(?) o
- el (o ) 1)

Donde X esta distribuida como una N(0, 1). Definimos la funciéon f como:

f@ﬁw):v;igpré(Tigm—sf—xﬁl.

Vamos a utilizar un desarrollo de Taylor en € y § para obtener una cota. Para esto

calculamos sus derivadas de primer y segundo orden:

%f(675>$) = f(€,5, :E)

a _
25/(e.8,2) = ﬂa&@%<(x

3

1+6
o [(z-e\ 1
sl 0a) = fled ) (T‘FE) 1446
9? B :1(x—@2 1 \° (z—¢)? 1
gl (800 = f&0) Z(u+5y_1+5)"u+®3+za+®2
0? _ (1 [ (z—¢)? 1 T—¢ T—¢
geas’ &02) = J(&0) _5((1+5)2_1+5) <1+5 _(1+5)2}
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Luego obtenemos la siguiente aproximacion de Taylor en torno a (0, 0):

2509

fle,0,2) =14 ze + % —3 +€e(g,0,x)
donde €(e, d, z) es el error y se define como
1/ 52 , O , o2
— - — 2 1-— .
€(e,0,x) /0 (852 (0e,00)e” + 952 (0e,00)6° + ag@éf(eg,ﬁé)w) (1—0)do

Como dyr(p,v) = 3IE|1 — f(g,6, X)| podemos aproximar la distancia en VT entre

2
Uy vV por %ZE ‘XE + X75 — g , el error que cometemos esta acotado por:

1 X% 6 1
‘§JE‘XS+T—§’—C£VT(M,V) < 5 Ble(e, 0, X)| (2.6)

donde X se distribuye como una normal N(0,1). Al igual que en el caso de la
distribucion de Poisson, demostraremos que [F|e(e,d, X )| es despreciable frente a

1 X35
§E X€+ 5

; luego, la aproximacion sera valida. Demostraremos que IE|e(e, 0, X)|
se comporta como o(||(e, d)||), la tltima expresion serd una buena aproximacion de

la distancia que estamos estimando. Sean

- 52
771(575) = F |@ (5’57X)|:| ’

- 82
med) = B[l 50|
2
med) = B[l

Luego de intercambiar la esperanza con respecto a X con la integral con respecto a
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0 tenemos
1
FEle(e, 6, X)|] < / (m1(02,00)e® + +1(0e,06)5° + 2n3(0e, 06)£6) (1 — 6)d6 .
0

Un simple cambio de variables nos permite afirmar que para cualquier funciéon g

o (f<e,5,x>g ( fl‘ﬂ)) — By (g(T)) .

Con X e Y dos variables Normales N (0, 1). Utilizando esta propiedad y recordando

que X se distribuye como una normal N (0, 1), calculamos ny, 12 y 13:

X —e\? 1
— X _
m(e;9) E\f(e0, )|(1+5> 1+6

1
- )
_ L ie—m}

+9 [V27r

1

- K11+5'

Para 1, consideremos 21 = /3 — V6 y x5 = /3 + v/6 de modo que {—x5, —21, 21, 25}
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son las raices del polinomio x* 4 62% + 3. Sea A = [—x2, —x1] |71, Z2] obtenemos

- L((x—e? 1\ (z—¢) 1
G E[f(g’(” (G 13) ~ G AT

:4(11 JEH(X2—1) 4X2+2H

_ . —m2/2d
1+5 ( z* — 62° +3)\/% x)

= 1+5 \/7_3/2( 3+\/6exp<\éé>—\/3—\/gexp<%6>>

- K
2(1+5)2 34ﬁ€

I\D\W

Finalmente acotamos el tltimo término 7. Sea zy = v/3 luego {—x0,0,z¢} son las

|

raices del polinomio z* + 3z. Definimos el conjunto B = [|oo, —] [0, ]

e = wfres0 (15 1) (555) v
= WZEHX?’—BXH

= ! ! (1+4e7)

(1+6)322r
1

Rstyapn

Entonces el error queda acotado por

1 1
6+ Ky

2
"+ KQW W85) (1—0)do

IE(|e(e, 0, X)]) < /01 (Kll +195
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Estimamos el comportamiento asintético de cada uno de los tres términos

82610g(1 +d)+log(l+6)—9¢
52

56+ 0(8)+6—0%/240(6%) — ¢
52

1
K1€2/ 771(98,(9(5)(1—6)d9 = K1
0

= K1€2

1
= K1€2§(1 + 05(1)) .
Un calculo similar para los otros dos términos nos da

1
K252/ (02, 06)(1 — 0)df — K262%(1+05(1)),
0

1
2K3€5/ n3(0e,00)(1 — 0)df = Kszed(1+ o0s(1)) .
0

La combinaciéon de los tres ultimos términos nos permite afirmar que F|e(e, 0, X)|

es of||(e, 0)[*):

Ele(e,8,X)| < (K12 + Kad? + 2K320) =(1+ 05(1)) = o(||(2, 6)|]?) -

DO | —

Luego, de la desigualdad (2.6) podemos concluir que dyr(u, V) se puede aproximar

para 0 y € pequenos por

1 X256
dvr(u) = 38| X+ 00— 84 ol o)

Para finalizar debemos estimar IF ‘X €+ XTQ‘S — g‘ Recordemos que X se distribuye
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como una N(0,1). Sean x; y x» las raices de 22 + 22 — 1 con 21 < .

X325 6
E(‘XeJr A 5‘) B E(X +EX — 1))
_ ] (22 + 2)e 32 — (2 + Z)e12)
/om 5 5
Sea Z = £/) entonces las raices del polinomio valen 1 = —2 — V22 4+ 1y 2o =

—Z 4+ vZ%2 + 1. Reemplazando en la expresion se tiene

(s 5000 = L[ (s vmit) o (3BT 57)

+(VEFI-2) exp (_%<M+ >) ]
) = ~1\2
= \|/2|—7r[ T+11+|5| exp (—%(erIZI))

+ (\/m—i— |§]> exp (_%(\/ﬁ—l— |2|)2> } :

Sea z = |e/d] y y(2) = V22 + 1 + z. Luego dyr(u, ) se puede aproximar para d y €
pequenos por
9] 1 1

dvan) = 5o | o (<5 0)7) + ) e (50002 |+l o).

Nos gustaria obtener una aproximacion més sencilla para poder obtener una cota in-

ferior de dyr(u™, v™) utilizaremos la desigualdad de la Proposicion 2.2.2 y la relacion
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durlpr) = Lo (<302) + e (5062
FAEE =) + ewp (<5000 ) +oll Ol

Definimos C(z) (respectivamente Cs(z)) como el coeficiente de |d] (respectivamente

le])-

ai) = e (—50?) e (—50)?)
Ca(z) = (y(=z")+1)exp (_i(y(z))Q) _

En consecuencia la distancia en VT entre p y v vale

]

V8T

|5| Cl(Z> +

dyr(p,v) = N Cs(2) + o(ll(e, 9)l)

donde el comportamiento de C y C5 esta dado por

C1(0) =2¢72 ;Ci(0) =1 ;e <Ci(z) <1+e 12,

Cy(0) = ™12 1 Cy(c0) =2 ;e 2 < Cy(z) <2.
Finalmente podemos acotar dyr(u", ™) por

1= 2exp (7= (Cu(2)I0] + Cal@lel +olll(e, D)) < dyr (o, v")

iz [ =(1555) = (3a5)

1/2

(2+49)
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Observacion 2.4.7. En el caso de la distribucion Normal vemos el mismo compor-
tamiento lineal que en los casos de Bernoulli y de Poisson para las distancias de H,
x? y K y para la distancia en VT vemos que esta acotada entre dos funciones linea-
les. La distancia entre p y v se comporta de manera lineal cuando ambos parametros

€ Y 0 SON Pequenos:

_ :
dVT(/IwV) - \/8_71'01(Z)+\/8_7TC2(Z)+O(H(€’5)H>7
; [, e 12
wlur) = 5o 5ol D)

2 1/2
dour) = |42 rolleol?)]

2 2 1/2
delpr) = |G+ 5 rolicolm]

Donde z = |e/6| y Cy y Cy son dos funciones positivas acotadas.
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CUTOFF PARA N-TUPLAS DE PROCESOS

EXPONENCIALMENTE CONVERGENTES

El objetivo de este capitulo es estudiar el fenémeno de Cutoff para n-
tuplas de procesos independientes, tanto idénticamente distribuidos como no. Nues-
tro resultado principal, el Teorema 3.3.1, da condiciones bajo las cuales una n-tupla
tiene un Cutoff en el sentido de las distancias de VT, H, x? y K. Paracadai =1,...,n
asumimos que la i-ésima coordenada converge a una velocidad exponencial de tasa
p; a su medida de equilibrio o, de un modo més preciso, el logaritmo de la distancia
al tiempo ¢ es equivalente a —p;t (Definicion 3.2.1). Se prueba que bajo condiciones

adecuadas sobre las tasas de convergencias (p;) la n-tupla tiene un Cutoff al tiempo:

log i
tn:méx{ ng;izl,...,n},
20(in)

donde p(in), -, Pnn) son los valores de py,...,p, ordenados de manera creciente.
Resultados més precisos se pueden probar para coordenadas i.i.d. (Teoremas 3.3.4 y
3.3.5): si p es la tasa de convergencia exponencial comin, no solo hay Cutoff para la n-
tupla al tiempo logn/(2p), si no que ademas para u fijo estimaciones precisas para la
distancia al equilibrio al tiempo logn/(2p) + u se pueden hacer. Mas precisamente,
se puede mostrar que el Cutoff ocurre en un intervalo de tiempo de largo O(1)
en torno a logn/(2p). Las demostraciones se basan en desigualdades que acotan la
distancia entre dos medidas producto en funcién de la distancias entre las marginales
(Proposicion 2.3.1). La mayorfa son consecuencia directa de desigualdades clasicas

que se encuentran en libros de estadistica (e.g. [51], [38]) y que hemos recopilado en
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el Capitulo 2.

En este capitulo se abordan los resultados del articulo “Cutoff for n-
tuples of exponentially converging process” (|6]). En la primera seccién daremos un
ejemplo sencillo donde se observa el fenémeno, luego daremos la definicion formal
que utilizaremos y discutiremos los resultados particulares previos que se encuentran
en la literatura para Cutoff de n-tuplas. En la Seccién 3.2 discutimos la nociéon de
convergencia exponencial que usaremos y el comportamiento de la sumatoria de dis-
tancias exponencialmente convergentes (Lema 3.2.4). En la Seccion 3.3 se encuentra
nuestro resultado principal de Cutoff: el Teorema 3.3.1 para n-tuplas de procesos
exponencialmente convergentes independientes pero no idénticamente distribuidos
asi como otros resultados para el caso i.i.d.. En la Seccién 3.4 se estudian n-tuplas
de procesos i.i.d. para los casos en que las coordenadas corresponde a Procesos de

Markov Binarios, procesos de Nacimiento y muerte M/M /oo y procesos de difusion

de Ornstein-Uhlenbeck.

3.1. Definicion y algunos ejemplos clasicos

Primero explicaremos el Cutoff con el clasico ejemplo de revolver cartas
de un maso. Luego propondremos una definiciéon formal del fendémeno y citaremos
algunos trabajos de Cutoff de la literatura y veremos como se relacionan con nuestro

trabajo.
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3.1.1. ;Qué es el Cutoft?

El fenémeno de Cutoff es la formalizacion de la convergencia abrupta
al equilibrio que se observa en algunas cadenas de Markov. El Cutoff fue identificado
por primera vez por Aldous y Diaconis en [1] para algunos paseos aleatorios en grupos
de permutaciones. Después el fenémeno ha sido observado en muchas otras cadenas

de Markov.

Intuitivamente el fen6meno se puede entender con un ejemplo cotidiano
donde se observa el Cutoff: barajando un mazo de 52 cartas. Una de las maneras de
barajar un mazo es realizando el siguiente proceso, se divide el mazo en dos grupos y
se mezclan en uno dejando caer aleatoriamente una carta del primer o segundo mazo
con una probabilidad proporcional al numero de cartas que quedan sin mezclar en
cada grupo. Si el proceso se realiza 7 veces todas las posibles permutaciones de las 52
cartas seran aproximadamente igualmente probables. Si el proceso se realiza 5 veces
el mazo no estara suficientemente barajado y se podra reconocer ciertos patrones
del orden original. Este proceso es una cadena de Markov cuyos estados son las
permutaciones de {1,...,52} y cuya ley estacionaria es una distribucién uniforme.
El hecho que barajar 5 veces el mazo no es suficiente y que hacerlo 7 veces si lo
es, es la caracteristica del fenémeno de convergencia abrupta: Cutoff. En general
tendremos que para un mazo de n cartas se necesita barajar al menos 3log, n/2 veces
para obtener un mazo bien mezclado. Este comportamiento se ha observado no solo
en esta cadena, sino que en varios otros procesos de Markov ver, por ejemplo, los
trabajos [16, 54, 42, 63, 55, 49]. Una completa revision de Cutoff en paseos aleatorios
en grupos es realizada por Saloff-Coste en [56]. En particular se puede encontrar la
descripcion formal de diferentes modelos para barajar cartas.
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3.1.2. Definicién y un poco de historia

La definicion clasica de Cutoff esta ligada a la distancia en VT ( ecua-
cion 2.1). Diremos que un fenémeno de Cutoff ocurre cuando antes de cierto “tiempo
de Cutoft” la cadena esta lejos del equilibrio, es decir que la distancia en VT entre
la ley del proceso al tiempo ¢ y la medida de equilibrio es cercana a 1 y después de
este instante la distancia decae exponencialmente a 0. Aparte de la distancia en VT
existen otras distancias para caracterizar la convergencia, en el Capitulo 2 revisamos
aquellas que son relevantes para este trabajo. Utilizaremos la siguiente definicion

de Cutoff la cual es independiente de la distancia utilizada entre distribuciones de

probabilidad.

Definicién 3.1.1. Para cada n > 0, sea E™ un espacio medible, sea X™ =
{X™(#); t > 0} un proceso estocdstico en E™, convergente en distribucion a una
distribucion ley de probabilidad v™ . Sea d una distancia entre distribuciones de pro-

babilidad. Para t > 0, sea d™(t) la distancia entre la distribucion de X ™ (t) y v

d™(t) = d(LX™ (), ™) .

Sea (t,) una sucesion de reales positivos. Se dird que la sucesion de procesos (X™)

tiene un Cutoff al tiempo (t,,) en el sentido de la distancia d si para ¢ > 0:

c<1l = lim d"™(ct,) =M,

n—oo

c>1 = lim d™(ct,) =0,

n—oo

donde M es el mdximo valor que puede tomar la distancia escogida.
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La definicion clésica se diferencia de esta en que utiliza la distancia en
VT y el por ende debe ser igual a 1. Nuestra definiciéon no es el primer intento por
extender la definicion de Cutoff a otras distancias, Saloff-Coste en [56| introduce la
nocion de LP-cutoff. En el mismo articulo, el autor introduce la nocién de Precutoff

como un medio para capturar el orden de magnitud de un posible Cutoff.

Casos particulares de los Teoremas 3.3.1 y 3.3.4 se pueden encontrar
en la literatura. Uno de los primeros ejemplos de Cutoff fue estudiado por Diaconis
y Shahshahani en [18] y por Diaconis et al. en [17] para los paseos aleatorios en el
hipercubo. Como lo hizo notar Ycart en [63| p. 91, ese paseo aleatorio puede inter-
pretarse como una version a tiempo discreto de una n-tupla de cadenas de Markov
Binarias i.i.d. a tiempo continuo. El caso mas general de n-tuplas de cadenas de Mar-
kov reversibles i.i.d. en espacios de estados finitos fue estudiado por Ycart en [63] y
sus aplicaciones a tiempos de parada para métodos MCMC fueron descritas por el
mismo autor en [64]. Bon y Péltanea consideran en [12] el caso de procesos de Markov
Binarios a tiempo continuo e independientes, pero no necesariamente idénticamente
distribuidos, en el contexto de teoria de la fiabilidad. Las demostraciones originales
de Cutoff para el paseo aleatorio en [18| y [17], asi como para n-tuplas de procesos
de Markov reversibles en [63], se basan en el analisis espectral de la matriz de tran-
sicion. En este trabajo decidimos abordar el problema relacionando el fen6meno de
Cutoff al modo en que las distancias dan cuenta de la concentracion de las medidas
producto. Una comparacion en el uso de las diferentes distancias para medir Cutoffs

de paseos aleatorios puede encontrarse en [58].
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3.2. Procesos exponencialmente convergentes

Primero precisaremos la nocién de convergencia exponencial que usa-

remos y veremos como se relaciona con otras definiciones.

Si d es una distancia entre distribuciones de probabilidad, llamaremos

d(t) a la distancia entre un proceso X al tiempo ¢ y su limite v.
d(t) =d(LX(t),v) .
Para asegurarnos que la distancia de x? esta bien definida asumiremos de ahora en

adelante que £X () es absolutamente continua con respecto a v para todo ¢ > 0.

Definicion 3.2.1. Sea X = {X(t); t > 0} un proceso estocdstico, v una distribucion
de probabilidad y p un real positivo. Diremos que el proceso X converge a v a tasa

exponencial p sequn la distancia d st

log d(t)

lim

i =—p. (3.1)

Esta definiciéon es coherente con la usualmente utilizada para la tasa
de convergencia exponencial, por ejemplo para los procesos de nacimiento y muerte
(ver e.g. [61]). A veces se entiende por comportamiento exponencial a convergencias
del tipo d(t) ~ Re *". Podemos decir que nuestra definicion es mas general en el
sentido en que toma en cuenta aquellos procesos para los cuales la distancia decae

como d(t) ~ R(t)e**, donde R(t) tiene un crecimiento subexponencial.

Las diferentes desigualdades de la Proposicion 2.2.2 llevan a implica-
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ciones obvias entre la convergencia exponencial en una u otra distancia. En general,
estas implicaciones no son equivalencias. Los casos de las distancias en VT y de x?
han sido ampliamente estudiados en el contexto de procesos de Markov. Sin embargo,
las definiciones clasicas difieren de la Definiciéon 3.2.1. Las definiciones de Ergodicidad
exponencial y de L*-ergodicidad exponencial que siguen fueron tomadas de [14] (ver
Cap. 4 pag. 144 para Ergodicidad exponencial y Cap. 9 p. 311 para L* Ergodicidad

exponencial).

Definicion 3.2.2. Con la notacion anterior, X es exponencialmente ergodico si

existe dos constantes positivas R y p tales que para t > 0,
dTV(t) S Re_pt .

Definicion 3.2.3. Sea X un proceso de Markov y {P(t),t > 0} su semigrupo. El
proceso X tiene una L*-convergencia exponencial si existe un real positivo p, tal que

para todo f en L*(v)

Pt f —v(f)llr2w) < Rpe™™,

para una constante positiva Ry.

Precisemos como se relaciona la definiciéon de L?-convergencia expo-
nencial a nuestra definicién de convergencia exponencial en el sentido de la distancia
de x2. Asumamos que v es reversible con respecto a la accion del semigrupo. Luego
la accion de P(t) en una medida con signo p en L*(v) es equivalente a la accion de
P(t) en f en L?(v). Mas atin, sea y la distribucion de X (0) y f = % luego para todo
t >0,

der(t) = |P@)f = (D12 -
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La comparacién entre convergencia exponencial y L?(v)-convergencia exponencial
ha sido investigada por varios autores entre ellos Rosenthal, Roberts y Tweedie en
[52] v [53]. En el Teorema 2.1 de [52] y Teorema 2 de [53] los autores demuestran
que las dos nociones son equivalentes para una cadena de Markov ergodica a tiempo
discreto, si la medida invariante v es reversible y si el espacio de estados ha sido
proveido de una o-algebra generada de manera numerable. En [13] Chen extiende los
resultados para cadenas de Markov en tiempo continuo. Si el espacio de estados es
numerable, el autor reemplaza la reversibilidad por una condiciéon més débil. Como
es sugerido por todos estos autores, el rol de la reversibilidad en esos resultados seria

esencialmente técnico.

Al menos en el caso markoviano, cuando el proceso converge a tasa
exponencial para una de las cuatro distancias consideradas aqui, pensamos que es
razonable esperar que convergera a la misma tasa exponencial para las otras tres
distancias. Este es evidentemente el caso para una cadena de Markov irreducible
(a tiempo continuo) en un espacio de estados finito, donde la tasa de convergencia
comun p seré el gap, i.e. el mas pequeno en valor absoluto de los valores propios no
nulos del generador infinitesimal (ver e.g. Seccion 2.1 en [41]). También es el caso para
el proceso de nacimiento y muerte M /M /oo y para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

(ver Seccion 3.4).

Sea (X;) una sucesion de procesos independientes exponencialmente
convergentes. Notemos por d;(t) la distancia al equilibrio de la i-ésima coordenada al
tiempo t. Asumiremos que todos los procesos son independientes entre si. Considere-
mos la n-tupla X = (X1,...,X,,), y notemos por d"™(t) su distancia al equilibrio

al tiempo t. Como ya se coment6 en la Proposicion 2.3.1, cualquiera sea la distancia
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que se estd considerando, d™(t) se comporta esencialmente como Y i | d2(t). El si-
guiente lema técnico relaciona esta sumatoria a la tasa de convergencia exponencial,

y sera la clave para obtener el Teorema 3.3.1.

Lema 3.2.4. [6] Parai=1,2,..., sea d; una funcion positiva definida en R™, y p;
un real positivo. Para n > 1, notemos por pa n), ..., Pmn) los valores de py, ..., py,

ordenados de manera creciente, y llamemos 7, al siguiente real:

log i
Tn:méx{ ng,izl,...,n}. (3.2)
p(’L,n)

Asumamos que se satisfacen la siguientes hipdtesis.

1. Ezxiste una funcion decreciente positiva g, convergente a 0 cuando t tiende a

infinito, y un real positivo ty tal que para todo t >ty y para todo v > 1,

e | ) <ott). (3.3)
2.
nll_{gO (1) Tn = +00 . (3.4)
3. Para cualquier real positivo c,
lim M =0. (3.5)

n—oo p(Ln)

Luego para cualquier entero positivo k, cualquier real positivo ¢ y cualquier secuencia
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(7)) tal que lim 7! /7, = 1,

n ’ k
c<1l = h’mZdi(c%) = 400,
i=1

n I\ Kk
c>1 = h’mZdi(c%) =0.
i=1

De las tres hipotesis, la primera es obviamente la mas importante. Nos
dice que no basta con que los d;(t) converjan a cero a tasa exponencial p;, sino que
ademaés lo deben hacer con cierta uniformidad en ¢. Las otras hipotesis no son dificiles

de satisfacer.

Observacion 3.2.5. La sequnda y tercera hipdtesis involucran p ), el cual se define
como el minimo entre pi, ..., p,. Si la sucesion (p;) no diverge a 400, pa ) estard
acotado y por ende T, tenderd a infinito luego la primera hipotesis serd satisfecha.
Si (p;) esta acotado inferiormente por un valor mayor estricto que 0 y no diverge
a infinito, luego ambas hipdtesis (3.4) y (3.5) son satisfechas. Sin embargo, puede
ocurrir que una subsucesion de (p;) tienda a 0 en ese caso es posible que (1,) tienda
a +00, y g(cr,) tiende a 0 suficientemente rdpido de modo que todavia se pueden

satisfacer las hipotesis para tener Cutoff.

Demostracion: Demostraremos primero el resultado para 7,,. Llamemos

_log d;(t)

9i(t) n

+pi -
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Luego:

zn:di <c%>k = zn:exp (—piCTn + CTh; (c%) ) )
i=1 i

1=

Utilizando (3.3), los valores g; estan uniformemente acotados:
Vi >to, Vi, [gi(t)] < g(t)

Entonces para n suficientemente grande:

S, exp (—CTng (c%) ) < izj;di <c%>k <S5, exp <c7'ng (c%) > ,

con

Sy, = Zexp(—picm) = Zexp(—p(m)cm) :
i=1 i=1

Primero demostraremos la cota superior, para ¢ > 1. Observemos

¢ pues 7, > 1%L Para todo

que para todo i = 1,...,n, exp(—pun)cr) < i~ 2 s

I=1,...,n—1, se puede escribir:

n
5, < ey 30

i=l+1

n
< le_”(lv"W"Jr/ xz” dx
l

1
— JePamemn 4 = (1=(e=1) _ p=(e=1))
e + 1 ( n )

Esta desigualdad también es vélida para [ = n. Definamos [,, = |e?@.m™ | donde ||

denota la parte integral; tenemos que /,, es menor o igual a n, como consecuencia de
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la definicién de 7,,. Tenemos:

—(c—1)

Sn S lnB*P(Ln)CTn_'_

c—1
n)Tn __ _( _1)
S e_p<1’n)(c_1)7.n i (€P(1 ) 1) c
c—1
_ eram(eDm (1 4 (1 — e~Pamm)=(e=1)
c—1 ’

Entonces:

Sa(h)

_ e~ P(mTn)—(c=1)
< e Pamle=Dm [ 4 (1-e ) exp (CTng <CT—n>
c—1 k

(1 — efp(l,n)‘r’"«)_(c_l) g(%)
=1 - n)in —-1) - )
( + o] exp | —pamTa | (c—1) —¢ P

el cual tiende a 0 cuando n tiende a infinito, usando las hipotesis (3.4) y (3.5).

Demostremos ahora la cota inferior para 0 < ¢ < 1. Para cada n,
escogemos i\ tal que 7, = 1081}, /pix n), 1-€. 0, = exXP(Tnp(iz n)) = exXP(Thpn)). Se

obtiene:

Su = > exp(—cp(inTa)
=1

Z eXp((l - C)p(i;‘l,n)Tn)

> exp((1 —c)pan) -
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Luego:

> ()" 2 e (puam (10 - L))

i=1 P,n)

el cual tiende a +o0o cuando n tiende a infinito, usando (3.4) y (3.5).

/

Consideremos ahora otra sucesion (7)), equivalente a (7,,). La nueva

suma puede ser acotada como antes por:
7! - 7\ * 7!
S’ e —crlg | c2 < dilc2) <S5 e crlg | e ,
() B0 () 2

S = ZeXp(—piCT;L) .
i=1

con

Veamos el caso de la cota superior. Fijemos ¢’ < 1 tal que ¢¢’ > 1. Para n suficien-

temente grande, ¢ < 7/ /7, < 1/¢. Entonces tenemos que:

S, < Zexp(—picc’Tn) :

=1

exp <c¢g <c%> ) < exp ((/¢)rag (cc%)) ,

pues g es decreciente. La cota superior de S,, se puede aplicar a S, reemplazando ¢

por cc. Se obtiene:

n d 7_T,L k
> (%)

, 1 — e~ P Tn)—(cc'—1) -
< e Pam(ed =1 (1 + d-e o 1) ) exp ((C/C')Tng (cc’%) >

e , 9l
— (1 —pamya | (e = 1) = (¢/)=—E= ] |,
( + o exp | —pan)Ta | (cc ) —(c/c) o
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el cual tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Para la cota inferior, la demostracion

es analoga y sera omitida. O

3.3. Tiempos de Cutoff

Sea (X;);en una secuencia de procesos independientes, cada uno conver-
giendo a tasa exponencial a su distribuciéon estacionaria de acuerdo a una distancia
d (Definicion 3.2.1). Notemos por d;(t) la distancia al equilibrio de X; al tiempo ¢
y por p; la tasa exponencial de convergencia. Para n > 1, consideremos la n-tupla
XM = (Xy,...,X,). En vista de la Proposicién 2.3.1 y del Lema 3.2.4, es natural
para la secuencia (X ™) tener una tiempo de Cutoff en 7,,/2, cuando 7, esta definida
por (3.2). Primero lo probaremos, y luego lo ilustraremos en el caso particular de
procesos binarios. Ademés presentaremos otros tiempos de Cutoff. Finalmente, para

el caso i.i.d. se daran resultados mas precisos.

Teorema 3.3.1. [6/

1. Sea d la distancia de H, de x* o de K. Suponemos que d;(t) y p; satisfacen las
hipotesis (3.3), (3.4) y (3.5) del Lema 3.2.4. Entonces la sucesion de procesos

(XM tiene un Cutoff de acuerdo a la distancia d al tiempo

loo'i
tn:méx{ o8’ ,izl,...,n}, (3.6)
donde pai ), - - - Pn,n) SON los valores py, ..., p, ordenados de manera creciente.
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2. Si hay un Cutoff al tiempo t,, para la distancia de H entonces hay Cutoff al

mismo instante para la distancia en VT.

3. Suponiendo que cada proceso X; tiene la misma tasa de convergencia exponen-
cial para la distancia en VT vy la distancia de x* o bien la de K. Entonces hay
Cutoff al tiempo t,, de acuerdo a la distancia en VT si (3.3), (3.4) y (3.5) se

satisfacen para ambas distancias.

Demostracion: Usando el Lema 3.2.4, la suma Y ., d?(ct,) tiende a +oo para 0 <
¢ < 1, a0 para ¢ > 1. El resultado se obtiene para la distancia H, x? y K usando
(2.3), (2.4) y (2.5) de la Proposicion 2.3.1. Si d es la distancia VT, y las hipotesis del
Lema 3.2.4 se satisfacen, entonces de (2.2), s6lo podemos deducir que la distancia al
equilibrio al tiempo ct,, tiende a 1 para 0 < ¢ < 1, a 0 para ¢ > 2. Pero de las dos
primeras desigualdades de la Proposicion 2.2.2, si un Cutoff ocurre para la distancia
de Hellinger, entonces también ocurre para la distancia en VT. Asumiendo que el
Lema 3.2.4 se puede aplicar a las distancias de VT y X2, con las mismas tasas de
convergencia {p;}, entonces para 0 < ¢ < 1 la distancia en VT al equilibrio tiende a
1 al tiempo ct,, usando la cota inferior de (2.2). Tiende a 0 para ¢ > 1, usando la
tercera desigualdad de la Proposicion 2.2.2. El mismo argumento se puede aplicar si

uno utiliza la distancia de K en vez de la distancia 2, usando la cuarta desigualdad

de la Proposicion 2.2.2. O

Observemos que las conclusiones del teorema 3.3.1 se satisfacen si t,, es reemplazada

por ¢/, cuando limt/ /t, = 1: esta conclusion se obtiene directamente del Lema 3.2.4.

Para ilustrar el Teorema 3.3.1, consideremos la sucesion de procesos de

Markov de salto binarios independientes. Para ¢ > 1, sean «; y p; dos reales positivos
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tales que 0 < «; < p;. El proceso X; toma sus valores en {0,1}. Salta de 0 a 1 con
tasa a; y de 1 a 0 con tasa p; — a;. Sabemos que la distribucion de X;(¢) partiendo

de 0 al tiempo 0 es una Bernoulli (ver e.g. Seccion 7.5 en [10]) de parametro:

a.
zt :—Z 1— —pit .
pilt) pz-( e ")

La distancia entre la ley de X;(¢) y la medida estacionaria esta dada por (ver Ob-

servacion 2.4.2):

Variacion total: d;(t) = < erit

Hellinger: di(t) = 8(;:042) et (14 0(1))
Chi-cuadrada:  d;(t) = /% e~ pit

Kullback: di(t) = 2p?ia1 e~Pit (14 0(1))

Por ejemplo tomemos «; = p;/2. Luego la hipotesis (3.3) de convergencia uniforme es
trivialmente satisfecha, puesto que log (d;(t)/t)+p; puede ser acotada por g(t) = K/t,
escogiendo una constante K apropiada. Luego g(c7,)/pan = K/(cTapan) ¥ las
hipotesis (3.4) y (3.5) son equivalentes. El hecho que las hipotesis sean o no satisfechas
solo depende en la sucesion (p;). Como ya hicimos notar, si 0 < liminf p; < +o0,
entonces 7, tiende a infinito y p(; ,) estard acotado lejos 0, entonces podemos aplicar
el Teorema 3.3.1. Si ambos p; vy logi/p; son crecientes y tienden a infinito (e.g.
pi; = log(log(i + 2))) luego t,, = logn/(2p,) es un tiempo de Cutoff. La sucesion (p;)
también puede tender a 0. Por ejemplo, tomemos p; = 1/log(i + 1): nuevamente
podemos aplicar el Teorema 3.3.1; en este caso el tiempo de Cutoff t,, es equivalente
a (log(n))?/2.

Si se tiene (3.3) y si las tasas de convergencia p; convergen a p > 0, luego se puede
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aplicar el Teorema 3.3.1. Como veremos mas adelante, el tiempo de Cutoff ¢, es
equivalente a logn/(2p), como si todas las tasas fueran iguales a p. Es natural buscar
una condicién mas general bajo la cual logn/(2p) es un tiempo de Cutoff. En el caso
de procesos binarios, Bon y Paltanea [12] proponen condiciones suficientes para que
el Cutoff ocurra al tiempo logn/(2liminf p;). Su resultado puede verse como caso

particular del Teorema 3.3.1 y de la Proposiciéon 3.3.2 que sigue.

Proposicion 3.3.2. [6] Para cualquier p positivo, notemos por N(p,n) el nimero

de tasas menores o iguales que p entre py, ..., Pn:

n

N(p.n) = To,(pi)

=1

donde 14 es la funcion indicatriz sobre el conjunto A. Para n > 1, definimos p;,

como:

= MmNy ——-———~, t = Lo, n
Pn logN(pZ,n) ) ) ) )

con 1/log(1l) = 4o0. El tiempo de Cutoff t, definido en (3.6) es asintdticamente

equivalente a t), =logn/(2p) si y sélo si la sucesion (pk) converge a p > 0.

Demostracion: Observemos que t,, puede expresarse en funcién de N(p;,n) del si-

guiente modo:

log i log N (p;, ,
t, = max ng;z’zl,...,n = max m;z:l,...,n )
2 2p;
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El cuociente ¢t /t, tiende a 1 cuando n tiende a infinito si y solo si

i logn
= lim
, logn
= lim
"Hooméx{lmg]\;w;izl,...,n}
it pilogn .
= lim min —————;1=1,...,n, .
we M log N(pm) 0~ 0

La Proposicion 3.3.2 se puede entender del siguiente modo. Para p > 0, N(p,n) es el
nimero de coordenadas de la n-tupla que convergen mas lentamente que e=**. Si este
namero es de un tamano importante (en el sentido que logn/log N (p, n) esté acotado,
entonces la subtupla de coordenadas correspondientes convergeran solo después del
instante log N(p,n)/(2p). Este sera el tiempo de Cutoff para la n-tupla completa
si es el mayor de los tiempos de convergencia de todas las subtuplas de tamano
importante. Pensamos que es interesante ilustrar la idea de Cutoff para subtuplas
para un caso mas general. En la proposiciéon que sigue a continuacion tratamos el

caso donde la sucesion (p;) tiene un nimero finito de puntos de acumulacion.

Proposicion 3.3.3. [6/ Sea A un entero fijo. Para a = 1,... A, sea k — p,(k)
una funcion a valores enteros creciente. Notemos por my(n) el nimero de valores de

wa(k) entre 1 y n:

ma(n) = Z]I[l,n]<90a(k)) :

Asumamos que mi(n) 4+ --- 4+ ma(n) = n y que los (k) son diferentes dos a dos.

Atn mds asumamos que para a = 1,..., A, la subsucesion (p%(k,)) converge a 0, > 0.
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notemos por s, el siguiente real:

sn—méx{w; a—l,...,A} ,
20a

con log0 = —oo. Luego (s,) y (t,) (definida en (3.6)) son asintdticamente equiva-

lentes.

Demostracion: La hipotesis implica que cualquier valor p; pertenece a solo una de
las subsucesiones (py,(n)), - - - (Ppa(m))- Sin perdida de generalidad, asumiremos que
01,...,04 son todos distintos y que estan ordenados de manera creciente. Para a =

L,..., A seami(n) =mi(n) + -+ my(n). Sea

*

*) son equivalentes. Usaremos la misma expresion

Primero probaremos que (¢,,) y (s

de t,, que usamos en la demostraciéon de la Proposicion 3.3.2.

log N (p;
A m{wzl}
2p;

= max max
a=1,...,A

{ log N (py,(k); 1)
2Pga(®)

: k::l,...,ma(n)}.

Fijemos € > 0, suficientemente pequeno de modo que todos los intervalos (9, —€, 04+
€) son disjuntos. Para i suficientemente grande p; € (g, — €, 0, + €) si i = @u(k).

Entonces existe un entero K tal que para n suficientemente grande,

log N .
méx{ 08 N(Peatty:™) .y _ ,ma(n)} < loglma() +K) 50
204 (k) 2(0a — €)
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Tomemos ahora n tal que py, (ma(n)/2); - - - > Poa(ma(n)) SON MAS pequenos que g, + €, y
consideremos el mayor de entre estos m,(n)/2 valores. Entonces podemos establecer

que:

)

(3.8)

i {PEVR) oy} ) a2
2pgu (k) 2(00 + ¢)

para algun entero fijo K’. De las ecuaciones (3.7) y (3.8) se concluye que ¢, ~ sZ.

Solo falta demostrar que s} ~ s,,. Obviamente, s,, < s7. En la definicion

de s}, el maximo es alcanzado para a = 1, o para algin a > 1 tal que:

logmg(n) _ logmy_y(n) logmg(n)

Z > >1.
an 2@(171 log m:;—l (n) Oa—1

Si n es suficientemente grande, esto implica:

logm?(n) >logm’_,(n)+ log2
mg(n) > 2mg_y(n)

ma(n) > mg_(n)

117

2mg(n) > mi(n) .

Por lo tanto:

szgméx{log%M; azl,...,A} ,
Oa

de donde se concluye el resultado. 0

La Proposicion 3.3.3 se entender como sigue. Para A = 1, la sucesiéon de tasas

converge a 01, y el Cutoff ocurrird como si todas las tasas fueran iguales a g;. Para
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A > 1, la n-tupla que consideramos se compone de A subtuplas independientes,
con cardinalidades my(n), ..., ma(n) respectivamente. La a-ésima subtupla tiene un
Cutoff al tiempo log my(n)/(20,). El tiempo de Cutoff s, para la n-tupla completa
es el altimo de estos tiempos. Esto puede tener algunas consecuencias inesperadas.
Por ejemplo tomemos A = 2 y ¢1(k) = k*. Uno tiene my(n) = |/n| y ma(n) =
n —my(n) ~ n. Tomemos 9, = 1y g2 = 3. El Cutoff para la n-tupla ocurre en
el instante s, = logn/4, y no logn/2 o logn/6 como uno podria haber pensado

originalmente.

El caso particular donde todas las coordenadas convergen a la misma
tasa exponencial p, las condiciones para el Cutoff (3.4) y (3.5) son automaticamente
satisfechas y la condicion (3.3) solo requiere que (log d;(t)/t) converja uniformemente
en i a —p;. Esto se satisface automaticamente si d;(t) es el mismo para todo i (en
particular si las coordenadas son procesos i.i.d.). Aun més asumiremos que d;(t)
converge exponencialmente en un sentido mas estricto que el de la Definiciéon 3.2.1:
existen dos reales positivos R y p tales que para todo i,

lim d;(t)e” = R. (3.9)

t——+o00

Bajo esta hipoétesis, la Proposicion 2.3.1 produce estimaciones mas precisas de la
distancia d™ (t) para t alrededor del instante de Cutoff. El siguiente Teorema mues-
tra estos resultados para las distancias de Hellinger, Chi-cuadrada y Kullback (las

demostraciones son sencillas y seran omitidas).

Teorema 3.3.4. [6/
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1. Asumamos que d es la distancia Hellinger y que (3.9) se satisface.
1 1/2
lfm d® (% + u) - (1 — exp (—R%e2) )
P

2. Asumamos que d es la distancia Chi-cuadrado y que (3.9) se satisface.

1 1/2
lfim d™ ( Oan + u) = <eXP (RPe™) — 1> .

n—oo p

3. Asumamos que d es la distancia Kullback y que (3.9) se satisface.

1
lim d™ ( o8n u> — Re " .
2p

Como ya observamos la distancia en VT es particular. Aun si asumimos
que se tiene (3.9) para ambas distancias, VT y otra distancia, la Proposicion 2.3.1
no podemos concluir que d™ (logn/(2p) + u) converge. S6lo podemos obtener cotas
que se obtiene facilmente de combinar Proposicion 2.3.1 con la segunda relacion de

la Proposicion 2.2.2.

Teorema 3.3.5. [6] Notemos por dry,(t) y dpi(t) la distancias al equilibrio de la
1-ésima componente, medidas en las distancias en Variacion total y de Hellinger
respectivamente. Asumamos que existen reales positivos Rry, Ry y p tales que para

todo 1,

lim dry;(t)e” = Rpy  and  lim dp,(t)e” = Ry .
t—+o00 t——+o00

Notemos por d(Tn‘)/(t) la distancia en VT al equilibrio de la n-tupla X ™ (t). Entonces
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se satisfacen las siguientes desiqualdades:

1 n
1 —exp (—§R%Ve2p“> < lim inf dgq‘)/(log n/(2p) + u)

1/2
lim sup dfyy (log n/(2p) +u) < (1 - exp(—QRile—QW)> _
El Teorema 3.3.5 sugiere que la distancia en VT al equilibrio de la

n-tupla se comporta como una exponencial doble cuando u tiende a —oo,

n 1
limsup 1 — dgm)/(tn +u) < exp <—§R%V€—2pu) +o(u) ,

n—oo

y una exponencial simple cuando u tiende a 400,

lim sup d(T"‘)/(tn +u) < V2Rye ™" + o(u) .

n—oo

Esto comportamiento es coherente con las cotas obtenidas para el paseo aleatorio en
el hipercubo n-dimensional por Diaconis y Shahshahani en [18] y Diaconis et al. en
[17], y para cadenas de Markov reversibles definidas sobre espacios de estados finitos
por Ycart en [63]. En la siguiente seccion los Teoremas 3.3.4 y 3.3.5 seran ilustrados

por otros casos particulares.

3.4. Ejemplos de procesos i.i.d.

En esta seccién presentamos tres ejemplos. En cada uno de los tres

casos, consideramos una n-tupla de procesos (Xi,..., X, ). Las coordenadas X; son
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copias independientes de X, donde X es un proceso Binario, el proceso de nacimiento
y muerte M /M /oo o el proceso de difusion de Ornstein-Uhlenbeck. En cada caso los

Teoremas 3.3.4 y 3.3.5 se pueden aplicar.

3.4.1. Proceso Binario

El proceso X comienza en 0 al tiempo 0, saltard de 0 a 1 con tasa «,
y de 1 a 0 con tasa p — a, como en el ejemplo de la seccion anterior. Luego X (t) es

una variable de Bernoulli de pardametro

p(t) = (1 — e_”t) ,

e

y su distribucion asintotica v es también una variable Bernoulli, de parametro «o/p.
La distancia al equilibrio puede ser calculada usando la Proposicion 2.4.1 o aplicando

los Teoremas 3.3.4 y 3.3.5, con (ver Observacion 2.4.2):

(6% Q (6% (6%
Rrv=—, Rg=,/s——, Rp2o= , R =
p

Obtenemos:

1. Variacion total:

2 1
1 —exp (—;—pze_%u) < Hr{riiogf dg?& ( 02gpn + u) ,

n)

, logn « . 1/2
hin—ilipd%v ( % —i—u) < (1 — exp <—m@ 2p )> .
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2. Hellinger:

3. Chi-cuadrado:

n) (logn « 1/2
lim d, +u) =(exp| ——e?") -1 .
n—oo X 2p p—Q

4. Kullback:

logn Q
lim dy | —— ="
noe K < 2p +u) 2(p—oz)e

Estos resultados se relacionan con cotas similares obtenidas por Ycart en [63] en el
contexto de cadenas de Markov en espacios discretos, y por Diaconis y Shahshahani
en [18] y Diaconis et al. en [17] para el paseo aleatorio en el hipercubo n-dimensional,
y Bon y Paltanea en [12| para procesos Binarios independientes no idénticamente

distribuidos.

3.4.2. La cola M/M/co

El proceso X es un proceso de nacimiento y muerte con tasa de naci-
miento contante a (de k a k4 1) y tasa de muerte lineal kp, de k a k—1 (ver e.g.
Seccion 7a Cap. XVII de [23]). Si X(0) = 0, la distribucion de X (¢) es una variable
de Poisson de parametro

alt)=—(1—e"),

SRR
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y su distribucion asintética v también es una variable de Poisson, de parametro «/p.
La distancia al equilibrio puede ser calculada usando la Proposicién 2.4.3 o aplicando

los Teoremas 3.3.4 y 3.3.5, con (ver Observacién2.4.5):

(6% (8% (0% (0%
RTV—R(;);RH—HngXQ—\/%7RK—“%>

R(a) = ﬁ ald+1

donde

Obtenemos:

1. Variacion total:

2 1
|~ exp (_Me—%") < lim inf d%%) ( 02gn v u> ,
p

2 n—0o0

e 1/2
lim sup dgp‘)/ ( 02gn + u) < (1 — exp (—4362”>> .

2. Hellinger:

) (logn a 1/2
lim d; ( 5 + u) = (1 — exp (—8—6_ ’“)) .
n—oo p p

3. Chi-cuadrado:

4. Kullback:
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El fenémeno de Cutoff para la familia de procesos M/M /oo indexada por el estado
inicial n fue estudiado por Martinez e Ycart en [42] en el contexto de procesos de
nacimiento y muerte en arboles. En la Proposicion 6.1 los autores encontraron cotas
analogas a aquellas de la Proposicion anterior para la distancia en VT (ver también

p. 293 en [65]).

3.4.3. El proceso Ornstein-Uhlenbeck

El proceso X es la solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocés-

tica (ver e.g. ejemplo 4(b) Cap. X de [24]):

dX(t) = a2pdB, —pX(t) dt,
X(O) = Xy,

Donde a,p >0y {B;,t > 0} es el movimiento Browniano estandar. La distribucion

de X (t) es una variable Normal de parametros

m(t) = ier_Pt and U(t) = o? (1 _ 6—2pt) 7

y su distribucién asintética v es también una variable Normal, de pardmetros 0 y o
La distancia al equilibrio puede calcularse usando la Proposicion 2.4.6 o aplicando

los Teoremas 3.3.4 y 3.3.5, con

Obtenemos:
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1. Variacion total:

2 1
1 — exp G%MW) < liminf d%) ( Ozgpn + u> ,

y[yes n— 00

logn x2 1/2
lim sup dgb‘)/ ( 5 + u) < (1 — exp (—4_026—2pu>> .
p o

n—oo

2. Hellinger:

g (n) logn x(z) —2pu 2
nh_)rgodH 2 +u)=(1—exp —@e .

3. Chi-cuadrado:

4. Kullback:

El cutoff para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck ha sido estudiado por Lachaud

en [39], en él el autor lo relaciona con la distribucion del tiempo (de parada) que le

toma a la media empirica de la n-tupla alcanzar el valor 0.
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PARTICIONES ALEATORIAS DEL

INTERVALO |0, 1]

Una particion del intervalo [0,1] se construye a partir de cualquier
distribucion de probabilidad discreta. Sea p = (p1, p2, . ..) una distribuciéon de pro-
babilidad discreta. Definiremos la particion del intervalo [0, 1] asociada a p como los

subintervalos I; con i = 1,2, ... tales que:
I = [si—1,81)

donde so =0y s; = Z?:l p;. En esta particion el subintervalo i-ésimo tiene largo p;.

Las particiones dan lugar a algunos problemas que enunciamos a con-
tinuacion. Definimos un muestreo sesgado por tamano como aquel donde la proba-
bilidad de muestrear el subitervalo i-ésimo es proporcional a su tamano. Tiremos
independientemente £ muestreos sesgados por tamano y llamemos k-muestra a los
intervalos muestreados. Dos preguntas naturales son: jLa k-muestra contiene dos o
mas veces un mismo subintervalo? ; han sido todos los subintervalos visitados?. Estas
dos preguntas corresponden a dos problemas clasicos de probabilidades la paradoja
del cumpleanos y el problema del coleccionista de cupones (ver Feller [23] pag. 47-48
para la definicién de los problemas). Otros problemas similares quizas menos cono-
cidos que se pueden plantear en una particion son: las reglas de organizacién mover
al frente (move-to-front MtF), desplazar hacia la raiz (move-to-root MtR), el menos

utilizado (Least recently used LRU), regla de transposicion (transposition rule) y la
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permutacion sesgada por tamano (Size-biased permutation S-BP) (ver [22]). Como
veremos en este capitulo y el siguiente, varios autores han abordado estos problemas,
entre ellos se puede destacar el trabajo de Flajolet et al. [28] por utilizar el marco
tedrico comun de los lenguajes regulares para abordar los problemas: de la paradoja

del cumpleanos, el coleccionista de cupones, MtF y LRU.

Hay muchas aplicaciones que involucran la descomposicion de un item
de masa unitaria en componentes de tamano aleatorio (particion aleatoria), por ejem-
plo la asignaciéon de memoria de un computador, la frecuencia de un gen en una
poblacién, la fragmentacion de una roca. En estos modelos puede tener tanto o mas
sentido hacerse las mismas preguntas que hemos descrito para las particiones no
aleatorias. Como veremos a lo largo capitulo hay varias maneras de generar una par-
ticion aleatoria, presentaremos dos (Seccion 4.2): la particion por renormalizacion y

el modelo de localizaciéon aleatoria.

Entre las particiones aleatoria una de las mas utilizadas es la particion
aleatoria de Poisson-Dirichlet (PD) introducida por Kingman (ver|35]). La particion
de PD resulta de ordenar de manera decreciente la particion de Griffiths-Engen-
McCloskey (GEM) y esta ultima se obtiene de una permutacion aleatoria de la PD.
Ademés la particion GEM se obtiene como el limite de una permutaciéon aleatoria de
la particion de Dirichlet (D). La particion GEM y su version ordenada, la particion
PD, constituyen un modelo que tiene aplicaciones en distintos d&mbitos como: en
ecologia, en genética, en estadistica bayesiana y teoria de ntmeros (ver sec. 6 en
[59] vy las referencias citadas ahi). La relacion entre esta tres particiones, PD, GEM
y D, esta descrita por Kingman en [35] (pag.90-99) y los detalles de ellas que son

relevantes para esta tesis estan descritos en la Seccion 4.3. La relevancia de estas
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tres particiones nos motiva a estudiar algunas nuevas propiedades de la particion de
D y otra particién que, al igual que la permutacion aleatoria de la particion de D,

también aproximan la particion GEM.

En este capitulo en la Seccién 4.1 recordamos algunas cantidades im-
portantes definidas para una particion (no aleatoria) del intervalo unitario. Luego
en la Seccion 4.2 introducimos dos modelos generales para generar particiones alea-
torias. El primero que llamaremos particién por renormalizaciéon es generado por n
variables independientes, donde el i-ésimo segmento se define como la i-ésima va-
riable renormalizada por la suma total. El segundo, que llamaremos de localizacion
aleatoria que es generado por n variables independientes con soporte en (0, 1) donde
el i-ésimo segmentos se genera como el producto de ¢ variables independientes. En la
Seccién 4.3 introducimos formalmente la particion aleatoria de Dirichlet, recordamos
varias de sus propiedades, su relacion con las particiones PD y GEM. También los
resultados realizados en colaboraciéon con T. Huillet y Ch. Paroissin publicados en el
articulo [4] en la revista “Probability in the engineering and informational science”.
En la Seccion 4.4 definimos y estudiamos las propiedades del modelo de particion
de fragmentacion de la vara que aproxima la particion de GEM para cierto pardme-
tro. Este trabajo [3] realizado en colaboracion T. Huillet fue publicado en la revista,

“Statistics & probability letters”.

4.1. Particiones del intervalo [0, 1]

En esta seccion definiremos algunas cantidades para una particion no
aleatoria como: la media de Rényi, el muestreo sesgado por tamano, el costo de biis-
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queda en una lista, la permutacion sesgada por tamano. Identificaremos la particion
con la distribucion discreta que la genera p, en el caso finito de n segmentos y

simplemente p en el caso de una particion numerable.

Definicion 4.1.1. Para 3 € IR la media de Rényi es
n 1/8
(Pn)s = (Z pﬁ“) :
m=1

Observemos que esta cantidad tiende al tamano del intervalo méas gran-
de de la particion cuando (3 tiende a oo y al tamano del intervalo més pequeno cuando

0 tiende a —oo.

Definicion 4.1.2. Definimos el muestreo sesgado por tamano a partir de una varia-

ble aleatoria V distribuida como uniforme en [0, 1], como:

](V) = Z i]l[sz;l,sl'](v) )

Donde s; son las sumas parciales de py. La variable I(V') es una variable discreta

que toma el valor i con probabilidad p;.

Supongamos que p, corresponde a la probabilidad de requerir unos
objetos numerados de 1 a n. Imaginemos que disponemos estos objetos en una lista
en una permutacion ¢ desconocida. La busqueda lineal de un objeto consiste en
revisar la lista desde un extremo hasta encontrarlo, podemos decir, que el costo de
encontrar el objeto en la k-ésima posiciéon es k — 1. Ahora si el objeto que se requiere
se pide aleatoriamente de acuerdo a un muestreo sesgado por tamano, llamaremos S

al costo (aleatorio) de buscarlo en la lista.
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Proposicion 4.1.3. Sea ¢ una permutacion de {1,...,n}. Consideremos una lista
donde los objetos estan ordenado segin <. La distribucion del costo S de buscar un

objeto requerido segin un muestreo sesgado por tamano en esta lista estd dada por
P(S=k+1)=p, .

Donde donde py, es la probabilidad de requerir el objeto k.

Definicion 4.1.4. La permutacion sesgada por tamano (size-biased permutation S-
BP) de una particion pn, es la permutacion aleatoria py,,...ps, de la particion,
donde 0 = (01,...,0,) se define como: o1 es un muestreo sesgado por tamano de
Pn, Se remueve el intervalo oy escogido y se renormalizan los intervalos restantes
para obtener una particion pn_1, se repite la operacion para definir iterativamente

09, ...,0, hasta que no queden intervalos.

La S-BP es una permutacion aleatoria, y la probabilidad de obtener

una permutacioén ¢ es:

p§2 p§n71
Plo=¢)=p . 4.1
( ) gll_pq e e e ( )

El tamano del primer segmento de la S-BP satisface la siguiente pro-

piedad.

Proposicioén 4.1.5. Sea L = p,, y sea g una funcion real luego

E (%ﬁ)) = iilg@i) '
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En particular para g(y) = yﬂygx obtenemos la distribucion de L:

4.2. Particiones Aleatorias

En esta seccion introducimos dos modelos generales para construir una
particion aleatoria: la particiéon por renormalizacion y la particion del modelo de
localizacion aleatoria. Ademaés definimos la propiedad de intercambiabilidad de una

particion aleatoria.

4.2.1. El modelo de particién por renormalizaciéon

Una manera de generar una particiéon aleatoria es a partir de suce-
sion W = (W;),_ v de variable aleatorias independientes no negativas. Definimos la

particion p, de n elementos como

W,
Vie{l,..,n}, P =

o donde Q, = Zl W . (4.3)

Notemos que una misma particion puede ser engendrada por secuencias w y w’ de

variables aleatorias positivas i.i.d. diferentes en distribucion.

Observacion 4.2.1. Si W y W' son dos sucesiones de variables aleatorias inde-
: ‘ - . . ‘ d
pendientes estrictamente positivas i.i.d. tales que para todo i se tiene W/ @ kW;.

)

Sea n un entero cualquiera, consideremos los n primero términos para generar las

69



particiones aleatorias pn y Pyn. Sea Q, = Wi+ -+ W, y Q. =W +---+W,.

Luego las dos pn y P, son iguales en distribucion,

@ KW kEW;
b; = =Di-

S,
j=1
Sea f(p1,...,pn) la densidad de la particion p, con respecto a la me-

dida de Lebesgue. Una particion se dice intercambiable si la densidad es simétrica

en su argumentos, es decir, si ¢ es una permutacion de 1,...,n

fPrs-pn) = f(Pors - 0o, - (4.4)

Un simple calculo nos permiten demostrar que la esperanza de p, vale (%, cee %),

dependiendo tinicamente del numero de intervalos que tiene la particion n.

Proposicion 4.2.2. Sea p, una particion construida a partir de una Secuencia
W = (W), v de variable aleatorias no negativas i.i.d utilizando la formula (4.3).

La particion pyn es intercambiable.

4.2.2. FEl modelo de localizacion aleatoria

Supongamos que una especie llega y ocupa una fraccion aleatoria del
espacio disponible. Luego llega una segunda especie e independientemente de la pri-
mera utiliza una fraccién aleatoria del espacio que qued6 disponible. Se repite el
proceso para n especies, donde cada una de ellas ocupa una fraccién aleatoria del

espacio disponible. Este modelo de particién aleatoria es conocido como el modelo
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de localizacion aleatoria (Random alocation model RAM).

Definamos el modelo formalmente. Consideremos una sucesion U =
(Uj) ;e v de variables aleatorias independientes con soporte en el intervalo [0, 1]. Sea

U; =1—Uj,. Se define la particion ppy1 = (p1, - -, Pai1) como

j=1

Donde p,11 es el espacio desocupado y p; es el espacio ocupado por la especie @
para i < n. También se puede definir la particion p = (p;), gy con una cantidad

numerable de especies como:

i—1

Jj=1

4.3. La familia de particiones de Dirichlet

Las particiones GEM y PD son una de las particiones mas estudiada
y utilizada como modelo. La particion GEM debe su nombre a McCloskey y Egen
quienes la utilizaron para modelar el tamano de poblaciones en ecologia y a Griffiths
quien utilizo el modelo en genética (ver [59] y las referencias citadas). Como veremos
en este capitulo la particion PD debe a su nombre a que se puede obtener como
limite de la particion finita de Dirichlet (D) que ha sido ordenada decrecientemente

(ver cap. 9 de [35]).
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En esta seccion primero introducimos formalmente la particion de D,
veremos que puede ser generado con modelos de particion renormalizada y la parti-
cion RAM y estableceremos su relacion con las particiones numerables PD y GEM.
Luego presentamos algunos resultados nuevos para la S-BP, como la funcién de mo-
mentos para cada segmento y la funciéon de momentos conjunta. Finalmente utilizan-
do estas propiedades estudiamos la distribuciéon del costo de bisqueda en una lista
(ver Seccion 4.1 Propiedad 4.1.3) para la particién de D y su permutacion sesgada

por tamano.

4.3.1. Introduccion del modelo

La particiéon D cuenta con muchas propiedades, enumeraremos aquellas

que sean relevantes para el desarrollo de los resultados de esta tesis.

Consideremos n constantes estrictamente positivas o, ..., a, y note-
— . A 2
mos por & al vector (aq, ..., a,). La densidad de una particion de D de parametros

o esta dada por:

Dl +as+ ..o+ ) 01 oot 1
TPy pon 4.7
Do) (az) ... T(an) Pr b b (4.7

fpn(ph -'-7pn) -

donde p;1 + ...+ p, = 1 y I' es la funcion Gamma. Una de las caracteristicas que
hace a la particion D popular es que se puede construir a partir de una secuencia de
variables aleatorias independientes (W;),_py utilizando el modelo de renormalizacion
(ecuacion (4.3)) donde W; se distribuye como una variable Gamma de parametro «;
(ver [35] pag. 91-92). Cuando las variables (W;),_pyson i.i.d. decimos que la particion

se distribuye como una particion de D simétrica y la llamaremos D,,(«).
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En este seccidon nos interesaremos en la particion de D simétrica la
cual tiene la importante propiedad de que su S-BP (ver Definicién 4.1.4) puede
describirse con el modelo localizaciéon aleatoria. Sean Uy, . . ., U, _; variables aleatorias
independientes con U; distribuida como una variable Beta de parametros (a+1, (n—
i)ar). Si llamamos 1, a la particion que resulta de aplicar una permutacion sesgada

por tamano, tendremos que

m—1
L, = UmHUkconmzl,...,n—l, (4.8)
k=1
l, = Uy . (4.9)
k=1

Si tomamos el limite cuando el numero de intervalos n tiende a infinito y na tiende
a vy, obtenemos la particion GEM de parametro 7. Este procedimiento es conocido
como el limite de Kingman. Notemos que la particion GEM(y) también responde al
modelo de localizacion aleatoria dado por la ecuacion (4.6) construida a partir de una
secuencia de variables aleatorias (U),_py i.i.d. distribuidas como una variable Beta
de parametros (1,7) (para mas detalles ver nuevamente [35| pag. 98-99). Ordenando
la particion GEM(7) en intervalos decrecientes se obtiene la particion de PD de

parametro vy (PD(7)).

Finalmente, recordemos que la ley Beta de parametros a y b (Bap)

estrictamente positivos con soporte en [0, 1] tiene densidad:

fap(®) = = —~=75
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y su funcién de generadora de momentos es

I'(a+¢)T'(a+0)
F(@)I(a+b+q)

I (B;,) = (4.10)

4.3.2. Muestreo y permutaciéon sesgada por tamano

Consideremos 1, la particion aleatoria resultante de aplicar una S-BP
a Dyp(a). A lo largo de la seccion encontraremos algunas de propiedades de 1, entre

ellas funciéon de momentos conjunta.

Proposicion 4.3.1. [}/ La variable L = 1y es un muestreo sesgado por tamano, L se
distribuye como una variable Beta de parametros (14 «, (n—1)a). Luego L satisface

las siquiente desiqualdad:

£ >Fst Pm -

Demostracion: De la ecuacion 4.2 tenemos que Fi(z) = n [ yF,, (y) dt. Luego para
demostrar la desigualdad estocastica basta probar que n f; yE, (y) dt > F, (x) o
en otras palabras E(p,, | pm > z) > 1/n = IE(p,,). Esta tltima desigualdad (y por

ende la proposicion) es cierta para cualquier particion simétrica. O

No deja de ser paradojico que si escogemos un intervalo al azar de p, sea estocés-
ticamente més grande que cada uno de los intervalos de la particion. Esta aparente
contradicciéon puede entenderse si notamos que en un muestre sesgado por tamano

los segmentos méas grandes son preferidos a los mas pequenios (paradoja discutida
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por Feller en [24] pag. 22-23 para a = 1 y también fue investigada por Hawkes en
30] pag. 294-295).

Corolario 4.3.2. [4] Sea B,, una variable aleatoria distribuida como una Bernoulli
de pardmetro 1/n y sea Ba1 otra variable aleatoria distribuida como una ley Beta
de pardmetros («, 1) independiente de B,,. Definimos la variable R, con soporte en
[0,1] como

R Y B, +(1-B,) Bui.

Luego, L y p, satisfacen la siguiente igualdad

Rnﬁg)pn,

con R, y L independientes.

Demostracion: De la definicion de R,, deducimos que la funciéon de momentos vale:

Tomando ¢g(z) = 29 en la Proposicion 4.1.5 obtenemos:

_ nl(na)l'(a+q+1)

BILY =nl ] = =5 (T nag + 1)

m

Recordando que la funcién generadora de momentos de p,, es:

E[p},] = (T(na)l(e +q)) / (F()T(nag)) .
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Podemos encontrar la siguiente factorizacion:

Bloh] = o s 1L = RS BIL]

Encontramos que la particion 1, es decreciente en el sentido de estocastico o mas

precisamente el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3. [}/

1. La ley del m-ésimo fragmento de l, esta caracterizada por:

q Fl+a+¢l'((n—m+1a+1)
Ewd—rm+nrwpqn+n&+l+@
. m—1 F((n - k)Oé + (])F((n —k+ 1)04 + 1) (4,11)
L T((n—k)a)l((n—k+1)a+1+q)’
Y para m =n
) = T7 B =Ka+ gL((n —k + Da+1)

L((n—ka)T(n—k+1la+1+q)

B
Il

1

2. Sea B(—m)a,1 una variable aleatoria distribuida como una Beta de pardmetros

((n—=m+1)a,1). Luego

lm @) Bi—myailm—1 param=1,...,n,

donde para cadam = {1,...,n} la variable B,_mya,1 €s independiente de Ly, .

3. ll Fst - Fst ln
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Demostracion: La parte (1) es consecuencia directa de la construccion del modelo.

La caracterizacion de 1, con el modelo de localizacion aleatoria en la ecuacion (4.8)

nos permite deducir que para m = {1,...,n— 1}
m—1
] = Ui [ E[U;]
k=1

y param =n
n

E) =] B

k=1
Sabemos que cada U, se distribuye como una variable Beta de pardametros (1 +
@, (n — m)a) y que son independientes entre si. Ademéas U, también se distribuye
una variable Beta pero de parametros ((n — m)a, 1 + a). Recordando la funcion de
momentos de una ley Beta ( ver ecuacion 4.10) se obtiene el resultado. La parte (3)
del teorema es consecuencia directa de (2) por lo que solo necesitamos probar (2).

La funciéon de momentos de B(,_m+1)a,1 estd dada por:

]_F((1+a+q)F((n—m+1)a+1)

E[Bq T+ D)D(n—m+1a+1+q)

(n—m+1)a,1

Luego reagrupando términos en la relacion de la parte (1) del teorema encontramos,

U] = 1B Bl iy | L) 0

El resultado (2) del Teorema 4.3.3 se puede encontrar también en [15] con una

demostracién similar.

De este tltimo resultado podemos deducir el siguiente corolario para

la esperanza de [,,:
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Corolario 4.3.4. [}/ Sea 6 := 1/« luego

@+ 1DC(n) T'O+n—m+1)

EWJ:Fw+n+D T(n—k+1)

, para k= {1,...,n},

cony i El,] =1.

Demostracion: Reemplazando en la expresion (4.11) ¢ = 1y 6 = 1/« se obtiene el

resultado:

T(n) T@O+n—k+1)
Tn—k+1) T@+n+l)

Calcularemos ahora la funcién generadora de momentos conjunta de la particion 1,,.

De la caracterizacion de la ecuacién 4.8 tenemos

n n m—1
E[Hzg;n] = E|[Jux ] T
m=1 m=1 k=1

 ferr
k=1

Luego usando la funciéon de momentos de Uy tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 4.3.5. [4] La funcion de momentos conjunta de l,, estd dada por

(4.12)

_ﬁ{F(l—i—(n—k—i—1)a)F(1+oz+Qk)F((n—k)a)+C]k+1+...+qn}
N I'(1+a)(m—k)a Fl+mn—k+1Da+q...+q)

Demostracion: Sea V una variable distribuida como una ley Beta de pardmetros

(a,b). Sea V :=1— V. Luego

IE [V“V(D] — E((Z;'(I;)) 0 a+q1—1(1 _ U)b+q2—1 dv
_ Pla+b)I(a+q)l(b+g)
C(a)TO) T(a+b+q + q2)

F7dk+1FFq . ‘.
Utilizando esta expresion para calcular IF [U T "| se tiene la conclusion. [

Observemos que si qx = ¢/n para k = 1,...,n en el Teorema 4.3.5 se obtiene el

promedio geométrico de la particion 1,,.

4.3.3. Una comparacion del costo de biisqueda en la particiéon

de Dirichlet y su permutaciéon sesgada por tamano

En este modelo las probabilidad de requerir el i-ésimo item es p;, ahora
consideremos dos posibilidades para ordenar los itemes en una lista: dejar los item en
el orden original o reordenarlos de acuerdo a una permutaciéon sesgada por tamano.
El costo de busqueda del item ¢ esta dado por su posicion en la lista, luego si se

requiere un item de acuerdo a un muestreo sesgado por tamano jcual es el costo de
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buscar en cada una de las listas?.

Llamemos C), al costo de busqueda en la lista en el orden original p,
y Sy el costo de busqueda en la lista permutada 1, (ver Proposicion 4.1.3). Primero
para p, tenemos el costo de buscar el item ¢ es ¢ — 1 luego la funcién generadora de

momentos de C), es:

11—
—sC’n — —s(m—1) _
Z ne 1 —e—s
En consecuencia el costo esperado vale IE[C,,] = (n—1)/2, IE[C?] = (n—1)(2n—1)/6
y VAR[C,] = (n — 1)(n + 1)/12. Podemos encontrar el siguiente comportamiento

asintotico para C,.

Proposicion 4.3.6. [}/ Sea U una variable distribuida como una ley Uniforme en

[0, 1] luego

= JECINGY

n n—oo

Demostracion: La demostracion es directa tomando limite en la funcién generadora

de momentos

lm Ble—c] = 1"

n—oo S

y reconociendo la transformada de Laplace de una distribucion Uniforme en [0, 1].
Fill encuentra el mismo comportamiento para el costo de bisqueda de una lista en

otro contexto [25]. O

Ahora estudiemos el costo de bisqueda S, en la lista permutada.

Lema 4.3.7. [4]
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1. La distribucion de S, es:

0+ 1)(n) T(O+n—k)
P(S, = k) = —0,...
(Sn = k) TO+n+l) n—k Porak=0...n

es unimodal con moda en k = 0.

2. El primer y sequndo momento son

-t y_ (n=1@nt9—1)
ElS)=5— v E[S]= (0 +2)(0+3)

Demostracion: La primera parte es consecuencia directa de la expresion de IE|l,,] en

= lg+1. Notemos que P(S,, =0) = (0+1)/(1+nb),

el Corolario 4.3.4 pues P(S,, = k)

y para cada k =0,...,n — 1 tenemos

P(S,=k+1) n—k—1
= <1
P(S,=k)  O+n—k—1

?

que nos indica que la moda de la distribucion es k£ = 0. Para (2) tenemos que

0 + n—k
E[S1] - quﬂ; r(( DL >)Zk—(?<z_k))
n—1 Z)

0+ 1r
R DMURLES o

['O+n+ —

Sea A:=T(0+n+1)/((0+1)['(n)), como S 1—y P(S, = k) = 1 podemos expresar

A en términos de la siguiente sumatoria:
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Sea B:=T(@+n+1)/((0+2)'(n—1)), utilizando el mismo razonamiento que el

usado para A (basta tomar (0 + 1,n — 1) en vez de (6, n)) expresamos B como:

—_

n—

T(B+141i) <= T(B+1+10)
D R Pian v Fu

Tomando g = 1 obtenemos el valor esperado del costo de busqueda S,

1 K TB+) - T(B+14)
ElS,] = z(”zz X0) —ZW>

1=

() (ren )

_ o, =1+
0+1

B n—1

24607

Usando argumentos similares podemos encontrar el segundo momento (¢ = 2). Sin

ahondar en muchos detalles sea

I'@+n+1)
(0+3)(n—2)

Similarmente a lo hecho para B, podemos expresar C' en funciéon de A y B:

n—1)(n—2)0+1 . N
SRS LIRS P S CES BT

i=1
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Luego para ¢ = 2 obtenemos
1
Z(n?A —2n(A+ B)+C+ 3B+ A)

(n—1)(2n+6—1)
0+2)(0+3)

E[s;] =

El resultado para la esperanza de S,, ya habia sido obtenido por Kingman en [34],
con otras técnicas. El resultado para la varianza también fue obtenido en el articulo
[7] que también forma es parte de esta tesis, (ver Capitulo 5 en Secciéon 5.2.3). Nos

parece que la distribucion de S, (parte (1) del Lema 4.3.7) es nueva.

Podemos obtener el comportamiento asintético de S,, al igual que lo

hicimos para C,.

Teorema 4.3.8. [/] Sea By 141/ una variable siguiendo una ley Beta de pardmetros
(1,1+1/a) luego
Sn (@

- ? Bl,1+1/a .
n mn—oo

Demostracion: De la expresion de la funcion de momentos de .S,

(3] )

1=

Para n grande, esta cantidad se puede aproximar por

E[(s_)q] N (9+1)F(n)) /01(1_x)qF(€+nz) .

n r@+n+1 nz
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De la formula de Stirling con a > 0, podemos aproximar I'(a+ z)/T'(2) por z* cuando

z tiende a infinito. Esto nos permite aproximar la funciéon de momentos por

JEK%)T ~ 97;:1/01(1—2)q(nz)9dz

~ 0+ 1)/O (1—2)1(2)" dz,

la cual es la funcién de momentos de una variable By 14 de media 1/(2+46) menor que
1/2. Este resultado fue generalizado para cualquier S-BP de una particién obtenida
por renormalizacion simétrica en [4] resultado que forma parte de esta tesis en el

Capitulo 5 en la Seccion 5.2.2. O

Tenemos que en el caso en que los itemes se quedan en el orden original el costo
de busqueda normalizado por el namero de itemes C,,/n tiende a una Uniforme,
mientras que en el caso de la lista permutada (permutacion sesgada por tamano)
el costo de busqueda normalizado S, /n tiene una distribucion Beta de parametros
(1,14 1/a). Claramente tenemos U ‘=g Bj 141/ expresando el hecho que C,, es

asintoticamente mayor que S, luego 1,, organiza mejor los itemes que pn.

Recordemos que la particion GEM(7) se obtiene de realizar el limite
de Kingman sobre 1,,, luego podemos estudiar el comportamiento asintético del costo

de busqueda S,, para este limite.

Proposicion 4.3.9. [4] Sea v una constante positiva y a(n) = v/n, el costo S, en

la particion 1, con pardmetro a(n) converge a la ley Geométrica de pardmetro v (G).
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Demostracion: Sea 17 la particion GEM(v) a la que converge 1,, cuando tomamos el

limite de Kingman. Tenemos que para I3, = (I}),_py se tiene

~ k—1 1
B;) = (—) —,
1+~ I+~

Luego la funcién generadora de momentos del costo de buisqueda de esta particion

S* vale

. 4 1
IE sS — sz—llE l* — )
(e ] ;e [27] e p—

La cual es la transformada de Laplace de una distribucion geométrica. Notemos que

P(5* =0) = E(I?). 0

4.4. El modelo de fragmentacion de la vara

Consideremos una particion GEM(1) y la particion de PD(1). En con-

junto satisfacen las siguientes importantes propiedades de invariancia:

» El modelo de particion GEM(1) es invariante para la operacion de S-BP (ver

[57], [45], [62]).

» Si se ordena por tamano decrecientes la particion GEM(1) se obtiene la par-
ticion PD(1) y se se realiza una S-BP en una particion PD(1) se obtiene una
particion GEM(1) (ver [47]).

» La particion de PD(1) es invariante ante las operaciones de insercion y supresion
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de un intervalo (ver [47]) y para las operaciones de fragmentacion y fusion de

dos intervalos (ver [46]).

Para comprender mejor la tercera propiedad describiremos las operaciones. La ope-
racion de insercion consiste en generar un segmento de largo X distribuido segtin una
ley Beta en insertarlo en la particion previamente reescalada por un factor 1 — X
y reordenar, la operacion de supresion en una particiéon consiste en suprimir un in-
tervalo escogido de acuerdo a un muestreo sesgado por tamano y renormalizar. La
operacion de fragmentacion y fusion toma dos muestreos sesgados por tamano, los
divide en un punto aleatorio distribuido uniformemente si ambos muestreos caen en
el mismo intervalo y los fusiona en uno solo de largo la suma de los dos si caen en

dos intervalos distintos y luego los ordena de manera decreciente.

Como ya mencionamos la particion GEM(1) se puede aproximar por la
S-BP de una particién de D simétrica D,,(1/n). En esta seccién nos interesamos en
otra aproximacion de esta particion y sus propiedades; consideremos la particion del
intervalo unitario pyy1 de n + 1 fragmentos generada con el modelo de fracturacion
de la vara a partir de una secuencia de variables i.i.d. (U;),.py distribuidas como
uniformes en [0, 1]. Cuando n tiende a infinito este modelo converge débilmente a la
particion GEM(1). La funcion densidad de pyy1 esta dada por:

1
nt1\P1y -y Pn) = T ™ 1 1 Pm :
Ip +1( 1 ) 1 (1_Zk:1pk) {3 m=1Pm<1}

m=1

Estudiaremos algunos aspectos estadisticos de este modelo de particion. Los resul-

tados que presentaremos a continuacion fueron publicados en el articulo [3].
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Recordemos que la densidad de una variable aleatoria Gamma de pa-

rametro « con soporte en IR' es

donde I" es la funciéon Gamma.

4.4.1. EIl promedio geométrico de los intervalos ocupados

Primero calculamos la funcion de momentos de la cual derivaremos

algunas propiedades.

Lema 4.4.1. [3] La funcion conjunta de momentos de la particion pny1 estd dada

por:

E m | = :
(gpm) I+q+.. 1_[11+qm +o

Demostracion: De la definicion de pyy1 como una particion RAM podemos calcular

la funcién generadora de momentos conjunta:

F <ﬁ P?ﬁ") = IF (ﬁ ﬁUg"bUg{”> = ﬁ E(U%nglm-‘-l-f—...-&-%)
m=1 m=1 k=1 1

Hrl_'_Qm 1+Qm+1+---+Qn)
F+qn+...+...+q)

=1

_ 1 ﬁ L(1+ )

TA+q 4. +q) YL 14 g+ 4. g

m=1
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Este resultado nos permite obtener el comportamiento del promedio geométrico de
los intervalos. Definimos la funciéon F' como F(q) := (1 + ¢ !)log(1l + ¢) — 1 con

F(0) = 0. Tendremos que F’(q) tiende a 1/2 cuando ¢ tiende a 0. Luego

Proposicion 4.4.2. [3] Se tiene el siguiente limite c.s.

lim | | pl/” =e = 0,6065...
Y

1 n
lim — log P Un > e = > 1
Jim —log <m|:|1pm e f(z) conz >3,

1 n
lim ~ log P e 0.1
Jim —log <m|_|1pm <e ) f(z) conz € (0,3],

donde f(x) = inf,~_1(qx — F(q)) es una cantidad menor o igual a 0. La funcion f

corresponde a la trasformada de Legendre concava de F' con f(1/2) = 0.

Demostracion: Tomamos la ecuacion del Lema 4.4.1 con ¢, = g/nparam =1,...,n

siendo ¢ > —1, asi obtenemos

1/n I'(1 n n
()] e o

m=1

Si consideramos ¢ > 0 tenemos

1/n [(1+g/n)"  T(1+n/q)
[(Hp )] (1 +q)(a/m)" T(L+n+n/q)

Usando la férmula de Stirling obtenemos el siguiente equivalente asintotico cuando
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n tiende a infinito, donde € es la constante de Euler:

&q

[(H pl/n> ] I'(1+ q?(l + q)1/? (e(1+ )Y 9)"  cong > 0.

Por otro lado si ¢ > —1 se tiene el siguiente limite:

1 - 1 !
lim ——1lo —_— | = log(1 + gx)dx = F .
lim —— g(gqu/n) /O g(1 + qz) (a)

Aplicando esta aproximacion a la ecuacion (4.13) tendremos la siguiente convergencia

puntual para el promedio geométrico de la particion,

F(q) -

lim ——log!E [(H p”")

El siguiente lema relaciona el promedio geométrico de la particion pni1 con el

promedio geométrico de una particion de Dirichlet simétrica.

Lema 4.4.3. [3] Sea dy, una particion de Dirichlet simétrica de n intervalos de
pardmetro o = 1. Sea By ,—1 una variable aleatoria de ley Beta de pardametros (1,n —
1), independiente de [[ ﬂpm Sean {Bpjm1 @ m =1,...,n} variables i.i.d. con

Byyma de ley Beta de pardmetros (n/m,1). Luego tenemos:

Bln 1 H pl/n i H H n/m,1; (414)
m=1 m=1 m=1

con {Bynm1 @ m=1,...,n} independiente de ] da.

m=1
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Demostracion: La funciéon conjunta de momentos de d,, es

IE ”dqm = ”Fl m) -
[ m] Fnta+...+4q) 2~ )

m=1
Imponiendo ¢, = ¢/n para m = 1,...,n tenemos
o) | T
E dm ) | = ——" (1 +q/n)"
([T ) | = e o

La funcion de momentos de By /1 €s (1 + mg/n)~! luego la funciéon de momentos

de [ _; Bnjm,1 es

H 1+mq/n'

m=1

H Bn/m 1

Luego recordando que la funcién de momento de By ,—1 es I'(1 + ¢)I'(n)/T'(n + q),

basta con reconocer los términos de la ecuacion (4.13) para concluir. O

4.4.2. La funcién particién

n+l g3

Definimos la funciéon de particion de pny1 como Z,(5) = > "7 ph,

para 3 > —1. El rango de esta variable es [(n+ 1)!7% 1] para 3 > 1y [1, (n + 1)}~7]
si f < 1. Luego el comportamiento de Z,(3) cuando n tiende a infinito esta dado

por la siguiente proposicion,

Proposicion 4.4.4. [3] Sea 3 > 0. Luego Z,(5) converge en distribucion cuando n

tiende a infinito,
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donde Z(3) € [0,1] para 5> 1y Zo(5) € (1,00) si B € (0,1). La variable Zo ()
estd caracterizada por la siguiente ecuacion donde Uy sigue la ley Uniforme en [0, 1]

Y Zoo(B) y Z!(B) son i.i.d:

Zo(8) L UL + T} Z.0(8) . (4.15)

Demostracion: Tenemos que Z;(f3) = Ulﬁ + Uf luego para n > 2 se tiene
Zu(B) = Ul + T U +ToUl + ..+ T, ..U = UL+ T, Z,_(8)

con Z! () @ Zn-1(B) e independiente de U;. Luego para § > 0 tenemos que
Z,(3) converge en distribucion a Z,(/3) definido en la ecuacion (4.15). Notemos por
my(B) = IE[Z()?] el g-ésimo momento de Z, (). La funcién m, queda definida

recursivamente para g € IN por:

me(B) = (Z) E [Ulmqfkwfk] mi(B) ,

q
k=1
con IE [Ulﬂ(q—k)U’fk] =T((¢—k)B+1)'(kB+1)/T(gB+2). En particular my(3) = 1/

v ma(B) = (284 1)711 +T'(B3)?/T(283)] son el primer y segundo momento. O

A continuacién enumeramos algunas de las propiedades consecuencias directas de

la Proposicion 4.4.4:

1. se tiene m(1) =1y mo(1) =1,

2.8i B € (—1,0) luego (IEZ,(3))"" converge a 1/(1 + () cuando n tiende a
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infinito y se deduce que Z,(3) no converge.

. Cuando 8 > 0, la funcion generadora de momentos de Z.,(/3) puede obtenerse
de (4.15) elevando a la potencia A, desarrollando el lado derecho en una serie

de potencia de A

My (3)

a1!a2!

E[ZY] = Y Nasa B[ - 1)"T}"]

a1,a22>0

Bl -7 = S (3l

_ o aer (@ D(rB+ 1) (a8 +1)
N Z( 1 (r) L((r4+a)f+2)

Tomando A = ¢/ con g > 0 nos da IE [ch//g] que es limite de la funcion de
momentos de la f-norma de ppiq: Zn(ﬁ)l/ # cuyo rango esta en el intervalo

[(n 4+ 1)=A/8 1] considerando 3 > 0.

. El B-promedio de Rényi de los fragmentos de p,y1 se puede calcular como:
(Pas1)p = Zu(B+1)P con pec R.

El rango de esta variable es [1/(n+1), 1] para cualquier § € (—1,00) y [0,1/(n+
1)] para cualquier 8 € (—oo0, —1). Notemos que si p1.,+1 es el intervalo mas
grande ¥ ppi1m41 s el intervalo més pequeno de pny1, se tiene que (pni1)g
converge a pi.,+1 cuando (3 tiende a oo y converge a p,i1.,01 cuando 3 tiende

a —oo. Para el promedio de Rényi de p,1 obtenemos el siguiente resultado
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Corolario 4.4.5. [3] Si 3 > —1 y B # 0 la variable (pn+1)p converge en
distribucion a (Poo)s € [0, 1]. Donde la funcion de momentos de (Pni1)s estd
dada por:

B[pan)s] = 2 <g)m2 B[ -] Mel D

aqlas!
a1,a2>0 142

4.4.3. La ley unidimensional de un segmento

Consideremos la ley de un intervalo p,, con m € {1,...,n}. Es facil
demostrar que p,, se distribuye como una variable log-Gamma, cuya funciéon densidad

y distribucion estan dadas por (ver [24] pag. 47):

1
Jom () = m(—logfﬂ)m_l ; (4.16)
m—1
F, (z) = =z %(—logm)k con z € [0,1] .
k=0

La distribucion de la variable p,, se puede caracterizar también por su funcién de

momentos [E(p?) = (1 +¢)~™ con ¢ > —1 y tiene media 27,

Notemos que el espacio restante p, 1 y el espacio ocupado por la ultima
especie p,, son iguales en distribucion luego JE(p; ;) = (1 +¢) ™ con ¢ > —1y tiene
media 27", Utilizando la ley de los grandes ntimeros y el teorema central del limite

(versiones multiplicativas) tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.4.6. [3] El espacio restante p,.1 (que es igual en distribucion al
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espacio ocupado por la ultima especie p,) satisface los siguientes limites

c.s. -1 1/n (d) I
Pnt1 € ) €Pp11 )
n—o0 n—o0

donde L es una distribucion Lognormal.

Observemos que si consideramos el espacio ocupado por las m primeras
especies J,,, tendremos que 1 — .J,, satisface el mismo resultado que acabamos de

presentar pues equivale a considerar la particion ppmy1-

4.4.4. Orden decreciente en tamano: la distribucion del mas

pequeno y del mas largo de los intervalos

Sea Put1t = (Prmsts - -+ Pusimi1) la particion obtenida al ordenar por
tamano decreciente la particion p,.1 incluyendo el espacio restante p,.;. En parti-
cular, para el intervalo mas pequeno y para el intervalo més largo encontramos la

siguiente proposicion:

Proposicién 4.4.7. [3] Sea F

st (X) = P(Ppi1my1 > ). Luego podemos definir

por recurrencia la distribucion del mds pequeno de los segmentos ppi1.ni1 POT

Fo,,(r)=(1-2z), conx € (0,1/2)

y para n > 2

1—sx
Fppornn (@) = / F,,M( v ) du, conz € (0,1/(n+1))

1—u
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Sea F,

pimin (@) = PP < ). Luego también podemos definir por recurrencia la

distribucion del intervalo mds grande segmento pi.,41 por

E

p1:2

(x)=(2x—1), conx e (1/2,1),
y para n > 2

Fpmﬂ(g;):/i F, (L) du, conze(1/(n+1)1) .

1—sx)+ I—wu

Demostracion: La demostracion de ambas recurrencias es similar, basta condicio-
nar en el tamano del primer p; de la particién py,y1. Seré suficiente demostrar la

recurrencia el segmento mas largo.

Cuando n = 1 tenemos dos segmentos que suman 1, luego es evidente

que el mas grande de los intervalos tiene un tamano més grande que 1/2.
Fo,(x)=PU,<z,1-U;<z)=2r—-1, conz e (1/2,1) .
Para n > 2, condicionamos en Uy:

Fpl:n+1 (x) - P (pl S I? A 7pTL+1 S x)

= P<U1§$,U1U2§$,...7HUmSI>

* x L x
= PlU, < ey U, < du
\/(lnm)\/(] ( 2= l—wu H 1—U>

- / Fpl:n( L )du,
(1-na)+ l—u
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donde el limite inferior de la integral es (1 — nx), porque el soporte de la variable

D1 €s (1/n,1). Para n = 2 la variable p;.3 tiene soporte en (1/3,1) y distribucion:

l—zA(1-2)
1—(1—22)

thg(m):—mog( )er—x/\(l—x).

La distribucion y la densidad de p;.3 son continuas, en cambio la derivada de la

densidad presenta una discontinuidad en z = 1/2. 0J

Proposicion 4.4.8. [3] Sea (1 una variable aleatoria tal que 1/; se distribuye como
una ley de Dickman. Luego el mds pequenos de los segmentos pi.,.1 converge en

distribucion a (; cuando n tiende a infinito.

Demostracion: Asumamos que pi.,+1 converge en distribuciéon a una variable que
llamaremos pi.... Supongamos que pi.., es una variable no degenerada y sea F, su

funcion distribucion. Luego de la definicion recursiva de F, tenemos que F, debe

Plin+1

ser solucion funcional de

Foo(x):/oxFoo( ’ > du con z € (0,1) dt .

1—u
. . . . . . d
Esta ecuacién equivale a decir que la variable p;.., satisface la relacion pi.o @

Uy vV Uyp)., donde pl.. v P1.o estan idénticamente distribuidas y ambas son in-

dependiente de U;. Haciendo un cambio de variable z/(1 — u) obtenemos:

1/x 1
Fo(x) = x/ F (—) dt .
(1-2)/x 13

Finalmente sea G la funcién distribucion de 1/p;.q0, luego G(t) = Fyo(1/t) con t > 1.
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Reemplazando G en la relaciéon anterior,

1/x
+(1 = G(z)) = /( G(t) dt .

1-z)/x

Derivando obtenemos la relacién
2G (2) 4+ Gz — 1) =0,

que muestra que G es una funcion de Dickman (ver [33| y las referencia citadas ahi).

Luego la distribucion de pi.o es:

(1
_1—|—Zm 10/s] ng') , conz e (0,1).
m!

Para el intervalo més pequenos encontramos el siguiente comportamiento asintoético,

Proposicion 4.4.9. [3] Cuando n tiende a infinito

liminf e"ppy1:1 =0 y  limsupe"ppyimir = 00 .

n—00 n—00

Demostracion: Sea d = (d;), .y una particion PD de pardmetro 1. Kingman es-
tableci6 que e™d,, converge a 1 c.s. cuando m tiende a infinito, luego podriamos

especular que existe una variable no degenerada C estrictamente positiva tal que,

n (d)
€ pn+1:n+1 — C .
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Si fuera asi sea F, la distribucion de la variable C. De la recursion para el segmento
més pequefio de la Proposicion 4.4.7, tenemos que Foo = 1 — F,, deberia satisfacer

la siguiente relacion:

Fm@):/olﬁw (ﬁ) du. .

Esto significa que C satisface la siguiente igualdad C @) eUC' donde U y C' son

independientes, U sigue una ley Uniforme y C’ se distribuye como C. Después de un

cambio de variable en la integral obtenemos:

Derivando esta expresion obtenemos la relacion

oF(z) = Foo(z) — Foolz/e) .
Sea G(z) = Fuo(€?) con z € IR, luego G debe satisfacer la ecuacion de diferencia-

diferencial:

—/

G(2)=G(2) —G(z—1) conG(—~0) =1y G(c0)=0.

Bajo estos supuestos las tinicas soluciones podrian ser las funciones constantes G(z) =
0 o G(z) = 1. Luego las soluciones para la ecuacion funcional original son F'(z) =0

para x > 06 F(x) = 0 para z > 0. O

Ahora si consideramos el més pequenos y mas largo de los intervalos ocupados sin

tomar en cuenta p,i1, es decir, pl = p1 V...V Dy ¥ Dlmst = D1 A A Dy
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Obtenemos una relacién de recurrencia similar pero més simple:

F+ (x)=s conze(0,1) ,

P1:2

y para n > 2

X

Fpth(x):/O Fy+ (1_u) du , conz € (1/(n+1),1) .

Luego para n = 2 obtenemos

F (z) =slog(1=sA(1=s))+s—sA(l—s), conze(0,1).

La funcién distribucién y la densidad de p;, son continuas pero la derivada de la

densidad tiene una discontinuidad en s = 1/2. Usando el mismo razonamiento que

utilizamos para p t N distribucic L d
Lin+1 tenemos que pi, ., converge en distribucién a L cuando n

tiende a infinito donde 1/L se distribuye como una ley de Dickman.

Anélogamente para el minimo tenemos:

F+(x)=1—s conze(0,1) ,

P12

y para n > 2

szzml(f’/’):/:F* < v ) du, conz e (1/(n+1),1) .

Pp_1:n 1 — U

La cantidad pr i (x) se interpreta en el modelo como la probabilidad que todas las

especies ocupen al menos una fraccion x del espacio (la cual podria ser una condicion

de supervivencia en algin medio para algin valor de z).
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De mismo modo podemos definir la distribucién conjunta del segmento

mas pequeno y mas grande de py,. Sea

Gn(21,23) := P (Prins1 > @1, Pttt < Ta2) .

Luego

Gl(xl,l’g):sz(l—Il)—JIlV(l—(IIg), con rp < % < x5

y para n > 2

$2(1—I1) 1
Gn(x1,20) = / Grn1 l , 2 du con 1 < —— > 89 .
z1(1—z2) 1_U/ 1_u n+1

Analogamente, sea
G (@1, 22) == P (pliygy > 21,0y < 2)
Luego para G tenemos
G (z1,29) = 29 — 21, con x1 < 19

y para n > 2

*2 z T
Gl (x1,22) :/ Gy ( L 2 du con x; < x5 .

e l—u1l-—u

Esta cantidad nos permite estudiar la regularidad de los espacios ocupados por las

especies. Si r1 = x y oy = 2z tenemos que G, (z,2z) es la probabilidad que cada

una de las especies ocupe una fraccion mayor que x y menor que 2z luego los gaps

|pm — 2| seran menores que x para esta configuracion.



4.4.5. Permutacién sesgada por tamano

Sea 1,41 = (l1,...,ln41) la particion resultante de realizar una S-BP
de pnr1. De la Proposicion 4.1.5 deducimos la siguiente relacion para la distribucion

del primer intervalo Iy, utilizando la funcion g(I) = 11,5,

n+1

Fh(m) = ZE[pm pm>1‘:|

::Sfétnm

Reemplazando el valor de la densidad f,, dado en la ecuacion (4.16) en la tltima

expresion:
logt Lt(—logt)"!
F(z Z/ t+/s Wdt. (4.17)

Podemos proceder analogamente para la funcién de momentos de /; y obtenemos

n+1

Bl = 3 B

n

1 1
= Lo T arar

14+q2+q)™"
1+gq '

Notemos que IE[l;] = IE[{(pni1)1] > E(p1), luego podriamos conjeturar que Iy es
estocasticamente mayor que p; que, estocasticamente, es més grande de los segmentos

de la particion.
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Proposicion 4.4.10. /3] Para el primer segmento de 1,11 se tiene

L =5t 1 -

Demostracion: Debemos demostrar que para todo x en [0, 1] se tiene Fy, (v) > F,, ().
Tenemos que en F;, (0) = F,, (0) =1y F;,(1) = F,, (1) = 0. Ademas derivando dos

veces la expresion de F, en la ecuacion (4.17) obtenemos

—/ 2 n— n - 1
F, () = —ﬁ(bgs)( Y {1 + QIOgJ

El tinico punto de inflexion de F;, es x = e, Luego como F;, (0) = 0y F;, (1) = —1

se tiene que F, (v) > 1 — 2 = F,, (z) la desigualdad deseada. O

Finalmente notemos que IF[l{] tiende a IF [p]] = 1/(1+¢) cuando n tiende a infinito

es natural si consideramos la propiedad de invarianza de la particion limite GEM(1).

Consideremos ahora la funciéon de momentos conjunta de l,.1, que
recordemos es la S-BP de py11. Consideremos la ecuacion (4.1) que es la distribucion
de la S-BP de una particiéon no aleatoria. Sea () el conjunto de las permutacién de

{1,...,n+ 1}. Luego
n+1 n qu+1
e[ =Y EB|]] —=Z—p&"
m=1 oceQ k=1 L= ijl 93

Aunque calculable en teoria, algo de combinatoria es necesaria para evaluar el lado
derecho de la tltima ecuacién. Recordando que la S-BP se define recursivamente

como un muestreo sesgado tamano, la extraccion del segmento escogido y la re-
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normalizacion de los segmentos restantes, la ultima expresion se puede encontrar.
Podemos calcular la funciéon de momentos del i-ésimo segmento de la particion 1,14
condicional a los primeros i segmentos. Sean p,, , . .., ps, los tamanos de los primeros

i — 1 segmentos de 1,11 ysea=Z={1,....n+ 1} —{o1,...,0:}:

E[ngrl ’ ll = DPoys - - >li71 :po'z‘} = ZE[ZE [lli]Jrl ’ pn+13l1 = Poys - 'alifl :pUiH

1
= E T Z poi+1

j=1Po; oi41€E

Es una expresion recursiva de los momentos un poco mas sencilla que la conjunta.

103



REGLAS DE AUTORGANIZACION CON

POPULARIDADES ALEATORIAS

En este capitulo estudiaremos las estrategias para ordenar objetos, la
regla de Move-to-Front (MtF) y de Move-to-Root (MtR). Imaginemos que tenemos
una lista de n itemes y que a cada instante ¢ un objeto es requerido el cual, una
vez usado, es desplazado al comienzo de la lista, esta es la estrategia MtF. Si en vez
de considerar una lista se considera un arbol (de busqueda binaria) para almacenar
los itemes, de modo que una vez que se esta disponible el item sera desplazado a la
raiz. Luego tendremos a groso modo la estrategia MtR. Pensando solo en la lista,
supongamos que el objeto 4 es solicitado una fraccion p; del total de pedidos con
> ;pi = 1 formando p, = (p1, ..., pn) €l vector de popularidades. Si para encontrar el
objeto vamos revisando la lista desde adelante hacia atras, pasaremos menos tiempo
buscando en la lista si ordenamos en una permutacion ¢ tal que (p.,) sea decreciente.
Pero, si por algin motivo, no conocemos los valores de (p;), podemos intuir que la
regla MtF serda una buena estrategia. Una situacion similar ocurre para un arbol;
si se conocen los valores de p, Knuth propone (ver [36] pag. 433-477) un arbol de
bisqueda binaria de costo minimo. En el caso que no se conocen p,, se puede utilizar

la regla MtR.

Supongamos que los objetos son solicitados independientemente de las
solicitudes pasadas y que la probabilidad p; de requerir el objeto ¢ es constante en
el tiempo. En este caso se puede modelar el problema como una cadena de Markov

que itera sobre las permutaciones de los n objetos. Esta cadena de Markov también
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es conocida como como la libreria de Tsetlin o proceso de Montén (“Heap process”).
En 1965 McCabe estudia en [43] el proceso de MtF desde el punto de vista probabi-
lista, motivado por sus aplicaciones para ordenar. Por su parte Tsetlin ya en el 1963
represento este proceso como un autémata finito reconociendo que se podia describir
como una cadena de Markov (ver [60]). Por su parte la regla MtR fue propuesta por
Allen y Munro en 1978 en [2], la cual explicaremos en detalle en la primera seccion.
Una revision completa de ambas estrategias y sus generalizaciones se puede encon-
trar en la tesis de Bodell [11]|. Las propiedades del modelo MtF fueron estudiadas
por diferentes autores obteniendo el costo de busqueda en régimen estacionario por
McCabe en [43], la distribucion estacionaria de la cadena por Hendricks en [31] (y
Tsetlin [60]) y la funciéon generatriz del costo de busqueda por Flajolet et al. en [28]
entre otras propiedades. En el caso de la regla MtR el analisis resulta mas complejo,
sin embargo Dobrow y Fill en [20] y [21] logran hacer un analisis sobre el proce-
so de Markov con estados en los posibles arboles binarios, su costo de busqueda,

distribucién estacionaria y velocidad de convergencia.

Para ambas estrategias es dificil hacer un analisis méas profundo sin
hacer algin supuesto sobre py,, Fill estudia en [25] la regla MtF suponiendo cier-
tas distribuciones para las popularidades p,. Analogamente Dobrow y Fill hacen lo
mismo en [21] para la regla de MtR. Esto motiva a enfrentar las estrategias a un
escenario donde se tenga alguna nocién del comportamiento de las popularidades sin
conocer su valor exacto y preguntarnos que podemos decir del comportamiento de las
reglas MtF y MtR. Es eso precisamente lo que hacemos al enfrentar a las estrategias
de al caso general de las particiones aleatorias por renormalizacion definidas en el
Capitulo 4. Nuestros resultados se reducen a estudiar el costo de busqueda estaciona-

rio y su comportamiento asintotico cuando el numero de objetos n tiende a infinito.
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Nuestro trabajo es similar al realizado por Papanicolaou et al. en [44] que estudiaron

el problema del coleccionista de cupones para la misma particion aleatoria.

En este capitulo se recopilan los resultados del trabajo realizado en
colaboracion con Ch. Paroissin |7]) publicado en el “Journal of Applied Probability”
y su continuacion (|5]) realizada con la colaboracion de Ch. Paroissin y T. Huillet a
sido aceptadad por “Operating Research Letters”. Asi como los resultados obtenidos
con Ch. Paroissin del poster (|8]) presentados en el “Third Colloquium on Mathe-
matics and Computer Science Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabilities”.
En la Secciéon 5.1 presentamos la motivacion del problema, los modelos de las es-
trategias y las propiedades relevantes para nuestros resultados. En la Seccion 5.2
estudiamos el comportamiento asintotico cuando el numero de elementos tiende a
infinito y finalmente proveemos algunos ejemplos. Finalmente en la Seccién 5.3 se
derivan expresiones para el primer y segundo momentos del costo de busqueda para
la estrategia MtR (BS,,) y se dan algunos ejemplos con el comportamiento asintotico

cuando es posible.

5.1. Reglas de auto-organizacion de datos

En esta seccion veremos primero que las ventajas de la regla se pueden
intuir en un modelo simple y luego introduciremos formalmente los modelos de las

dos estrategias en el caso de popularidades deterministas.
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5.1.1. Motivaciéon: ;Cémo y donde almacenar libros?

Imaginemos que tenemos una repisa con nuestros libros (podria ser
cualquier otro tipo de objeto). Cada vez que un libro es requerido recorremos la
estanteria de izquierda a derecha comparando uno a uno los titulos de los libros con
el titulo de aquel que buscamos hasta dar con el libro requerido. Podemos decir que el
tiempo que nos toma encontrar el libro es proporcional al niimero de comparaciones

que tuvimos que hacer, es decir, la posiciéon del menos uno.

Si consideramos que hay libros que consultaremos més frecuentemen-
te que otros, nos gustaria ordenar los libros de modo de pasar poco tiempo en la
busqueda de aquel que necesitamos. Por supuesto que si supiéramos la frecuencia
con que consultamos cada libro bastaria que los ordenemos de manera decreciente
con respecto a su popularidad y minimizariamos nuestro tiempo de biisqueda pues
mientras mas frecuentemente necesitemos un libro menos comparaciones haremos
para encontrarlo. ;Que pasa si no conocemos la frecuencia con que necesitaremos
el libro? o jsi cambia en el tiempo? o si estimarlas tiene un costo, dado este costo
i vale la pena estimarlas?. Una posibilidad es que una vez que desocupamos un libro
lo dejemos en su lugar original, pero esto no tomara en cuenta que hay libros mas
populares. Una solucién intermedia es que cada vez que terminamos de utilizar un
libro lo ponemos en la primera posicion (a la izquierda de la estanteria). De este
modo si un libro se pide frecuentemente tendera a quedar en el lado izquierdo y
si un libro es rara vez solicitado tendera a quedar a la derecha, esta es la regla de
move-to-front (mover al frente). Sin embargo no es la tnica estrategia que sin cono-
cer explicitamente los valores de las popularidades de los libros las tome en cuenta,
también esta la regla de permutar (transposing o move-ahead-1) donde una vez que
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se desocupa un libro lo ponemos una posiciéon mas adelante de la que tenia cuando
lo encontramos. Por supuesto que de la combinacion de estas dos reglas pueden sur-
gir muchas otras estrategias que pueden ser més o menos valiosas dependiendo del

contexto del problema.

Si consideramos el mismo problema pero ahora nos permitimos alma-
cenar nuestros libros en una estructura mas sofisticada que una lista (representada
por la repisa) podriamos disminuir aun més nuestro tiempo de busqueda. Es asi
como surge la regla de Move-to- Root que ordena los libros en un arbol de busqueda

binaria.

5.1.2. El modelo de Move-to-Front

Consideremos una lista de n archivos (o libros) y denotemos el conjunto
de archivos por {1,...,n} donde la popularidad de los elementos es constante en el
tiempo. A cada instante de tiempo t se requiere un archivo, el i-ésimo archivo se
requeriré con probabilidad p;, como en un muestreo sesgado por tamano en p,, (ver
Definicion 4.1.4). La lista de archivos es actualizada de acuerdo a la regla de MtF,
es decir, cada vez que un archivo es requerido, una vez utilizado seré desplazado a la
primera posicion de la lista. Luego el proceso se puede entender como una cadena de
Markov donde el espacio de estados es el conjunto de las permutaciones del conjunto

1,....n la probabilidad de transiciéon entre dos permutaciones ¢ v ¢’ esta dado
{1,....,n}ylap p y
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por:

p;  si¢’ se deduce ¢ moviendo 7 al frente ,
Plo(t+1)=d]o(t)=<) =

0 en otro caso .

Este modelo también es conocido como la libreria de Tsetlin o “Heap process” y se
puede considerar el problema a tiempo continuo si entre un pedido y otro pasa un
tiempo exponencial. Este proceso tiene una tnica distribucion estacionaria: la permu-
tacion sesgada por tamano de p, definida en el Capitulo 4 en la Definiciéon 4.1.4. La
distribucion estacionaria fue obtenida por Hendricks [31] pero ya habia sido obtenida

por Tsetlin en [60] en el contexto de autématas (ver también [22] y [26]).

El desempeno que alcanza esta estructura esta dado por el tiempo que
nos demoramos en encontrar el archivo requerido, que es el tiempo que demoramos

en hacer una busqueda lineal en la lista.

Definicion 5.1.1. El costo de bisqueda lineal S, (t) en la estrategia MtF se define
el costo de busqueda lineal en la permutacion que genero la estrategia en el instante

en que se solicita el item (ver Proposicion 4.1.5).

Luego si el objeto requerido al instante ¢ se encuentra en la posicion ¢

el costo de buscarlo serd ¢ — 1.

Este concepto de costo fue introducido por McCabe [43]|. Notemos por
Sy el costo de biisqueda cuando el proceso estd en régimen estacionario. En la si-
guiente proposicion se entrega el valor de la transformada de Laplace de S, en el
contexto de popularidades determinista y corresponde al Teorema 2 de [26] (también

se puede encontrar en [11]):
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Proposicion 5.1.2. La transformada de Laplace del costo S, esta dado por,
IElexp(—sS,) |w] = / e [ +e (e —1)dt, (5.1)
0

=1 k=1
ki

para todo s = 0.

De esta expresion se pueden obtener la esperanza y varianza de S,,:

iz Pi TP
VARIS,| = [E[S,](1 - E[S,])+

D 1 1 1
4 Z PiP;Pk ( 4 i ) ‘
i<j<kpi+pj+pk Di+Ppj DiTDk PkTD;

5.1.3. Relacion con otras estructuras aleatorias

Como lo hicieron notar Flajolet et al. en [28](o también Fill y Holst
en [26]), el costo de busqueda S,(t) de la estrategia MtF esta relacionado con la
probabilidad de falla de la memoria Caché cuando se usa la estrategia “el menos
recientemente usado” (en ingles Least-Recently-Used LRU). La memoria Caché es
una memoria de rapido acceso de un computador que almacena algunos archivos que
son frecuentemente requeridos. Si la memoria Caché puede almacenar k archivos de
n, la estrategia LRU consiste en almacenar los k£ primeros de la la lista de n archivos
ordenados de acuerdo a la regla MtF. De aqui se desprende que la probabilidad de
que la memoria Caché de tamano k fallé¢ es P(S,(t) > k). Otra problema clasico de
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particiones que se relaciona con la estrategia MtE es el problema del coleccionista
de cupones. Es facil comprender por un argumento de acoplamiento que una vez que
cada archivo sea requerido al menos una vez la estructura markoviana de la estra-
tegia habra “olvidado” el orden inicial por lo tanto estard en régimen estacionario.
Determinar el instante en que todos los archivos han sido requeridos al menos una
vez es el problema del coleccionista de cupones. Por tltimo, como ya mencionamos la
S-BP de la particion p, definida en la Definicion 4.1.4 es la distribucion estacionaria

de la estrategia MtF (ver [22]).

5.1.4. EIl Modelo de Move-to-Root

Consideremos un arbol binario que tiene la propiedad que de cada nodo
solo salen dos ramas. Ordeno mis libros en este arbol de la siguiente forma: tomo el
primer libro del estante y lo coloco en la raiz del arbol, el segundo libro lo cuelgo
de la rama derecha si lexicograficamente el titulo del libro es mayor que el titulo
del libro de la raiz y de la rama izquierda si es menor. Aplicamos esta regla hasta
encontrar una rama vacia. De este modo en cada nodo del drbol todos los libros que
cuelgan de la rama izquierda tienen titulos “mayores” que el titulo del libro del nodo
considerado y los que cuelgan de la rama izquierda tienen titulos menores. El tiempo
que nos demoraremos en encontrar un libro en esta estructura serd, nuevamente,
proporcional al nimero de comparaciones que debemos hacer que en el caso del
arbol es la distancia a la raiz menos 1. Cuando necesitamos un libro lo tomamos y
cuando lo guardamos lo ponemos en la raiz pero para no perder el orden lexicografico
del &rbol y que siga siendo un arbol binario debemos realizar una serie de cambios

en la estructura. Esta manera de ordenar los datos es conocida como MtR (desplazar
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hacia la raiz).

Formalmente un arbol con raiz es un grafo dirigido con un tnico nodo
llamado raiz donde existe un tnico camino desde la raiz a cualquier nodo j. Cada
nodo i, distinto de j, de este camino es considerado un ancestro de j, siendo el
ancestro mas cercano el padre del nodo. El subarbol de raiz i consiste de i y todos
sus descendientes. Un arbol binario es un arbol ordenado en el cual cada nodo tiene
a lo mas dos hijos (uno a la izquierda y /o el en la derecha). Un nodo sin hijo es una

hoja o nodo terminal.

Un éarbol de biisqueda binaria es un arbol binario en el cual todos los
itemes etiquetados con valores menores que el etiquetado de la raiz quedan almacena-
dos en el subéarbol de la izquierda y aquellos ftemes etiquetados con valores mayores
que la raiz se almacenan en el subarbol derecho. Luego, para una secuencia de ite-

mes, tenemos el siguiente algoritmo para construir un arbol binario de busqueda (ver

[36]):

Observaciéon 5.1.3.

1. Si no hay raiz, insertar el item como raiz;
2. Si el etiquetado es menor que él de la raiz, insertar el item en subdrbol izquierdo;

3. Si el etiquetado es mayor que €l de la raiz, insertar el item en subdrbol derecho.

Notemos que la construccién de arbol de biisqueda binaria depende del

etiquetado pero también del orden en que se insertan los itemes.

La siguiente manera de iterar el orden en un arbol binario de busqueda es conocida
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como la regla de Move-To-Root y fue sugerida por Allen y Munro en [2]. Consi-
deremos n itemes que estan ordenados en un arbol binario de busqueda, a cada
instante de tiempo (discreto) un item es requerido independiente de los requeridos
anteriormente y es desplazado a la raiz del drbol binario de bisqueda respetando la
estructura binaria y de orden del arbol. Esta estructura sera actualizada de acuerdo

al siguiente algoritmo que repetiremos hasta que el item requerido llegue a la raiz:

Observacion 5.1.4. Sea a el item requerido:

1. Si a es la raiz, no hacer nada;

2. si a es un hijo izquierdo sea r su padre, luego modificar el subdrbol cuya raiz
es r como se describe a continuacion:
» ntercambiar a con r de modo que a serd ahora la raiz del subdrbol;
= el antiguo subdrbol izquierdo de a continuara como subdrbol izquierdo de
a;
= el antiguo subdrbol derecho de a pasard a ser el subdrbol izquierdo de r;
» el antiguo subdrbol derecho r continuard subdrbol derecho de r.

3. Si a es un hijo derecho sea v su padre, se modifica el subdrbol cuya raiz es r

con una transformacion andloga.

El objetivo de esta heuristica es mantener el arbol de biisqueda binaria
cercano a su forma optimal. La cadena de Markov asociada fue estudiada por Dobrow
y Fill en [20, 21]. Dobrow extendi6 algunos de los resultados en [19] al caso en que

los itemes la probabilidad de requerir un item depende de ¢t de forma markoviana.
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Definiciéon 5.1.5. El costo de busqueda lineal BS,(t) en la estrategia MtR se define

como st al tiempo t el ultimo item que se requirio fue i luego

BS,(t) =d(i,R) — 1,

donde d(i, R) es la distancia del item i a la raiz.

Notaremos por BS,, por el costo de biisqueda en régimen estacionario.

Proposicion 5.1.6. El primer momento de BS,, es:

PiDj
E[BS,|=2 Y ———2—, (5.2)
1<i<j<n Pi Tt
y el sequndo
IE[S?] = [E[S,] + 4V, (5.3)

donde V wvale:

V_ Z DiPjiPk ( 1 n 1 )
pitotpe \Pit-o+p; Pt D

1<i<j<k<n

Ver Teorema 3.1 en [2] (ver también [11]).

5.2. Move-to-Front con popularidades aleatorias

En esta seccion primero derivaremos a partir de los resultados para
particiones finitas, el comportamiento del costo de busqueda estacionario y su com-
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portamiento asintotico.

A lo largo de la secciéon consideremos el modelo de particion por nor-
malizacion de la Seccion 4, luego sea w = {w; : i € IN} una sucesion de variables

independientes, luego las popularidades aleatorias estaran dadas por:

n

Wi

pi:W Coan:E Wi .
n i=1

5.2.1. Expresion exacta para la transformada de Laplace

En esta subseccion, estudiaremos la transformada de Laplace ¢g, del
costo de bisqueda estacionario para la estrategia Move-To-Front con popularidades

aleatorias. El siguiente teorema entrega una representacion integral exacta:

Teorema 5.2.1. [7] Para la sucesion w de variables aleatorias i.i.d.,

Vs >0, ¢g,(s)= n/oo /00 ¢ (r)iby o (r)" " Hdr dt (5.4)
0o Ji

donde:
Vi>0,Vr >t s(r)=o(r)+e*(p(r—t) —o(r)) . (5.5)

Demostracion: De la ecuacion 5.1 uno puede obtener la transformada de Laplace de

S, condicional a w: Vs > 0,

Blexp(—s5) |w] = / Tty

=1

ﬁ (1+e5(e™ —1))dt.
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Reemplazando pq,...,p, por su expresion en funciéon de wy, ..., w,, obtenemos:

'I’L

Flexp(—sSy) |w] = Z/o e’tw”;}/ (14 e 5(e"™ —1)) dt .
i=1 "

k=1
k#1

Luego podemos deducir que la transformada de Laplace de .S,, vale:

n

IElexp(— Z/ e~ tWn Wi H(1+e (e — 1)) | dt. (5.6)

" =1
ki

En el caso de variables aleatorias idénticamente distribuidas, la ecuacion (5.6) se
reduce a:
> w, Wn = t
Flexp(—sS,)| =n IF|e W 1 14+ e %(e™ —1 dt .
exp(=s5,)) = n | pe [LG+e e - )
Sea () la esperanza en la integral:

n—1

3N

=

@:EFwwv @+e<w_m].

k=1

Podemos reescribir ) como:

Q = E[/too W dr w? h 1+e (tw’“—l))]

= /OO [ TW"wh 1+e* t“”“—l))] dr
- / &'(r) e (o(r — 1) — 6(r)" " dr |
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puesto que:
n

exp(—tW,,) = Hexp(—twk) .

k=1
Reemplazando @) en la expresion correspondiente deducimos que la transformada de

Laplace del costo de busqueda vale:

Blexp(~s5,)] = [ [ St arar.

Calculos similares a los recién expuestos se pueden hacer en el caso de pesos inde-

pendientes, en este caso uno obtiene el siguiente resultado:

Teorema 5.2.2. [7] Para la sucesion w de variables aleatorias independientes,

w20 o)=Y [ | [ a0 Joata | a,
i=1 t k=1

k#i

donde para todo i € {1,...,n}:

VEZ0,Yr >t si(r) = ¢i(r) + e *(di(r —t) — (1)) .

Del Teorema 5.2.1, podemos derivar una representacion integral para

los momentos de orden 1 y 2 del costo de buisqueda estacionario:

Corolario 5.2.3. [7] Para la sucesion w de variables aleatorias i.i.d.,

B8] =nin =) "oy ([T @opa) a (5.7)



E[S? =n(n—1)(2n — 3 /qs </ '(t))? dt)dr
—2n(n — 1)( n—2/ (r ”3(/ (t) )

(5.8)

Demostracion:

1. De la ecuacion (5.4), obtenemos que, para cualquier s > 0,

— n(n—1) / N / s ()P (B — 1) — B(r) drdt . (5.9)

Evaluado esta expresion en s = 0:

05,00 = —ntn=1) [ [T o100~ 020~ ) = 60 dr
= n—l/ / ¢"(r+1)¢ (¢(r) — o(r +t)) drdt
= —nfn—1) / ()

- / & (r + 1) (r + 1) dt} dr

= n—l/ o(r "2(/ ¢ (r+1))? dt)dr
_ n—l/ o(r "2(/ ()2 dt)dr.

Luego obtenemos la ecuacion (5.7), pues IE[S,| = —¢ (0).
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2. Derivando ¢ una vez mas de la ecuacion (5.9) obtenemos:

& (5) = n(n — 1)(n — 2) / ) / T () (B — 1) — () dr
+n(n —1) /000 /too qﬁ"(r)wts(r)”_ze_sw(r —t) — ¢(r))drdt .

Evaluando en s = 0:

8 (0) = n(n— 1)(n — 2) / ) / T — NG — 1) — S(r)) drde
tn(n—1) / N / T — 2 — ) — S(r)) drd

Notemos por A y B estas dos integrales. Ya hemos calculado B en primera

parte de esta demostracion. Calculemos A:

A= [T [ et — et - - o) dr a
=[] w00t - o+ dras

_ /OOO /OOO ¢ (r+1)o(r)"3(d(r): = 20(r)p(r + 1) + o(r +t)?) dr dt

=2 [Toer ([ wora) a
=2 [“otr ([T owirar) ar

Combinando las expresiones de A y B deducimos la expresion de la ecua-

cion (5.8), puesto que E[S2] = ¢ (0).
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Calculos analogos se pueden hacer para los momentos de ordenes mayo-
res de .S,,. Las expresiones para los dos primeros momentos de S,, del Corolario 5.2.3
se pueden calcular directamente usando los resultados de McCabe en [43]. En el caso
en que los pesos no son idénticamente distribuidos pero siguen siendo independien-
tes, uno puede realizar calculos similares para encontrar resultados analogos a los

del Corolario 5.2.3.

Teorema 5.2.4. [7] Para una sucesion w = (w;),_py de variables aleatorias inde-

pendientes,

Es) =Y | ( | dmsm dr) H ou(t) dt (5.10)

ij=1 =1
i#j k#i,j
Como ya dijimos uno puede obtener esta expresion del costo de bis-

queda esperado ya sea usando el Teorema 5.2.2 o directamente de los resultados de

McCabe.

5.2.2. Férmula asintética para la transformada de Laplace

Nos interesa conocer el comportamiento asintotico del costo de bus-
queda cuando el namero de archivos es creciente. Primero, daremos un equivalente
asintotico puntual de la transformada de Laplace de S,,. Este resultado seré usado

para obtener los limites de los dos primeros momentos de .5,,.

Teorema 5.2.5. [7] Para una sucesion w = (w;),_ gy variables aleatorias i.i.d.,

Vs 20, ¢s,(s) ~— /OOO MZ’;)(T)”(ZT : (5.11)
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cuando n tiende a infinito.

Demostracion: Sea s > 0 fijo:

donde:
1,(t) = / & (P (1) dr

Sea t > 0 fijo. Hemos calculado un equivalente asintotico de I,,(t) cuando n tiende a

infinito. Primero reformulemos I,,(t) como:

L) = [ ()0 dr,
t

donde hy(r) = ¢"(r) y ha(r) = log ¢y 5(r), para r > t. Las integrales como I,,(t) son
llamadas integrales de Laplace generalizadas (|9], section 6.4, p. 261-276). Como ¢’
es creciente y negativa, 1, s es decreciente para cualquier valor de ¢ y s. Luego hs es
también decreciente y alcanza su maximo en r = t. Luego su principal contribucion
en I,(t) serd en una vecindad de r = ¢ siempre que hy(t) # 0. Esto ultimo es cierto

pues:

VE=0, h(t)=¢"(t)=IE[wie™]>0.

Sea ¢ € (0,1) fijo. Tenemos la siguiente descomposicion:

/‘hﬂﬂdmﬂmmdr
Lt : (5.12)

t+e
/ hl(r)e(”’l)’”(”) dr
t

t+e
I,(t) = / hy(r)em= VP g s | 1 4
¢
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Cuando h; es una funcién no negativa,

/oo ha(r)etr= D g /OO ha(r)e® =10 gr
t+e
t+e t+£/2 '
/ i (r)e"=D20) iy / Jeln=1ma) gy
t

Luego hsy es decreciente, luego tenemos:

/ hy (r)em=Dh2() gy / ha(r) dr

t+e < e(n—l)(hg(t+5)—h2(t+s/2)) t+e

t+e/2 = t+e/2 ’
/ ha (r)et" =) dr / ha(r) dr
t t

El lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando n tiende a infinito pues que

hy es decreciente implica que ho(t + €) — ha(t +¢/2) < 0. Luego obtenemos:

t+e
[n(t) ~ / h1<7n)e(nfl)h2(r) dr
t

cuando n tiende a infinito. Usando una expansion de Taylor de hy en torno a r = t,

obtenemos el siguiente equivalente asintotico:
t+e
In(t) ~ / hy ()= DhOFr=DR5 (1) ;.
t

cuando n tiende a infinito. Esto es posible debido a que hy(t) # 0. Recordemos que

hi(t) = ¢"(t) y hy(t) = i ,(t)/1bis(t) el cual es negativo. Luego obtenemos:

t+e
La(t) ~ & (D)ns(1)"" / (=D 0L (0610 g
t

cuando n tiende a infinito. Usando el mismo tipo de descomposiciéon que en la ecua-
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cion (5.12), obtenemos:

/ DD (0) g
t+e

/ (=D r-ORS(D) .
t

t+¢e o0
/ RO / LD g0 o | 1
t t

_ / DOm0 gy o (1 clmmaee)
t

Finalmente se obtiene la siguiente aproximacion:

()t (b)”

L)~ = L@

cuando n tiende a infinito. Luego deducimos que:
@ () s (r)"
b5, (5) ~ — / LML DL
R TR

cuando n tiende a infinito. O

De este expresion podemos calcular expresiones asintoticas para los

momentos de orden 1 y 2 del costo de biisqueda estacionario:

Corolario 5.2.6. [7] Para la sucesion w de variables aleatorias i.i.d.,

s L2 Rl (¢(r))* dr (5.13)
y
b pee _>3 i NS ()2 dr
e Rl SR ONCICICE (5.14)
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Como S, toma valores en {0, ...,n — 1}, tiene méas sentido poner n — 1

en vez de n en el corolario.

Demostracion:

1. De la ecuacion (5.11) podemos obtener, para cualquier s > 0,

+

i [ [

(5.15)

Evaluando la ultima expresion en s = 0

b, 0) [ o) [P0 Q]

I G

Cuando n tiende a infinito, el segundo termino en la integral es despreciable,
ya que:

| @i o,

Luego,

05,0 ~ =~ / (1) (1 — $(r) dr

Integrando por partes la tltima expresion:

| ewa-sena= [ @

Como IE[S,] = —¢5 (0) obtenemos (5.13).
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2. Derivando la expresion de la ecuacion (5.15):

1 // (n_ 1)( gb( )) ¢T8< )
85,05~ 65,0+ [ S0 y- "G

n( )t SN 2k S 0]
(0. ()? e+ 0.0 ]d'

Evaluando en s = 0:

L 0~ a0 / £ [ n—nt—wwf

Mw+¢(ﬂ+ﬂu+¢mf}m'
I It

Solo el primer termino de la segunda integral domina pues

Awu—¢v»ww»%W%o.

Luego,

&% (0) "‘1/¢>” (1= o(r))dr

Integrando por partes la expresiéon anterior concluimos la aproximacion de

IE(S?) en (5.14).

El resultado presentado en el Corolario 5.2.6 donde se dan los valores de

los limites cuando n tiende a infinito de los dos primeros momentos de S, /n, sugiere

que quizéas el limite cuando n tiende a infinito de la variable S, /n puede existir. Este

resultado se exploré en el articulo [4] y es la continuacion de esta seccion.
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De el Teorema 5.2.1, podemos obtener la siguiente expresion exacta

para la funcion densidad de la distribucion limite de S, /n:

Teorema 5.2.7. [5] Para una sucesion w = (w;),_py de pesos aleatorios i.i.d. con
media finita p,

& _d_hg’
n

n—oo

donde S es una variable aleatoria continua con la siguiente funcion densidad fg:

19 (¢ (1 —a)
1@ (6 (1 —a)

fs(x) = Lo 1poy(2) (5.16)

Donde py = IP(w; =0) y ¢~ es la funcidn inversa de ¢.

Observacion 5.2.8. El hecho que el intervalo [0,1 — po| es el soporte de S puede
entenderse de manera intuitiva: la cantidad py es la probabilidad que un item nunca
sea requerido. En régimen estacionario, uno esperaria que un item que nunca fue
requerido se ubique al final de la lista; npy es el niumero esperados de itemes jamds
requeridos. Luego no es sorprendente que el soporte de S no sea todo el intervalo

[0,1]. Notemos que en el caso en que la distribucion de los pesos es continua pg = 0.

Demostracion: Debemos demostrar que S, /n converge en distribucion, cuando n
tiende a infinito, a cierta variable aleatoria que vamos a notar por S. Primero, ob-

Servemos que:

Vs > 0, ¢Sn/n(8) = ¢Sn (%) :

Luego estamos interesados en el limite de ¢g, (s/n).
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Para cualquier par de reales a y b tal que 0 < a < b < 00, sea:

1

L(a,b) = / & (r) [6(r) + e~ ($(r — 1) — 6(r)]"" dr.

Si b = oo, luego omitiremos este parametro, i.e. I,(a) = I,(a,o0). Usando esta

notacion, el Teorema 5.2.1 queda:

s, (£) = n/ooo L,(t)dt . (5.17)

Ahora podemos descomponer I,,(t) en dos partes: I,,(t) = L,(t,t + &) + L,(t + ¢).

Vamos a demostrar que nl,(t + €) tiende a 0 cuando n tiende a infinito:

nL(t+e) = n [ 00 [0 — 1)+ (1= o] ar
t+e
< n [ &elr—tar,
t+e
< —ne(e)" Y (t+e),

debido a que ¢ es decreciente. Luego lim,, .., nl,(t + ¢) = 0, para todo ¢ > 0.

Ahora estimaremos I,,(t,t + ¢). Sea h,(r,t) = ¢(r) + e~ *"(¢p(r —t) — ¢(r)). Para
un valor fijo de ¢, la funcion h,(-,t) se comporta como ¢. En particular %L;‘ es una

funcion creciente para r € [t,t + €]. Luego obtenemos la siguiente cota:

oh,, Oh,, Oh,,
- < < =
o (t,t) < 5 (r,t) < o (t+e,t),
y
P'(t+e) < P'(r) < P"(1).
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Luego, podemos acotar I,,(t,t + ¢) por:

" L Oh,  Oh,
Lti+e) = [ 00 G G205 00 b

t+e
< ¢<t>%’jﬂ (t1) / ()" 22 6)
11

< O L (halt 2, 00)" — (1))

n

Estas cotas son validas para cualquier € > 0; tomando el limite cuando ¢ tiende a 0

deducimos que limite de nl,(t) existe y esta dado por:

lim nl,(t) =

n—oo

qﬁ ) exp (—(1— o(1))s) .

Procediendo de un modo similar, podemos encontrar una cota inferior:
/! ah 1 n n
It +€) 2 (04 &) 521+ 2,07 [(ha(t+,0))" — (ha(t,2))"]
Luego, para cualquier € > 0, uno puede probar que se tiene el siguiente limite:

lim (h,(t+¢,t)" = 0,

lim (ha(t,1))" = exp[—s(1—6(1))] ,

n—oo

lim %(t,t) = ¢'(0),

n—00 r

lim %(t—I—&?,t) = ¢'(e).

n—00 r

Reemplazando estos limites en las ecuaciones previas y recordando que nl,(t +¢) es

0 para todo € > 0, obtenemos que los valores limites de nl,(t) cuando n tiende a
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infinito puede ser acotados:

_¢'(t+e)

lirriinf nl,(t) = lirriinf nl,(t,t+¢) > o0 exp (—(1 = o¢(t))s)
limsupnl,(t) = limsupnl,(t,t+¢) < —ZZZ///((;)) exp (—(1 —o(t))s) .

Esto es cierto para todo € > 0; luego tomando ¢ tendiendo a 0, tenemos:

lim nl,(t)

n—oo

_ ¢~5> exp (—(1— B(1))s) -

Reemplazando este limite en la ecuacion (5.17) obtenemos

1 (e}
lim ¢, m(s) = — / ¢ (t)e= 195 gt (5.18)
n—o0 1 Jo

el cual denotaremos por ¢g(s). Aunque este limite a priori no es necesariamente
la transformada de Laplace de una variable aleatoria, de acuerdo al Teorema de
Continuidad (pag. 431 Ch. XIII en [24]), sera suficiente verificar que lim,_ ¢pg(s) = 1,

lo que puede ser demostrado usando el teorema de convergencia dominada.

Realizando el cambio de variable apropiado y = 1 — ¢(r) en la ecuacién (5.18) nos

da:

L)
o) =2 [ Gy

1
donde para los limites de la integral usamos la propiedad siguiente ¢(oc) = po (ver

[24] observacion en el Teorema 1(a) pag. 439 Ch. XIII). Entonces, tenemos que:

1¢" (07 (1 —y))

w T y) L)

fs(y) =

es la funcion densidad de la variable S. O
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Como corolario del teorema, podemos calcular el g-ésimo momento y

la funcién de distribucién de S:

Corolario 5.2.9. [5] Para q € IR,

B[] = % / T )6 (1) dt

y, para todo x € [0, 1],

P(S<x)= (1 + %qb'(cb_l(l - $))) ﬂ[o,l—po](x) + ﬂ(lfpo,l] (z) -

La funcién de acumulacion de S despierta un interés particular la regla
de MtF esté relacionada con la estrategia de LRU (ver por ejemplo [28]). Como ya
explicamos en la Subseccion 5.1.3 una de las estrategias utilizadas para decidir que
elementos se almacenan en la memoria Caché es la estrategia LRU. En el contexto de
esta estrategia de organizacion de la memoria Caché una pregunta importante surge:
jcual es la probabilidad que el archivo requerido no esté en la memoria caché? La
probabilidad de este evento es llamada “page defaul” y en lo que sigue la notaremos
por 7. A causa de la relacion existente entre la regla de MtF y la estrategia LRU,
como se mencion6, tenemos que m, = IP(S,, > k). Luego, si asumimos que el tamafio
de la memoria Caché es proporcional al nimero de archivos, digamos k = an con

a € [0,1] fijo, para un gran nimero de archivos, se tiene la siguiente aproximacion:

Tom =~ 1+ %qﬁ’((bl(l —a))
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Sia<pyy Tan >~ 1.

5.2.3. Ejemplos y algunas propiedades

En esta seccion, estudiamos algunos ejemplos para los cuales pode-
mos encontrar expresiones explicitas para los cilculos. Consideraremos ambos casos,

distribuciones continuas y discretas para los pesos aleatorios.

Ejemplo 5.2.10. Supongamos que los pesos tienen una distribucion de Dirac con
masa en 1 (en otras palabras, los pesos son deterministas y son igualmente popula-

res). Entonces ¢(r) =e™", u =1y po = 0; deducimos que:

fa(@) = Lpy(a).

Luego, Sy tiene la distribucion uniforme con soporte en [0,1]: este resultado fue
demostrado por Fill (Teorema 4.2, p. 198 de [25]). El k-ésimo momento (con k €

IR, ) y la funcion de acumulacion de Sy es:

1

Ejemplo 5.2.11. Consideremos un ejemplo que difiere poco del anterior. Supon-
gamos que los pesos tiene una distribucion de Bernoulli con pardmetro p € (0,1].
Luego, ¢(r) = pe" + (1 — p), la esperanza vale p = p y po = 1 — p. Para una
gran cantidad de archivos, la proporcion p de archivo que serd requerida con la mis-
ma frecuencia, los restantes nunca serdan requeridos. Luego, uno puede pensar que

uno tendrd una distribucion limite para S no muy distinta que aquella del ejemplo
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anterior. En efecto, un calculo simple nos muestra que:

fa(x) = ]éll[o,m ().

Luego, Sy tiene una distribucion uniforme en el intervalo [0, p|. Obviamente, tenemos

que Sy < S1 (donde K4 denota el orden estocdstico usual).

Ejemplo 5.2.12. Supongamos que los pesos tienen una distribucion Gamma de
pardmetro o > 0. En este ejemplo, el vector aleatorio (py,...,p,) tiene una distri-
bucion de Dirichlet simétrica D, (a) (ver Seccion 4). En este caso, p = a, pp =0y

o(r) = (1 + )~ Nuestros cdlculos dan:

o) = (14 3) 0= Loy o),

la cual es la funcion densidad de una variable Beta de pardametros (1,1 + 1/a).
Notemos que este resultado ya fue demostrado en la Seccion 4.3 Teorema 4.3.8 [4]
usando las propiedades de la distribucion de Dirichlet (en este caso calculamos la
distribucion del costo de busqueda estacionario para cualquier n finito). El k-ésimo

momento (con k € IR, ) de S; es:

I'(k+ 102+ 1)
F2+k+2)

BIS}] =

En particular IE[S3) = a/(2a+1) y Var[Ss] = ((a +1)a?)/((3a+ 1)(2a + 1)?). Uno
puede calcular también la funcion de acumulacion de la variable Ss, para cualquier
z € 0,1]:

Fg,(x) =1— (1 —ax)HVe,

Fdcilmente podemos deducir que, para cualquier x € [0,1], Fs,(z) < Fs,(x). Luego
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encontramos la siguiente desigualdad S3 <4 Si.

Observemos que si el pardmetro « tiende a infinito, luego el vector aleatorio de las

1

ne

popularidades aleatorias (p1,...,p,) converge en distribucion a (=, ..., %) mientras
mdas grande el valor de o, mds se concentran (p1,...,p,) en torno a su esperanza.
Luego es razonable que Ss converja en distribucion a S1 cuando « tiende a infinito.

De hecho, uno puede probar facilmente que este resultado es cierto en el caso general:

Proposicioén 5.2.13. [5] Sea w(a) = (wi()), v una secuencia de pesos aleatorios
i.i.d. tal que wi(a) converge en distribucion a w cuando « tiende a infinito. Luego,

S(«) converge en distribucion a S.

Ejemplo 5.2.14. Supongamos que los pesos tienen una distribucion Geométrica
en IN de pardmetro p € (0,1). En este caso p = (1 —p)/p, po = p y ¢(r) =

p/(1 = (1 —p)e™"). Un simple cdlculo nos da:

e s s

El k-ésimo momento (con k € IRy ) de Ss es:

(24 pk)(1 —p)*F
(k+1)(k+2)

1S4] =

En particular, tenemos IE[Sy] = W y Var[S,] = %. Uno puede

también calcular la funcion de acumulacion de Sy, para cualquier z € [0,1], tenemos:

x(2—p—1x)

11[071—1)] (z) + ]]‘(1—1271](1‘) )

De esta tultima expresion podemos verificar la desigualdad Sy <g S1.

Ejemplo 5.2.15. Supongamos que los pesos siguen una distribucion de Poisson de
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pardmetro \. En este caso, p = X\, pg = e y é(r) = exp (Ae™" — 1). Un sencillo

cdlculo muestra que:

fola) = PEZDEALLY )

Usando las formula 1.6.5.3 de [50] (pdag. 244), uno puede calcular el k-ésimo mo-
mento (con k € IN) de S;:

k+1 —\\i
1 _ (1—e?)
- 1 — MNEk+1 N
ST LA i

=1

IB[S;5) =

1_672>\

En particular, tenemos IE[S5] = % e

. Uno también puede calcular la funcion

de acumulacion de Ss, para cualquier x € [0,1], obtenemos:
1
Foy(2) = (z = x(1 = ) In(1 = 2) Lo reny(@) + Loy () -

Luego de esta ultima expresion uno puede deducir que Ss < S1-

Ejemplo 5.2.16. Como se comentdé en la introduccion de esta seccion, Fill [25]
considero el problema de calcular el limite del costo de biusqueda lineal S, para dife-
rentes popularidades deterministas. Entre los casos que analizo, Fill estudio los dos

stguientes:
1. wi~i™®, con a € (0,1). El encontrd:
n—oo

Sn d
on 44
- (@),

donde A(a) es una variable aleatoria cuya distribucion estd descrita en el Apén-

dice A de [25].
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. w; ~ 1%, con s > 0. El encontro:

Sn d
—  —— B
- (5).

n—oo

donde B(s) es una variable aleatoria cuya distribucion estd también descrita

en el Apéndice A de [25].

Consideremos ahora el problema de calcular la distribucion del costo de

biusqueda limite usando el modelo de popularidades aleatorias. Trataremos dos casos,

una ley de Pareto y una ley Beta:

1. Asumamos que la distribucion que genera la particion es una Pareto de pard-

metro 1/a, con densidad:

1 _ e
fw(x) = ax W/ +1)1]‘(1:00)($> .

En este caso, nuestros cdlculo usando la ecuacion (5.18) dan que la trans-
formada de Laplace la densidad del fs, es precisamente la de A(a) como fue

caracterizada por Fill en el Lema 4.5, ecuacion (4.4).

. Asumiendo que la distribucion que genera la particion es una Beta de pardme-
tros (1/s,1). En esto caso, nuestro resultado de la ecuacion (5.16) nos da la
densidad fs. la cual es precisamente el de la densidad B(s) dado en el Coro-

lario A.2, de la ecuacion (A.7).

Al menos de para estos dos ejemplos es posible encontrar una modelo de popularidades

determinista y uno de popularidades aleatorias donde el limite del costo de biusqueda
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normalizado tiene la misma distribucion.

Del analisis hecho de estos cinco ejemplos, podemos observar que Sy,
S3, Sy v S5 son estocasticamente menores que S;. Podemos intuir que el caso en que
los pesos se distribuyen como una Dirac corresponde al peor caso, dado que todos
los itemes tienen la misma popularidad. Podemos probar que esto es cierto en el caso

general:

Proposicion 5.2.17. [5] Sea S la distribucion limite del costo de bisqueda asociado

a la sucesion w de wvariables aleatorias positivas i.i.d. con media finita p. Luego,

S jst Sl-

Demostracion: Sea w una variable aleatoria positiva con densidad f y esperanza .
Sea w otra variable positiva con densidad ¢ definida como g(z) = zf(x)/p. Sea

~

¢ (t) = IEle”™] (respectivamente ¢) la transformada de Laplace de w (respectiva-
mente ). Con un calculo sencillo se puede verificar que w < @, luego por ser e~
una funcion decreciente de z se tiene que ¢(t) < ¢(t). Como la transformada de

Laplace de w vale

se tiene que —¢T(t) < ¢ (t) para todo t > 0.

Aplicando esta desigualdad en este contexto, tenemos que para cualquier x € [0,1 —

poL
PS<x)=1+ %¢’(¢1(1 —x))>x.

Luego, para cualquier z € [0, 1], tenemos P(S > z) < IP(S; > z), donde S es
una variable aleatoria de distribucién uniforme en el intervalo unitario. Entonces,

S <t St 0
136



Como corolario de este resultado uno puede deducir que E[S] < [E[S] = 3.

5.3. Move-to-root con popularidades aleatorias

5.3.1. Los dos primeros momentos de orden del costo de biis-

queda estacionario

En esta subseccion, deducimos de los resultados de Allen y Munro [2] los
dos primeros momentos del costo estacionario de busqueda cuando los itemes tienen
pesos aleatorios i.i.d. para la estrategia. Notemos por B.S, el costo de busqueda
estacionario cuando utilizamos la estructura de arbol binario para almacenar los

datos.

Teorema 5.3.1. [8/ Para una sucesion w = (w;), v de pesos aleatorios i.i.d. se

tiene:

IE[BS,] = 22 /0 h /t oo(n —3)¢' (u)?p(u) "t d(t)" " dudt . (5.19)

n—2 n—i—1

E[BS}] = E[BS,| —8) Y (n—i—j)x
=1 j=1 (5.20)

/ooo / oo fum ¢ (0)%¢/ (w)d(v) " $(u) ' (t)" "I dvdudt

Demostracion:

De la expresion de la esperanza de BS,, para el caso de popularidades

deterministas en la ecuacion 5.2 podemos calcular la esperanza del costo de busqueda
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BS,, en funcién de w

[E[BS,] = [E|EBS,|w|

- Z { pzp'jerj}

1<i<j<n

n—1 r
- 9 Z(n . a)]E P1Pa+1 }

P11+ + Dat1

a=1

[ W1 Wa+1
= 2 —a)lFE ,
Z(n 2 _(w1+"'+wa+1)Wn:|

pues los pesos estan idénticamente distribuidos. Notemos por F, la esperanza

W1Wa+1
E,=IF
|:(’LU1 +-+ wa+1)Wn:|

donde @ toma los valores {1,...,n—1}. Sea W) = wo+---+w, y W' =W, — W, —
Wy — Wey1. Luego E, se puede expresar como una funcion de W), W w; y w,q las

cuales son cuatro variables aleatorias independientes:

E, =

IE W1 Wa+1
(w1 + W + weyr)(wy + W+ waq + W)

_ * W1Wa+1 — (w1 4+ W/ 4 wa 1)t n—a—1
= E e~ (w1 at1 t dt
/ LUl‘i‘W + Wat1 }Qb()

= / / IE wlwa+1e “’1+“’““)“] d(u)*To(t)" dtdu

= / / ¢ (u)2(w)* o (t)" " dudt .

Reemplazando la expresion de E, que acabamos de encontrar en la sumatoria, ob-
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tenemos:

w5l =2X [ [0 - et totey e dud.

De en [2] o también en [11], tenemos que el segundo momento condicional a la
particion vale:

[E[BS? = [F|E[BS?|w|] = [E[BS,] + 4V, (5.21)

donde V' esta dada por:

V= > E[ PiDjPk < . )}
1<i<j<k<n pi++pe \Dit - +D i+ + Dk

La esperanza de BS, ya la hemos calculado, solo debemos estimar V. Podemos

simplificar la expresion de V' utilizando la propiedad de intercambiabilidad de la

particion:
n—2 n—a—1
V= Z (n—a—>)[Vi(a,b) + Va(a,b)] ,
a=1 b=1
donde:
Vi(a,b) = ]E{ P1Pa+1Pa+b+1 ] |
(pl + .- —{—pa+b+1)(p1 + ... +pa+1)
y:

‘/2(@ b) = E|: P1Pa+1Pa+b+1 :|
5 (pl + .- +pa+b+1)(pa+1 + -4 pa+b+1)

Notemos que V,(a, b) = Vi(b,a). Luego obtenemos la siguiente expresion para V:
V=2 (n—a—b)Vi(a,b) .

Realizando un célculo similar al que hicimos podemos obtener la siguiente expresion
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integral para V;:

Vet = - [ ) / ) / " (0 (Wlo) o) o0 dududt

Reemplazando esta V; en la expresion de V' y, a su vez, V en la ecuacion (5.21)

obtenemos el segundo momento del costo de busqueda BS,,. U

5.3.2. Ejemplos

En esta subseccion ilustraremos el comportamiento del costo de bus-
queda cuando los pesos son generados de acuerdo a diferentes distribuciones de pro-
babilidad. Estudiaremos los casos de pesos deterministas y exponenciales. Para estas

dos distribuciones estimaremos los dos primeros momentos de BS,,.

En los ejemplos que presentaremos, usaremos los nimeros armonicos
(ver [37], p. 73-76). Por lo que, antes de abordar los ejemplos, recordaremos su

definicién y algunas propiedades:

Definicion 5.3.2. Para cualquier n € IN*, el n-ésimo nimero armdnico H, es:

3

H, =

| =

Cuando n tiende a infinito es sabido que H,, se comporta como logn,
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mas precisamente se puede aproximar H,, por:

1 1 1
H, =1 o e,
ogn+C+o — o T oo €

donde:

OD<e<

252n6

y € denota la constante de Euler.

Recordemos las siguientes dos relaciones que involucran los ntmeros

armonicos:
ZH’“ =(n+1)H,—n.
k=1
~ 1 2 (2)
ZEHIC = (H, + H,”),
k=1
donde:
"1
2) _
H? = R

Finalmente, se puede probar facilmente el siguiente resultado:

Lema 5.3.3. Para todon € IN* y c € Z,

"k
E =n — Hn C_HC .
—~k+c n = c(Has )
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Si c =1, la expresion se reduce a:

"k
—_— = 1) — H,.1 .
;k‘i‘l (n+ ) +1

Con las propiedades aqui expuestas podemos abordar los ejemplos.

Ejemplo 5.3.4. Consideremos una sucesion de pesos deterministas: para cualquier

ie{l,...,n}, w; =1. La transformada de Laplace ¢ vale:

o(s)=e*.
Luego uno obtiene:
2 1)H,
[E[BS,)] = % "y (5.22)

Cuando el nimero n de itemes tiende al infinito, obtenemos la formula asintdtica

siguiente:

IE[BS,] ~ 2logn , (5.23)

pues H, ~ logn. Luego encontramos las expresiones (5.22) y (5.23) que ya habian

sido encontradas por por Allen y Munro en ([2], pdg. 529).

Calculemos el segundo momento de B.S,,. Obtenemos:

n

B(S =8 (141 ) Hottaos =4 (14 2) (2, 1) - (14 30)
n n
16
+20 — — .
n

Usando las propiedades de los niimeros armonicos obtenemos el siguiente equivalente
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asintotico para el momento de orden 2:
IE[(BS,)?*] ~ 4log*n .

Ejemplo 5.3.5. Consideremos la sucesion de variables aleatorias i.i.d. distribuidas
como una Gamma de pardmetros o y X. Sin perdida de generalidad, podemos asumir

A = 1. La transformada de Laplace ¢ del peso aleatorio vale:

¢(s) = (L+s) 7.
Luego obtenemos:

E[BS,) = = D ey (5.24)

n—1

- Q(O‘ﬂZl)Z(HSQH—Q(n{D'

=1

Utilizando el siguiente equivalente asintotico:

Obtenemos la siguiente aprorimacion:

IE[BS,] ~ 2logn .

Para o =1, los pesos estan distribuidos como una variable exponencial
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de pardmetro 1 y de la ecuacion (5.24) obtenemos:

2 4
IE[BSn]—Z(lJr—)HnH—S——.
n n

Cuando el numero de itemes n tiende a infinito, obtenemos la siguiente aproximacion
asintotica:

IE[BS,] ~ 2logn ,
Calculamos ahora el momento de orden 2 y obtenemos:

n—a—>o
(ala+b+1)+ 1) (afa+1)+1) "

80 <
IE[(BS,)?] = E[BS,] + —
(BS,)) = BIBS,| + - > 3
En el caso a =1 (distribucion exponencial), esta expresion se reduce a:

2 3 11
IE[(BS,)*] =8 (1 + —) H,.H, —4 (1 + —> H? - 14 (- + —) H,
n n 3 n

8(n+1)

3 52
T H, 4 (1 + —) H® —29 —
n

Luego obtenemos el siguiente equivalente asintdtico para el sequndo momento:

IE[(BS,)?] ~ 4log*n .

Tanto para el ejemplo 5.3.4 como para el ejemplo 5.3.5 en el caso a = 1

que presentamos tenemos que:

BSn Pr
IE[BS,] n—oo
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pues por la desigualdad de Chebychev (ver p. 233 [23]) es suficiente demostrar:

Var[BS,)]

[E[BS,]? n—oc 0.

No deja de ser sorprendente que los dos ejemplos tengan el mismo comportamiento

asintotico para la estrategia MtR y un comportamiento absolutamente diferente en

el caso de MtF.

Ejemplo 5.3.6. Consideremos una secuencia de variables aleatoria i.i.d. distribuidas

como una Poisson de parametro \. La transformada de Laplace ¢ del peso vale:

d(s) =X

Luego uno puede calcular el siguiente equivalente asintotico:

IE[BS,] ~ 2logn .

El comportamiento asintotico del costo esperado es igual en el caso determinista y

exponencial.
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CONCLUSIONES

Los resultados presentes en esta tesis sobre Cutoff para n-tuplas de
procesos se diferencian de los resultados anteriores en tres aspectos: en que de ma-
nera general toma espacios no necesariamente finitos, considera diferentes distancias
y permite que los procesos converjan a distintas tasas exponenciales. En el Teore-
ma 3.3.1 damos condiciones muy generales para que un n-tupla de procesos que

convergen exponencialmente a tasas p; tengan un Cutoff en el instante

loo i
tn:méx{ ng,izl,...,n},

donde p(iny, -, Pnn) son los valores py,. .., p, ordenados de manera creciente. En
la Proposicion 3.3.2 se agregan algunas condiciones para encontrar un instante de
Cutoff de la forma misma forma que en los resultados previos de n-tuplas de Ycart
[63] t! = logn/2p. La demostracion del teorema principal se basa en el Lema 3.2.4
y podemos decir que es una combinaciéon entre como las distancias dan cuenta del
fenémeno de concentracion de la medida y la convergencia a tasa exponencial de los
procesos al régimen estacionario. En consecuencia, se podria extender este resultado
a n-tuplas de procesos no independientes pero donde siga habiendo concentracién de

la medida.

Parte de los resultados de esta tesis se centran en las particiones aleato-
rias que son un modelo que como ya mencionamos tiene diversas aplicaciones en eco-
logia, genética, estadistica bayesiana y teoria de nimeros. Entre las particiones mas

utilizadas estéan las particiones GEM y PD; relacionadas a través de las operaciones

146



de S-BP y de reordenamiento de manera decreciente. Estudiamos las caracteristicas
de la particion de D que después de una S-BP es una aproximacion de GEM y de la
particién del modelo de fragmentacion de la vara que aproxima una particion GEM
de parametro 1. Ambos analisis se basan principalmente en la funcién generadora de

momentos conjunta de las particiones Teorema 4.3.5 y Lema 4.4.1.

Los resultados de este trabajo en torno a las estrategias de organizacion
MtF y MtR se centran en el anélisis del costo de busqueda en régimen estacionario
S, para MtF y BS,, para MtR con n el numero de itemes a ordenar. Este trabajo
se diferencia de los anteriores en que estudia ambas reglas de auto-organizacion en
el contexto de particiones aleatorias y es similar al desarrollado por [44]| quien es-
tudia en una particiéon aleatoria el problema del coleccionista de cupones. Para el
estudio se consideraron las particiones generadas por renormalizacién y se estudia-
ron ambos costos de busqueda en régimen estacionario. El resultado principal para
la regla MtF es la distribucion asintotica del costo de busqueda normalizado por
el numero de itemes S,,/n en el Teorema 5.2.7. En la estrategia MtR se encontro
para dos particiones particulares que el costo de btisqueda estacionario se comporta
como 2logn, lo que propone la interesante pregunta de saber cuan general es este
comportamiento. Se pueden plantear aqui diversas ideas para extender este trabajo:
podria hacerse el mismo anélisis para el régimen no estacionario al menos para la
estrategia de MtF, también podria analizarse otras estrategias de organizacion y/o

otras particiones aleatorias.
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