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Pregunta 1 (b) Encuentre y dibuje los puntos en el plano (a, b) tales que la función:

fa,b(x, y) = ay2 + bx

restringida al circulo x2 + y2 = 1, tiene exactamente dos y cuatro puntos críticos respectivamente. Clasi�que
dichos puntos.
Solución:
Sea θ ∈ [0, 2π) entonces x = cos θ e y = sin θ, entonces

fa,b(x, y) = ga,b(θ) = a sin2 θ + b cos θ ⇒ g′
a,b(θ) = 2a sin θ cos θ − b sin θ = sin θ(2a cos θ − b)

Valores de a, b Puntos Críticos
a = 0, b = 0 θ ∈ [0, 2π)
a = 0, b 6= 0 θ = 0, π
a 6= 0, b = 0 θ = 0, π2 , π,

3π
2

a 6= 0, b 6= 0 :
b
2a /∈ (−1, 1) θ = 0, π
b
2a ∈ (−1, 1) θ = 0, π, arc cos

(
b
2a

)
, 2π − arc cos

(
b
2a

)
En resumen si (a, b) ∈ S = {(u, v) ∈ R2 : u 6= 0, v2u ∈ (−1, 1)} entonces la función tiene exactamente 4

puntos críticos que son θ = 0, π, arc cos
(
b
2a

)
, 2π − arc cos

(
b
2a

)
y si (a, b) ∈ Sc\{0} entonces la función tiene

exactamente 2 puntos críticos que son θ = 0, π. (ver Figura 1).
Para clasi�carlos calculamos:

g′′
a,b(θ) = cos θ(2a cos θ − b)− 2a sin2 θ = 2a(cos2 θ − sin2 θ)− b cos θ = 2a(2 cos2 θ − 1)− b cos θ

g′′
a,b(θ = 0) =2a− b (1)

g′′
a,b(θ = π) =2a+ b (2)

g′′
a,b

(
θ = arc cos

(
b

2a

))
=

(b− 2a)(b+ 2a)
2a

(3)

g′′
a,b

(
θ = 2π − arc cos

(
b

2a

))
=

(b− 2a)(b+ 2a)
2a

(4)

Luego dependiendo de los valores a de a y b podemos clasi�car cada uno de los punto críticos
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Figura 1: (a,b)-Espacio.
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Pregunta 1 (c) Sea F : R→ R una función de clase C2(R). Se de�ne f : R2 → R por f(x, y) = F
(y
x

)
.

Se pide:

1. Calcular ∆f

2. Determinar todas las funciones F : R→ R tales que ∆f = 0, F (0) = 0 F (1) = 1

Solución:

1. Sea t =
y

x
con x 6= 0 entonces:

∂f

∂x
=
dF

dt

∂t

∂x
= −F ′ y

x2
(1)

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
−F ′ y

x2

)
=

(
−dF

′

dt

∂t

∂x

)
y

x2
+ F ′ 2y

x3
= F ′′ y

2

x4
+ F ′ 2y

x3
(2)

∂f

∂y
=
dF

dt

∂t

∂y
= F ′ 1

x
(3)

∂2f

∂y2
=

(
dF ′

dt

∂t

∂y

)
1
x

= F ′′ 1
x2

(4)

(5)

Luego:

∆f = F ′′ 1
x2

(
y2

x2
+ 1

)
+ F ′ 2y

x3
=

1
x2

[
F ′′

(
y2

x2
+ 1

)
+ F ′ 2y

x

]
2. si ∆f = 0 entonces

1
x2

[
F ′′

(
y2

x2
+ 1

)
+ F ′ 2y

x

]
= 0⇒ F ′′

(
y2

x2
+ 1

)
+ F ′ 2y

x
= 0

recordando que t = y
x se tiene la siguiente E.D.O.:

(t2 + 1)F ′′(t) + 2tF ′(t) = 0 o bien escrita de otra forma [(t2 + 1)F ′(t)]′ = 0

luego F ′(t) =
A

t2 + 1
con lo cual F (t) = A arctan(t) +B

F (0) = 0⇒ B = 0 (6)

F (1) = 1⇒ A =
4
π

+ 2kπ con k ∈ Z (7)

Finalmente

F (t) =
(

4
π

+ 2kπ
)

arctan(t) con k ∈ Z
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