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2.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Definiciones preliminares y ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . .25
2.3 Bases de abiertos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4 Bases de vecindades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.5 Operaciones topológicas elementales . . . . . . . . . . . . . .. . 38
2.6 Subespacios topológicos: Topologı́a traza . . . . . . . . .. . . . 42
2.7 Axiomas de separación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.8 Convergencia: sucesiones y redes . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.9 Compacidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.10 Continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.10.1 Homeomorfismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.11 Topologia inducida por una familia de funciones . . . . . .. . . . 57

2.11.1 Topologı́a producto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.11.2 Topologı́a cuociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.12 Conexidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

i



3 Completitud En Espacios Métricos 65
3.1 Sucesiones de Cauchy y Completitud . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.2 Aplicaciones de la completitud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3 Compacidad y completitud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.4 Completación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.5 Espacio de funciones continuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.6 Compacidad en(C(K;Y ); d1): Teorema de Arzela–Ascoli . . . . 69
3.7 Densidad en(C(K;R); k�k1): Teorema de Stone–Weierstrass . . 70

4 Espacios de Hilbert 73
4.1 Definiciones y propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . .73
4.2 Base Hilbertiana y Descomposición Ortogonal . . . . . . . .. . . 74
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Caṕıtulo 1

Teorı́a Axiomática de Conjuntos

1.1 Introducción

La noción deConjuntosirve de fundamento para todas las matemáticas. Cada una
de sus disciplinas suele presentar su respectivo campo de estudio como un tipo de
conjuntos, entendidos intuitivamente como una colecciónde objetos caracterizados
por ciertas condiciones. Para precisar un conjunto podemosintentar proporcionar
una lista exaustiva de sus elementos, lo que se conoce como definición por exten-
sión. Otra forma consiste en describir los elementos que constituyen un conjunto
señalando las propiedades que poseen en común. Las propiedades de los obje-
tos matemáticos se expresan mediante secuencias de sı́mbolos tales como: letras
minúsculas y mayúsculas de diversos alfabetos (latino, griego, etc.), sı́mbolos de
la lógica clásica , signos propiamente matemáticos (=, 2, etc.), diversos tipos de
paréntesis, etc. No toda secuencia de sı́mbolos define una propiedad, ella debe
ser generada usando ciertas reglas de “sintaxis proposicional” para que la expre-
sión final sea formalmente válida. Una vez que hemos formado una expresión que
representa una propiedad (válida desde el punto de vista dela sintaxis utilizada),
propiedad que cada objeto matemático puede o no tener, acostumbramos asociarle
un conjunto cuyos elementos son precisamente aquellos objetos que la satisfacen.
El conjunto ası́ generado pasa a ser en sı́ mismo un objeto matemático y para todos
los efectos es considerado como tal. Por ejemplo, la propiedad “x es un número
entero yx2 = 1” que podemos escribir(x 2 Z) ^ (x2 = 1); define un conjuntoA; que en este es simplemetef�1; 1g: Esta correspondencia entre propiedades y
conjuntos, que nos parece tan natural, inspiró a varios matemático de la segunda
mitad del siglo XIX para idear un sistema “axiomático–deductivo” que diera una
base rigurosa al quehacer de su actividad, cuyos métodos enocaciones adolecı́an
de serios defectos.
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Un ejemplo del gran esfuerzo realizado en este sentido es la obra del matemático
alemánGottlob Frege, publicada en dos tomos (1893 / 1903), donde se expo-
ne un sistema de fundamentación de la aritmética y el análisis. Sin embargo, en
1902, cuando el segundo tomo de esta monumental obra estaba en prensa, Fre-
ge recibió una carta del entonces jovenBertrand Russell, donde este último le
comunicaba el descubrimiento de una contradicción que sacudı́a las bases del sis-
tema de Frege. Esta contradicción, conocida como laparadoja de Russell, viene
de considerar la propiedadx =2 x: En efecto, supongamos que a cada propiedad le
corresponde un conjunto en el sentido precisado más arriba, y sea entoncesR el
conjunto correspondiente ax =2 x; i.e. R = fx j x =2 xg: Tenemos entonces queR 2 R , R =2 R; que de acuerdo a la regla de la lógica conocida como la ley
del tercero excluido (una proposición puede ser o bien falsa o bien verdadera pero
no ambas simultáneamente), nos obliga a admitir queR no puede ser un conjunto.
Aunque la propiedadx =2 x puede parecer algo rebuscada en realidad es muy sim-
ple, utiliza una variable, una negación y un2 : La paradoja de Russel puso en tela
de juicio la validez de todos los conjuntos definidos a partirde una propiedad, pues
ası́ como suponer queR más arriba es un conjunto conduce a una contradicción,
nadie podı́a asegurar que esto no ocurriese con los otros conjuntos hasta entonces
considerados.
Concientes de que una de las razones del poder de sı́ntesis y abstracción de las
matemáticas reside precisamente en la posibilidad de poder definir coleccciones de
objetos a partir de ciertas propiedades, los matemáticos siguieron trabajando para
perfeccionar un sistema basado en la noción de conjunto quepermitiera dar una jus-
tificación rigurosa a las diferentes ramas de su disciplinay que al mismo tiempo no
incurriera en las contradicciones del tipo que Russel (y antes Zermelo) habı́a descu-
bierto. El modelo del sistema buscado era una teorı́a axiom´atica, lo que consiste en
establecer todo conocimiento por deducción lógica a partir de dos tipos de princi-
pios: conceptos que no se definen (también llamados “primitivos”) y aseveraciones
que se admiten como verdaderas sin demostración (conocidas como“axiomas”).
Idealmente, los axiomas son proposiciones claras y evidentes que nos dicen como
emplear los conceptos primitivos y cómo se relacionan estos entre sı́. La prime-
ra referencia a la idea de una teorı́a axiomática procede deArist’oteles (“segun-
dos anaĺıticos” ) y tradicionalmente se ha visto en los “Elementos” deEuclides
(publicados alrededor del año 300 A.C., unos 25 años despues de la muerte de
Aristóteles) una realización ejemplar de esta idea de axiomatización de una teorı́a
cientı́fica. Sin embargo, con toda seguridad los orı́genes del método axiomático se
remontan aún más, siendo más o menos familiar para los mienbros de la academia
dePlatón y quizás para los Pitagóricos. Cabe señalar que el descubrimiento de los
irracionales y de las paradojas deZenón provocaron tal crisis en los matemáticos
griegos que la axiomatización de la Geometrı́a de Euclidespuede considerarse co-
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mo el resultado de la búsqueda de bases sólidas para esta disciplina. Otros ejem-
plos lo constituye los famosos “Principia” deNewton (1686)y el tratamiento de la
mecánica anaĺıtica publicado en 1788 porLagrange, y en el siglo XIX tenemos los
trabajos deBolyai, Lobachevski, Gauss, Riemman, Peano, Hilbert , entre otros,
concernientes al desarrollo de geometrı́as no Euclidianas. En el caso de la teorı́a
de conjuntos es posible llevar a cabo este tipo de programa demanera bastante
satisfactoria mediante “varios” sistemas axiomáticos, cada uno de los cuales posee
ciertas ventajas y desventajas con respecto a los demás. Basada en los trabajos de
Cantor, Dedekind, Peano, Frege, Zermelo, Russell, Whitehead, Hilbert , von
Neumann, Gödel, entre varios otros, la axiomatización de la teorı́a de conjuntos
presenta hoy en dı́a una gran madurez y ha de ser considerada como uno de los
logros más hermosos de la razón humana.
El objetivo de la primera parte del curso de Análisis es exponer los elementos
b’asicos de la teorı́a axiomática de conjuntos.

1.2 Breve recuerdo de ĺogica simb́olica

La noción más elemental en lógica es aquella deProposicíon, utilizada para des-
cribir un enunciado (secuencia finita de sı́mbolos y caracteres), generado a partir
de reglas de sintaxis y que está provisto de un único “valorde verdad”: verdadero
o falso. Dadas dos proposicionesp y q; se tienen las expresiones:� negación::p (o tambien�p o� p)� disyunción:p _ q� conjunción:p ^ q� implicación:p) q� equivalenciap, q
Nota: En algunos textos de lógica se distingue dos tipos de implicación: la im-
plicación materialp ! q, que corresponde exactamente ap _ q, y la implicación
formalp) q; que significa “p! q es verdadero” Nosotros no haremos tal distin-
ción.
Una Funcíon proposicional; también llamada propiedad, condición o predicado,
es una expresiónp(x) que se convierte en proposición toda vez que laVariablex
es sustituida por un valor especı́fico dentro de cierto “dominio discursivo”. Junto
con los conectores lógicos ya mencionados tenemoslos cuantificadores universal8
y existencial9 caracterizados formalmente por unas reglas de sintaxis y operatoria
bastante simples. Las expresiones con cuantificadores mas elementales son de la
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forma(9x)p(x) y (8x)p(x) dondep(x) es una función proposicional. Observemos
que como regla se tiene que en una función proposicionalp(x) la variable debe
estar libre (no cuantificada) de modo que pueda ser sustituida por un valor (lo que
no ocurre si está). En cuanto a la operatoria recordemos quepor ejemplo se tiene:[(9x)p(x)℄ , (8x)(:p)(x): En lo referente a la semántica de las expresiones
cuantificadas,(9x)p(x) se interpreta como que existe al menos un valor dex;
digamosa; tal quep(a) es verdadera, mientras que(8x)p(x) significa que para
todo valorb que pueda tomarp(b) es verdadero.
En términos generales, unTeoremaes una expresión de la forma “P ) Q”, dondeP y Q son proposiciones ( tambien puede ser “P , Q o simplemente “P es
verdadero”). En este caso aP se le suele llamar hipótesis y aQ conclusión. En
un sistema formal, unademostracíon de un teorema consiste en una secuencia de
enunciados derivados a partir de las hipótesis, teoremas previamente demostrados
y de los axiomas, utilizando para ello ciertas reglas de deducción lógica, secuencia
que termina con la conclusión. En el caso delCálculo Proposicionalpodemos
considerar los axiomas deHilbert Ackermann:

HA1 x _ x) x
HA2 x) x _ y
HA3 x _ y ) y _ x
HA4 (x) y)) [(z _ x) _ (z _ y)℄
junto con las siguientes reglas de deducción:� Modus Ponens: SiA es un teorema yA ) B es un teorema entoncesB es

un teorema, i.e.[A ^ (A) B)℄) B� Sustitución: SiA es un teorema donde figura la letrax y siB es una fórmula,
la sustitución dex porB en todos los lugares ocupados porx da como re-
sultado un teorema (se escribe “sustituciónBjx enA”).

ejemplo: Teorema del tercero excluido.-x _ (:x)
Demostracíon:� sustituciónxjy en (HA2): (1)x) x _ x� sustitución:zjz en (HA4): (2)(x) y)) [(z ) x)) (z ) y)℄� (x _ x)jx; xjy; xjz en (2)(3) [(x _ x)) x℄) [(x) (x _ x))) (x) x)℄
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� Modus ponens aplicado a (HA1) y (3):(4) [(x) (x _ x)℄) (x) x)� Modus ponens aplicado a (1) y (4): (5)x) x
o de manera equivalente (6)(:x) _ x� Modus ponens aplicado a (6) y (HA3): (7)x _ :x

Es posible extender este método formal a situaciones más generales donde se ma-
nipulan otros sı́mbolos con el fin de representar otras clases de objetos, siendo
entonces necesario enriquecer la lista de axiomas. Una teoría axiomática de este
tipo tiene varias ventajas:

1. Proporciona un “punto de partida” claro y preciso.

2. Al ser puramente formal es posible que un mismo sistema axiomático de ca-
bida a diferentes “modelos” dependiendo de la interpretación que se les dé
a los términos primitivos, esta independencia de los axiomas con respecto al
significado que se les atribuye permite utilizar el mismo sistema en diversas
ramas de las matemáticas ası́ como también le proporcionamayor flexibili-
dad al permitir estudiar qué ocurre cuando uno o más axiomas son alterados
para generar nuevos conceptos matemáticos, siendo una herramienta de in-
vestigación muy útil.

3. Permite dar impĺıcitamente una definición de los objetos que se quieren ma-
nipular, utilizando para ello axiomas que precisan el rol decada concepto
dentro de la teorı́a.

Junto con estas y otras ventajas, el método axiomático posee también varias des-
ventajas y se le pueden hacer ciertas objeciones. Por ejemplo, su absoluta depen-
dencia de la Lógica que, pese a dar un sentido claro a la exigencia de rigurosidad,
eventualmente rigidiza y vuelve algo mecánico el quehacerde la disciplina. Otra
objeción es su caracter altamente formal, que al estar basado en términos indefini-
dos y en axiomas que los involucran, la deducción lógica puede realizarse sin nin-
guna interpretación en mente, lo que llevado al extremo hace pensar a algunos que
la disciplina pierde su sustancia. Esta crı́tica fue expresada por B. Russell, quien
tanto contribuyó a formalizar los principios de las matem´aticas, diciendo que “las
matemáticas pueden definirse como la disciplina en la cual nunca sabemos sobre
qué estamos hablando ni si lo que concluimos es cierto”.
Esto alude también a la aceptación de los axiomas como “verdades evidentes”, lo
que en algunas ocasiones puede ser muy cuestionable
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Antes de finalizar esta breve discusión, consideremos dos ´ultimas definiciones.
Una teorı́a se diceConsistentesi no existen contradicciones dentro de ella, es decir,
si no existeuna proposiciónP tal que sea posible demostrarP y :P: Notemos que
en una teorı́a inconsistente toda proposiciónQ es demostrable. En efecto, suponga-
mos queP y :P son teoremas de dicha teorı́a y seaQ una proposición; afirmamos
queQ es también un teorema demostrable (es decir, todo es demostrable!). Vea-
mos primero una demostración “libre” de esto último. Tenemos queP ) P _Q
y, por otra parte,(P _Q)^:P ) Q Ası́,P ^:P ) Q: Ahora una demostración
formal:� Hipótesis:

1 P
2 :P� (HA2): :P ) :P _Q (3)� Modus ponens aplicado a (2) y (3)::P _ Q o de manera equivalente: (4)P ) Q� Modus ponens aplicado a (1) y (4):Q

Vemos las consecuencias desastrozas que paradojas como la de Russell pueden
provocar!
Se dice que una teorı́a axiomática esCompletasi toda proposición verdadera es
demostrable. La consistencia y completitud de las teorı́asaxiomáticas son temas
muy interesantes en sı́ mismo pero que aquı́ no abordaremos mayormente.
En la próxima sección desarrollaremos una axiomatizaci´on de la teorı́a de conjun-
tos que sea un modelo de nuestra idea intuitiva de un conjuntocomo colección de
objetos.

1.3 Definicíon axiomática de conjunto

A partir de esta sección presentaremos un tratamiento axiomático de laTeoŕıa de
Conjuntosque, si bien no es totalmente formal ni tampoco los axiomas son todos
independientes, proporciona un marco de trabajo adecuado,evita todas las para-
dojas conocidas y, al menos hasta ahora no ha conducido a ninguna contradicción.
Nos hemos basado en la presentación deDugundji del sistema deVon Neumann–
Bernays–G̈odel, el cual a su vez está inspirado en trabajos previos, especialmente
deZermelo y Fraenkel.
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Como toda axiomatización existen términos y nociones indefinidos sobre los cua-
les se basa la teorı́a. Los axiomas nos dirán cómo emplear tales términos a través de
ciertas operaciones. La idea fundamental en la axiomáticaque hemos escogido es
distinguir entre dos tipos de colecciones: lasclasesy los conjuntos.Básicamente,
una clase es cualquier colección de objetos especificados por una propiedad, mien-
tras que un conjunto es una clase que a su vez puede ser mienbrode otra clase.
En otras palabras, un conjunto es una clase que puede ser considerada en sı́ misma
como un elemento o entidad individual. Veremos que tal distinción permite evitar
paradojas como la de Russell.
Más precisamente, los términos indefinidos en la axiomática son “clase” y una
relación diádica entre clases denotada por “2.” Todas las variablesA; A; x; etc.,
representan clases. Dadas dos clasesA y B; el enunciadoA 2 B o bien es falso
o bien verdadero. Una propiedadP será una fórmula construida a partir de los
enunciados del tipo “A 2 B” mediante negación, conjunción, disyunción y cuan-
tificación de variables de clase usando las reglas del cálculo proposicional (que
supondremos conocidas)

Definición 1.3.1 (Igualdad de clases)Dos clases son iguales si tienen los mismos
miembros� (A � B), (8x j x 2 A ) x 2 B)� (A = B), (A � B) ^ (B � A), (8x)x 2 A , x 2 B
En particularA = A es siempre cierto (y de hecho “=” define una relación de
equivalencia) como consecuencia tenemos la siguiente propiedad(x 2 A) ^ (A = B)) (x 2 B)
que se conoce como sustitución en la relaciónx 2 A con respecto a la segunda
variable. El primer axioma trata de la propiedad de sustitución enx 2 A con
respecto a la primera variable

Axioma 1 (De individualidad)(x 2 A) ^ (x = y)) (y 2 A)
Definición 1.3.2 (Conjunto) Una claseA se llama conjunto si existe una claseA
tal queA 2 A
Axioma 2 (De la formación de clases)Para cada propiedadp en la cual solo apa-
recen cuantificadas variables de conjuntos y la variable de claseA no aparece,
existe una claseA cuyos miembros son sólo aquellos conjuntos que satisfacen la
propiedadp, es decir,(x 2 A), (x es un conjunto) ^ p(x))
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De este modo la claseA está únicamente determinada por la propiedad que la
define.
Notación: A = A(p) = fx j ( es un conjunto) ^ p(x)g
Observacíon: Una definición circular del tipoA := fx j ( es un conjunto) ^ (x 2 A)g= fx j x 2 Ag
no est́a permitida.Sin embargo, siA es una clase ya definida entoncesA = fx jx 2 Ag es verdadero.
Consideremos ahora la clase de Russell:R = fx j (x es un conjunto) ^ (x =2 x)g
SiR fuese un conjunto llegarı́amos a una contradicción, de donde se deduce queR no es un conjunto lo que resuelve la paradoja.
Existen dos clases especiales:

1. la clase universalU = fx j (x es un conjunto) ^ (x = x)g;
que satisface(A es un conjunto), a 2 U .

2. la clase nula o vacı́a definida por? = fx j ( es un conjunto) ^ (x 6= x)g
Proposición 1.3.1 Para toda claseA, se tiene? � A. Adeḿas,A � ? si y śolo
siA = ?
Como consecuencia del Axioma 2, las siguientes operacionesentre clases estan
bién definidas y son clases:

Definición 1.3.3 Utilizaremos las siguientes operaciones entre clases� Unión: A[ B = fx j (x 2 A) _ (x 2 B)g� Interseccíon: A\ B = fx j (x 2 A) ^ (x 2 B)g� Producto cartesiano: Necesitamos primero la noción de par ordenado(a; b)
dados dos conjuntosa y b, de modo tal que(a; 
) = (
; d), (a = 
) ^ (b = d):
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Esto se logra de la siguiente manera: definimos lasclasesfag = fx j x = ag
yfa; bg = fag [ fbg = fx j (x = a) _ (x = b)g

y luego se define(a; b) = ffag; fa; bgg= fx j (x = a) _ (x = fa; bg)g
Aśı,A�B = fx j (x es conjunto) ^ (9a 2 A; 9b 2 B : x = (a; b) )g

Observacíon: Similarmente podemos definir la diferencia “n” y se tienen las pro-
piedades usuales entre�;\;[; n
Definición 1.3.4 (Funcíon) SeanA y B dos clases. Una función f : A ! B es
una subclasef � A� B con la siguiente propiedad:(8x 2 A)(9!y 2 B) : (x; y) 2 f
Notación:� En lugar de(x; y) 2 f se suele escribiry = f(x).� La inclusión� a veces se denota por�.

Observemos que las operaciones anteriores están definidasentre clases; en particu-
lar, están definidas entre conjuntos. Sin embargo, nada nosasegura que el operar
entre conjuntos lo que se obtiene sea a su vez un conjunto. Un punto más esencial
aún; ¡los axiomas anteriores no garantizan la existencia de al menos un conjunto!
Observacíon: SiA y B son clases propias (no son conjuntos) entoncesfAg = fx j (x es conjunto) ^ (x = A)g = ?;
lo mismo quefA;Bg = ?, de modo queffAg; fA;Bgg no tiene la buena propie-
dad en este caso para definir el par ordenado. Sin embargo, esto se puede arreglar
suponiendo que existen dos conjuntosa y b y definimos(A;B) = A� a [ B � b:
Ejercicio: (X;Y ) = (Z;W ) () X = Z ^ Y = W:

9



1.4 Existencia y generacíon de conjuntos

Axioma 3 (del Conjunto Vaćıo) ? es un conjunto (¡existen conjuntos!)

El siguiente grupo de axiomas postulan que ciertas construcciones de conjuntos
dan como resultado conjuntos

Axioma 4 (del Par) SiA yB son conjuntos conA 6= B, entoncesA = fx j (x = A) _ (x = B)g
es un conjunto (el cual contiene exactamente dos elementos). Se denota porfA;Bg:
Definición 1.4.1 (Familia de Conjuntos)Sea� un conjunto tal que� 6= ?. Una
familia de conjuntos indexada por� es una funcíon f : � ! U . Se suele escribirA� por f(�) y la familia se denota porfA� j � 2 �g o bienfA�g�2�
Axioma 5 (de la Unión) SifA� j � 2 �g es una familia de conjuntos, entonces[fA� j � 2 �g = [�2�A� = fx j 9� 2 � : x 2 A�g
es un conjunto.

Axioma 6 (del Reemplazo)SiA es un conjunto y sif : A ! A es una funcíon,
entonces f(A) = fy j 9x 2 A : y = f(x)g
es un conjunto.

Axioma 7 (del Filtro o Colador) Si A es un conjunto entonces para toda claseA; A \A = fx j (x 2 A) ^ (x 2 A)g
es un conjunto.

Proposición 1.4.1 Toda subclaseA � A de un conjuntoA es un conjunto.(En
efectoA = A\A)

Proposición 1.4.2 SiA es un conjunto yp una propiedad entoncesfx j (x 2 A) ^ p(x)g
es un conjunto, el cual denotamos porfx 2 A j p(x)g.
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Definición 1.4.2 (Clase Potencia)Dada una claseA, definimos la clase potencia
por P(A) = fB j (B es un conjunto) ^ (B � A)g
Axioma 8 (del Conjunto Potencia) Si A es un conjunto,P(A) es tambíen con-
junto.

Veamos algunas consecuencias importantes de estos axiomas:

Proposición 1.4.3 SifA� j � 2 �g es una familia de conjuntos, entonces\fA� j � 2 �g = \�2�A� := fx j 8� 2 � ; x 2 A�g
es un conjunto.

Proposición 1.4.4 SiA es un conjunto entoncesfAg tambíen lo es.

Proposición 1.4.5 SiA yB son conjuntos entoncesA�B tambíen lo es.

Proposición 1.4.6 SiA yB son conjuntos entonces la clase de todas las funciones
deA! B es un conjunto

Proposición 1.4.7 La clase universalU de todos los conjuntosno es un conjunto.

Demostración: Ejercicio (Usar la clase de RussellR(p)).
Para finalizar esta sección, observemos que una fórmula del tipo (x 2 x); por
muy contraria a nuestra intuición que sea, no está descartada en la axiomática
aquı́ desarrollada. Para eliminarla, uno puede pensar en agregar como axioma:(8x 2 U)(x =2 x). Sin embargo, hay otros enunciados similares, como por ejemplo(x 2 y) ^ (y 2 x), que aunque intuitivamente inaceptables no se ven descartados
por este nuevo axioma. Sin embargo, existe un axioma propuesto por Zermelo que
si permite eliminar todos los enunciados de este tipo.

Axioma 9 (de Fundacíon) Para cada conjuntoA conA 6= ?, existeu 2 A tal
queu \A = ?
Proposición 1.4.8 � Si A es un conjunto, entoncesA =2 A: En particularR(p) = U :� SiA yB son conjuntos entonces(A =2 B) _ (B =2 A) (Ejercicio)

No sacaremos niguna conclusión de este axioma mas allá de los anteriores. Es un
axioma que se puede negar y concluir una axiomática consistente.
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1.5 El axioma del infinito y los enteros naturales

Históricamente los números naturales aparecieron asociados alcardinalde conjun-
tos finitos, es decir, para “ contar” el número de elementos de una colección finita
de objetos. Gracias al axioma 3, disponemos del conjunto vacı́o? (“cardinal(?)=0”
); del axioma 8 (conjunto potencia) tenemos el conjuntof?g que posee exacta-
mente un elemento, a saber?; gracias al axioma 4 (del par), tenemos el conjuntof?; f?gg, con exactamente dos elementos. Comoff?; f?ggg es un conjunto del
axioma 5 (de la unión) se deduce quef?; f?g; f?; f?ggg es un conjunto que
posee tres elementos. Esto llevo a Von Neumann a proponer que, para dar un fun-
damento riguroso de los enteros naturales en términos de laTeorı́a de Conjuntos,
una alternativa consiste en identificar los enteros con estos conjuntos;0 = ?1 = f?g2 = f?; f?gg3 = f?; f?g; f?; f?ggg

...

lo que responde de manera satisfactoria con la idea intuitiva de los enteros natura-
les. Notemos que con este enfoque se tiene que cada entero es igual al conjunto
de sus predecesores estrictos, vale decir:0 no tiene predecesores estrictos, lo que
corresponde a0 = ?, 1 = f0g; 2 = f0; 1g; 3 = f0; 1; 2g; : : :
Otra forma de escribir lo anterior:0 = ?; 1 = 0 [ f0g; 2 = 1 [ f1g; 3 = 2 [ f2g; : : :
Intuitivamente, repitiendo indefinidamente este proceso se generan todos los números
naturales. Sin embargo no podemos asegurar que existe el conjunto de los números
naturales, i.e. el conjunto que contenga todos los enteros naturales ası́ generados.
Esto nos obliga a suplir esta falencia con el siguiente axioma.

Axioma 10 (del Infinito) Existe un conjuntoA con las siguientes propiedades.

1. ? 2 A
2. sia 2 A entoncesa [ fag 2 A

Este axioma nos permite formalizar la idea anterior con el objeto de dar una defi-
nición rigurosa de los enteros naturales, lo que nos permitirá más adelante definir
el cardinal de un conjunto finito y, más aún; dar un fundamento para la aritmética
de números aún mas generales.
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Definición 1.5.1 (Conjunto de los ńumeros enteros naturales.)SeaA un conjun-
to cualquiera que satisface las propiedades del Axioma 10 y definamos el conjuntoB � P(A) medianteB = fB 2 P(A) j B tiene las propiedades (1) y (2) en el Axioma 10g:
El conjunto de los ńumeros naturales está definido porN = \B2BB
Observemos que como? 2 B para todoB 2 B; entonces? 2 N: Por otra parte,

si a 2 N) (8B 2 B)(a 2 B)) (8B 2 B)(a [ fag 2 B)) a [ fag 2 N:
LuegoN 2 B:
1.6 El axioma de eleccíon

En muchas ocaciones nos interesa considerar subconjuntos generados a partir de
un proceso de selección de algún tipo. Para justificar estoseafAigni=1 unafamilia
finita de conjuntos no vacios conAi \ Aj = ? si i 6= j de modo que cadaAi
contiene almenos un elementoai: Para cadai = 1; : : : ; n sea la proposici’onpi(x) = (x = ai): Entonces(x 2 n[i=1Ai j p1(x) _ : : : _ pn(x))
es un conjunto (¡justificarlo!) que contiene exactamente unelemento de cadaAi:
Sin embargo, en el caso de familias infinitas de conjuntos este procedimiento ya no
es válido. En efecto, si tomamos algo del estilopi(x) := (x = ai) no es posible
argumentar como antes pues una cadena infinita de “_” no es una proposición.
Tampoco podemos usar una propiedad del tipo “contiene exactamente un elemento
de cadaAi” pues ésta es ilegı́tima es tanto propiedad lógica
?
porque no determina el conjunto de manera única (las propiedades si lo hacen).
Parece entonces necesario asumir:

Axioma 11 (de Eleccíon) Dada una familia no vaćıa A = fA� j � 2 �g de
conjuntos no vacios y disjuntos de a pares(� 6= �0 ) A� \ A�0 = ?); existe un
conjuntoS que consiste de exactamente un elemento de cadaA�
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Este axioma es de tipo existencial permite generar conjuntos los cuales, en general,
no están únicamente determinados. En 1938 Gödel probó que si la teorı́a de con-
juntos basada en los axiomas 1–10 es consistente entonces lateorı́a basada en 1–9
también lo es. Más aún, en 1963 Cohen demostró que este axioma es independiente
de los primeros.

Definición 1.6.1 SeaA = fA� j � 2 �g una familia de conjuntos. una función
de eleccíon paraA es una funcíon
 : �! [A tal que8� 2 �; 
(�) 2 A�
Teorema 1.6.1Son equivalentes

1. El axioma de elección.

2. SiA = fA� j � 2 �g es una familia de conjuntos no vacı́os entoncesA
tiene una funcíon de eleccíon.

Veamos cómo el axioma de elección nos permite extender de manera natural la
noción de producto cartesiano de dos conjuntos al caso de una familia arbitraria
de conjuntos. Esta extensi’on se basa en la observación de que los elementos deA1 � A2; conAi conjuntos no vacı́osi = 1; 2, pueden ser considerados como
aquellas funcionesf : f1; 2g ! A1 [A2 tales quef(i) 2 Ai:
Definición 1.6.2 SeaA = fA� j � 2 �g una familia de conjuntos. El producto
cartesiano

Q�2�A�; tambíen denotado
QA; es el conjunto de todas las funciones
 : �! [�2�A� que satisfacen8� 2 �; 
(�) 2 A�

Ejercicio: ¿Por qué
QA es un conjunto ?

Notación: A veces se utiliza la notaciónYfA� j � 2 �g:
Un elemento
 2 Q�2�A�se suele escribirfa�g�2� o (a�)�2� o simplementefa�g o (a�); indicando que
(�) = a� para cada� 2 �: El conjuntoA� se llama
el factor�–ésimo de

Q�2�A�: Para cada� 2 �; la funciónP� : Q�2�A� ! A�
dada porP�((a�)�2�) = a� (o equivalenteP�(
) = 
(�)) está bien definido y se
llama “proyección sobre el factor�–ésimo”.

Teorema 1.6.2Son quivalentes

1. El axioma de elección
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2. SiA = fA� j � 2 �g es una familia no vacı́a de conjuntos no vacı́os
entonces

Q�2�A� 6= ?:
Veremos más adelante que el axioma de elección es equivalente a varios otros
enunciados “existenciales” y que su aceptación como un axioma válido dentro de
la teorı́a permite dar un alcance más amplio a las consideraciones matemáticas que
si se rechazara. Sin embargo, desde la primera vez que una versión del mismo
fué utilizada (Zermelo) ha sido objeto de severas objeciones por parte de muchos
matemáticos, debido a que escapa a la intuición y no es claro que se pueda decir
que se trata de una verdad “evidente” (por muy “razonable” que parezca). Hoy en
d́ia en que la teorı́a axiomática de conjuntos ha alcanzado bastante madurez, parece
haber un gran consenso en el sentido de aceptarlo por razones“prácticas”.

1.7 Relaciones

Definición 1.7.1 (Relacíon) SeanA y B clases. Una relacíonR entreA y B es
una terna(A;R;B) conR � A� B:
Se suele denotaraRb en lugar de(a; b) 2 R:
SiR = (A;R;B) es una relación entonces se define el dominio deR y el recorrido
o imagen deR respectivamente por:DomR = fa j (9b 2 B)(a; b) 2 Rg � ARe
R = fb j (9a 2 A)(a; b) 2 Rg � B
Notemos que una relaciónR = (A; f;B) es unafuncíon ssi(8x 2 A)(9!b 2 B) : (a; b) 2 f;
en cuyo caso DomR = Dom(f) = A

yRe
R = Im(f) = f(A):
CuandoA = B se dice queR = (A;R;B) es una relación binaria y se denota(A;R)
Definición 1.7.2 Una relacíon binariaR = (A;R;B) se dice deEquivalenciasi

1. 8a 2 A; aRa (reflexividad)
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2. (8a; b 2 A)[aRb) bRa℄ (simetŕıa)

3. (8a; b 2 A)[(aRb) ^ (bR
)) (aR
)℄ (transitividad)

Definimos[a℄R := fb 2 A j bRag; que se llamaClase de Equivalenciadea; y se
tiene:

1. [f[a℄R j a 2 Ag = A
2. SiaRb entonces[a℄R = [b℄R
3. Sia 6Rb ((a; b) 2 R) entonces[a℄R \ [b℄R = ?

Si A es un conjunto entonces[a℄R también lo es. Mas aún, la clase definida porA=R := f[a℄R j a 2 Ag es un conjunto y se llamaConjunto Cuociente deA porR, y la funciónp : A ! A=R definida porp(a) = [a℄R se llama proyecci’on deA sobreA=R: ClaramenteA=R � P(A) y p(�) es sobreyectivo.

Definición 1.7.3 Una relacíon binariaR en una claseA se llamaPreordensi es
reflexiva y transitiva, i.e. si

1. 8a 2 A; aRa
2. (8a; b 2 A)[aRb) bRa℄

si adeḿasR es antisiḿetrica, i.e.

3. (8a; b 2 A)[(aRb) ^ (bR
) ) (aR
)℄ Entonces se dice que es unOrden
(parcial) y queA es parcialmente ordenado, si además cada par(a; b) 2A�A est́a relacionado, esto es,(8a; b 2 A)(aRb) _ (bRa); se dice que el
orden esTotal y queA es totalmente ordenado.

CuandoR es una relacíon de orden se puede denotar por� o4 :
Ejemplo: Si dadoA consideramosP(A) y lo ordenamos segun la inclusi’on� i.e.8B; C 2 P(A); B 4 C , B � C
entonces(P(A);4) define un orden parcial enP(A):
En una clase parcialmente ordenada(A;4) decimos quem 2 A esMaximalsi(8a 2 A)[(a Æ m) ^ (m Æ a)℄ _ (a 4 m)
(i.e. a no está relacionado conm o bien es “menor” quem), y queb0 2 A es una
Cota SuperiordeB � A si(8b 2 B)[(b Æ b0) ^ (b0 Æ b) _ (b 4 b0)
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1.8 Equipotencia y cardinalidad

Definición 1.8.1 SeanX;Y clases. Decimos queX es equipotente aY ssi9f : X ! Y
biyeccíon. Se anotaX ' Y:
Proposición 1.8.1 � 8X : X ' X� (8X;Y ) X ' Y ) Y ' X� (8X; y; Z)X ' Y ^ Y ' Z ) X ' Z
Observacíon:

1. Restringiendo' a una claseA cualquiera (por ejemploU) resulta que' es
una relación de equivalencia enA:

2. SiX es un conjunto yX ' Y entoncesY es conjunto

3. X ' ?, X = ?
4. X se dice “finito” si y sólo si(9n 2 N)X ' n, y (:\X finito”) se anota “X

infinito”

5. X se dice “infinito numerable” siX ' N
Teorema 1.8.1 (Teorema de Cantor)8X conjunto se tiene queX 6' P(X)
Definición 1.8.2 Se dice que una claseY domina a una claseX si y śolo si9f : X ! Y inyectiva. AnotamosX 4 Y
Proposición 1.8.2 1. 8X;Y clasesX � Y ) X 4 Y

2. 8X;X 0; Y; Y 0 clasesX ' X 0 ^ Y ' Y 0 ) X 4 Y , X 0 4 Y 0
Teorema 1.8.2 (Teorema de Schröder–Bernstein) SeanX;Y conjuntos tales queX 4 Y ^ Y 4 X: EntoncesX ' Y:
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1.8.1 Propiedades de los conjuntos infinitos

Proposición 1.8.3 Todo conjunto infinito tiene alǵun subconjunto numerable.

Corolario 1.8.1 SeaX conjunto, entonces:

1. X infinito si y śolo siN 4 X
2. X finito si y śolo siX � N
3. SiY es numerable,X infinito yX � Y ) X numerable

4. X numerable,X 4 N ^X infinito

5. X infinito no numerable, N � X
6. X infinito, existeY ( X tal queY ' X

1.9 El lema de Zorn

En muchas ocasiones nos interesa definir un objeto matemático como el elemento
“maximal”(o “minimal” según el contexto) de un conjunto ordenado. La dificultad
es cómo garantizar la existencia del elemento maximal. Veremos un resultado
existencial de este tipo cuyo enunciado es equivalente al axioma de elección y
cuya utilización es inevitable en varios casos.
Consideremos un conjunto preordenado(X;4): Un subconjuntoY � X se dice
CadenaenX si la relación4 restringida aY es un orden total, es decir(Y;4) es
un conjunto ordenado tal que todos sus elementos son comparables:(8x; y 2 Y )(x 4 y) _ (y 4 x)
Teorema 1.9.1 (Lema de Zorn)Sea(X;4) un conjunto preordenado no vacı́o
tal que toda cadena tiene una cota superior enX: EntoncesX tiene un elemento
maximal.

Daremos algunas consecuencias de él para ilustrar su utilización

Teorema 1.9.2 (Tricotoḿıa entre cardinales) SeanX;Y conjuntos. Entonces una
y śolo una de las siguientes propiedades es cierta:jXj < jY jjXj = jY jjXj > jY j
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Definición 1.9.1 Sea(X;4) un conjunto ordenado.X se dice bien ordenado por4 si todo subconjunto no vacı́o deX tiene un primer elemento (i.e. tieneı́nfimo y
este pertenece al conjunto).

Definición 1.9.2 (Suma ordinal) Sean(X 0;40) y (X 00;400) dos conjuntos bien
ordenados y disjuntosX 0 \X 00 6= ? EnX = X 0`X 00 definimosx 4 y , 8>>>><>>>>: x; y 2 X 0 ^ x 40 y

óx; y 2 X 00 ^ x 400 y
óx 2 X 0 ^ y 2 X 00

Es f’acil ver que(X;4) es un conjunto bien ordenado, llamado suma ordinal de(X 0;40) y (X 00;400):
Teorema 1.9.3 (Teorema del buen orden de Zermelo)Todo conjunto puede ser
bien ordenado.

Observacíon: Pese a que el teorema de Zermelo asegura que todo conjunto puede
ser bien ordenado, no se conoce hasta ahora ninguna construcción especı́fica de
un buen orden para algún conjunto no numerable como los números reales por
ejemplo.

Teorema 1.9.4Los siguientes son equivalentes

1. El axioma de elección

2. El lema de Zorn

3. El teorema de Zermelo

1.10 Números cardinales

Hemos visto que la relación de equivalencia de equipotencia divide cualquier co-
lección de conjuntos en clases de equivalencia y usaremos el término “número
cardinal” para designar una clase de equivalencia. SiX es un conjunto entonces
denotamos porjXj = fY j Y ' Xg el correspondiente número cardinal.
Para conjuntos finitos diremos que cualquier conjunto equipotente al conjuntof1; : : : ; ng tiene número cardinaln. El vacı́o tiene número cardinal 0. Los conjun-
tos numerables (equipotente aN) se dicen tener numero cardinal�0; donde� es la
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primera letra del alfabeto hebreo y se llama “Aleph”. Esta notación fué introducida
por Cantor.
Los conjuntos que son equipotentes al conjunto de los números reales se dicen
tener número cardinal
 (por “continuo”). Sabemos que podemos ordenar cualquier
conjunto de números cardinales al definirjXj � jY j si y sólo siX 0 � Y 0 para
cualquierX ' X 0 ^ Y ' Y 0: Sabemos que
 > �0: De la proposición 1.8.3,
que dice que todo conjunto infinito posee un subconjunto numerable, se deduce
que�0 � a para todo número cardinal infinito. Claramente,n < �0; donden es
cualquier número cardinal finito.
Definiremos la suma de números cardinales de forma tal que genaralice la suma
de números naturales que corresponden a cardinales finitos. Notemos que paran;m 2 N; para obtener m+n basta considerar el cardinalM [N dondem = jM j,n = jN j y M \N = ?:
Similarmente sifA�g�2� es una familia de números cardinales, su suma, que es-
cribimos

P�2� a�; es el número cardinal del conjuntò�2�A� dondefA�g�2�
es cualquier familia de conjuntos disjuntos tales quea� = jA�j para todo� 2 �:
Esta suma está bien definida pues si(8� 2 �)A0� ' A�; entonces[�2�A0� '[�2�A� cuandofA0�g�2� es otra familia de conjuntos disjuntos. Claramente, esta
suma es conmutativa y asociativa. Como los conjuntosf1; 3; 5; : : : g y f2; 4; 6; : : : g
son disjuntos y ambos tienen número cardinal�0, y ademas su unión esN� = f1; 2; 3; 4; 5; : : : g; vemos que�0 + �0 = �0: como la unión numerable de
conjuntos numerables es numerable tenemos más aún que�0+�0+�0+ : : : = �0:
Similarmente, como los conjuntos[0; 1[ y [1; 2[ enR son disjuntos y ambos tienen
número cardinal
; tenemos
 + 
 = 
: Más generalmente,
 + 
 + 
 + : : : = 
;
pues los conjuntos[n; n + 1[ son todos disjuntos y su unión esfx 2 R j x �1g = [1;+1[; que también tiene número cardinal
: De estos resultados se deduce
que no es posible definir la sustracción de números cardinales, pues no hay inverso
para la adición. Por ejemplo, la ecuación
+x+
 tiene como soluciones cualquier
número cardinal finiton, también�0 y 
:
Definiremos ahora la multiplicación de números cardinales generalizando la no-
ción para números cardinales finitos. Notemos que para números cardinales finitosm;n 2 N obtendrı́amosmn al considerar el cardinal deM �N; dondejM j = m
y jN j = n:
Similarmente, sia y b son números cardinales, su producto que escribimosab es el
número cardinal deA�B; dondejAj = a y jBj = b; lo que está bien definido.
Es fácil ver que el producto de números cardinales es conmutativo, asociativo y
distributivo con respecto a la suma. Por supuesto el producto se generaliza para
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familias arbitrariasfa�g�2� de números cardinales:Y�2� a� = jY�2�A�j
dondea� = jA�j:
Teorema 1.10.1 1. �0�0 = �0

2. �0
 = 

3. 

 = 


Notemos que no es posible definir la división de números cardinales. En particular
la ecuación
x = 
 tiene como soluciones cualquier número cardinal finiton; como
también�0 y 
:
La ultima operación aritmétca entre números cardinalesque definiremos es la po-
tenciación. Para cardinales finitosm y n,mn seŕia el producto den factores iguales
am Ası́, sia y b son números cardinales entonces definimosab = jY�2BA�j
dondejA�j = a y jBj = b:
En particular, podemos tomarA� � A con jAj = a: Como por definici’onY�2BA� = ff : B ! A j f es funci’ong
tenemos queab es el cardinal del conjunto de todas las funciones deB enA: Se
tiene que sia; b y 
 son números cardinales, entoncesaba
 = ab+
; (ab)
 = ab
 y a
b
 = (ab)
:
Lema 1.10.1 SiA es un conjunto, entoncesjP(A)j = 2A:
Del teorema de Cantor (Teorema 1.8.1), deducimos entonces que para todo número
cardinala < 2a: De aquı́ se deduce que la clase de todos los números cardinales
no es conjunto y que no existe un n’umero cardinal mayor a todos los demas.
Notemos que en particular�0 < 2�0 y que por otra parte2�0 = 
: La famo-
saHipótesis del Continuoafirma queno existeningún número cardinala tal que�0 < a < 
: La hipótesis del continuo generalizada afirma que no existeningún
número cardinal comprendido estrictamente entrea y 2a para cualquier cardinal
infinito a: En 1940, Gödel demostró que si los axiomas de la teorı́a de conjuntos
son consistentes, entonces podemos agregar la hipótesis del continuo a la teorı́a y
esta seguirá siendo consistente. Más tarde,P.J. Cohendemostró que la negación
de la hipótesis del continuo también es consistente con los axiomas. Luego se trata
de una proposición independiente de la teorı́a.
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Caṕıtulo 2

Espacios Topoĺogicos

2.1 Introducción

La topologı́a constituye una de las ramas fundamentales de las matemáticas moder-
nas. Aunque sus orı́genes se remontan a la antiguedad, y pesea que actualmente
ha alcanzado una notable madurez, es dificı́l dar una definición de este campo sin
entrar en tecnicismos. Sin embargo como primera aproximación al tema, podemos
decir que laTopoloǵıa es el estudio de lacontinuidad. Este comienza con la con-
tinuidad delespacioy de las formas contenidas en él, sigue con la continuidad de
las transformaciones a las que se someten dichas formas comoson retorcer, doblar,
estirar y deformar, y luego se ocupa de otros tipos de continuidad y de espacio,
llevando estas nociones a niveles de generalización cada vez más abstractos.
Desde un comienzo la topologı́a se ha nutrido de dos fuentes:la geometrı́a y el
análisis funcional. Por una parte, el topólogo se interesa en aquellas propiedades
de las formas en el espacio que no varian frente a transformaciones continuas, pro-
piedades geométricas que son permanentes en algún sentido. Esta linea de estudio
surge con el célebre problema de los puentes de Koenigsberg. En dicha ciudad
de la antigua Prusia Oriental soĺıan haber 7 puentes sobre el rı́o Pregel, los cuales
unian dos islas con el resto de la ciudad, de acuerdo a las siguiente figura:
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D

A

B C

Desde el siglo XVII se decı́a que era imposible caminar un circuito cerrado que in-
cluyesen todos los puentes una y sólo una vez cada uno. Durante más de cien ańos
este problema se convirtió en un verdadero desafı́o pues sibien nadie pudo realizar
una tal circuito tampoco nadie podı́a demostrar que era imposible realizarlo. En
1736,Leonhard Euler probó que efectivamente era imposible para lo cual redujo
el mapa a una red en la cual las área de terreno se representanmediante puntos y
los puentes mediante ĺıneas (o arcos):

A

D

B C

Motivado por este problema, Euler descubrió ciertas leyesgenerales válidas para
toda red de este tipo, ésto como parte de su investigación sobre los poliedros. Sus
resultados sentaron las primeras bases de lo que podriamos llamar el aspecto com-
binatorial de la topologı́a, relacionado con el estudio de propiedades invariantes de
ciertos tipos de formas geométricas y que son factibles de ser expresadas mediante
formulas donde intervienen ciertas cantidades particulares que deben ser calcula-
das. Este aspecto tuvo un nuevo impulso a fines del siglo XIX enlos trabajos de
Poincaré sobre la teorı́a de integración en varias variables, dandoorigen a la to-
pologı́a algebraica. La Topologı́a se fué desarrollando pasando de ser un estudio
puramente geométrico sobre las propiedades invariantes de los poliedros para con-
vertirse en un cuerpo de conceptos y métodos aplicables a casi todas las áreas de
las matemáticas. La idea de base era representar los elementos de un determinado
conjunto como puntos en un cierto espacio, tomando en cuentala posición relativa
de los puntos entre sı́. De hecho, uno de los primeros nombresque recibió esta
disciplina fue “Analysis situs” (análisis de la posición), debido aGauss(y utilizado
anteriormente porLeibniz) y que en su momento se relacionó con la representación
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geométrica de los números complejos como puntos del plano. Pero esRiemann
quien debe ser considerado como el fundador de la topologı́acomo rama de las
matemáticas modernas, pues fue el primero en vislumbrar lanoci’on de “espacio
topológico”, en concebir una teorı́a autónoma de estos espacios, definiendo inva-
riantes y dando aplicaciones al análisis. De hecho, Riemman reconoció que estas
ideas “geométricas” podı́an abstraerse para aplicarse a otras situaciones en que los
conjuntos involucrados tuvieran a funciones como elementos, siendo la primera
idea de un estudio de espacios funcionales. Para que estos desarrollos madurasen,
se requerı́a de una sólida teorı́a de conjuntos que en particular permitiera describir
los números reales, los puntos de una recta, un plano en el espacio, los números
irracionales y la teorı́a de funciones de variable real (diferenciación e integración),
utilizando un lenguage común básicamente conjuntista, siendo esto último iniciado
por Cantor y luego continuado porJordan, Poincaré, Klein , Hadamard, Borel,
Baire , Lebesgue. Sobre el aspecto funcional, otros nombres memorables sonAs-
coli, Hilbert , Frechet, Riesz, en el sentido de estudiar las propiedades comunes
de puntos y de funciones.

2.2 Definiciones preliminares y ejemplos

Definición 2.2.1 SeaX 6= ? un conjunto. UnaTopologı́aenX es una familiaT
de subconjuntos deX que satisfacen las siguientes propiedades.

1. Estabilidad bajo uniones arbitrarias: SifAigi2I � T es una familia de
miembros deT , entonces[i2IAi 2 T :

2. Estabilidad bajo intersecciones finitas: SifAigi2I � T es una familiafinita
(i.e jIj <1) de miembros deT , entonces\i2IAi 2 T :

3. ? yX pertenecen aT :
Al par (X;T ) se le llamaEspacio Topoĺogico. También se suele decir queT es
una “estructura topológica sobreX” o bien queT es la “topologı́a del espacioX.” Dado un espacio topológico(X;T ), los miembros deT se llamanConjuntos
Abiertosy los elementos deX se llamanPuntos.
Observacíon: Existen varias formas equivalentes de la definición anterior. Por
ejemplo es posible reemplazar 2 por “ SiA1; A2 2 T entoncesA1\A2 2 T ”. Por
otra parte, si admitimos la posibilidad de familias vacı́asde conjuntos (i.e.I = ?),
entonces 3 es redundante. En efecto las uniones e intersecciones de familias vacı́as
enX son iguales a? y X respectivamente.
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Ejemplo 2.2.1 Dado un espacio topológico (X;T ), tenemos por supuesto quef?;Xg � T � P(X): Más áun, f?;Xg es en śı misma una topoloǵıa enX,
siendo la “ḿas pequẽna” en el sentido de la inclusión, y recibe el nombre de
topoloǵıa indiscretao grosera.La topoloǵıa más grande, i.e. aquella que posee el
mayor n’umero de elementos, esP(X) y se llama topoloǵıa discreta.Por ejemplo,
si X = f0; 1g = 2 entonces la topolog’ia grosera esf?; f0; 1gg mientras que la
discreta esf?; f0g; f1gf0; 1gg; otra topoloǵıa posible esT = f?; f0g; f0; 1gg =3: El conjuntof0; 1g dotado de estáultima topoloǵıa se conoce comoEspacio de
Sierpinski, el cual reapareceŕa más adelante.

Ejemplo 2.2.2 1. SeaR el conjunto de los ńumeros reales. La topologı́a Usual
enR se define al llamar abierto a todo conjuntoU � R tal que8x 2 U; 9Æ > 0 : ℄x� Æ; x+ Æ[� U;
donde℄x� Æ; x+ Æ[= fy 2 R j jx� yj < Æg: Verifiquemos que la familiaT
de todos los subconjuntosU � R que satisfacen esta propiedad constituyen
efectivamente una topolog’ia enR
(a) SeafAigi2I � T : Six 2 [i2IAi entonces9i0 2 I tal quex 2 Ai0y,

por lo tanto,9Æi0 > 0 tal que℄x� Æi0 ; x+ Æi0 [� AI0 � [i2IAi: luego,[i2IAi 2 T
(b) SeafAigki=1 � T : Six 2 \ki=1Ai entonces8i 2 f1; : : : ; kg; x 2 Ai y

, por lo tanto,9Æ1; : : : ; Æk > 0 tal que℄x� Æi; x+ Æi[� Ai: DefiniendoÆ̂ := min1�i�kfÆig > 0; tenemos que8i 2 f1; : : : ; kg; ℄x� Æ̂; x+ Æ̂[� Ai;
de aqui se deduce ℄x� Æ̂; x+ Æ̂[� \ki=1Ai:
En consecuencia\ki=1Ai 2 T :

(c) Es trivial

Observemos que todo intervalo abierto℄a; b[ cona < b es un conjunto abier-
to para la topoloǵıa usual deR: Por supuesto, esta topologı́a no es igual a
la topoloǵıa discreta (pues por ejemplofxg; [a; b℄; [a;1[ no son abiertos
para esta topoloǵıa). Notemos también que la propiedad de estabilidad bajo
intersecciones en general no es cierta para familias infinitas; para ver esto
basta considerar la familiaAn =℄� 1n; 1n [ conn > 1; pues\n2N℄� 1n; 1n [= f0g =2 T :
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2. Similarmente, se define la topologı́a usual oEuclidianadeRn; n � 1; en
base a la nocíon de bolas abiertas de radior > 0:B(x; r) = fy 2 Rn j kx� yk < rg;
conk�k una norma enRn: llamamos a un conjuntoU � Rn abierto para la
topolog’ia Euclidiana si8x 2 U;9r > 0 : B(x; r) � U:
De manera ańaloga a la topoloǵıa usual deR; se verifica que este criterio
verifica una topoloǵıa T deRn; evidentemente, toda bola abiertaB(x; r)
pertenece aT : Esta topoloǵıa no depende de la normak�k enRn escogida,
debido a que todas las normas enRn son equivalentes entre sı́. Esto lo
veremos con ḿas detalle cuando estudiemos espacios normados.

Ejemplo 2.2.3 (Espacios Ḿetrico y Normados.) LlamamosEspacio Métricoa un
conjuntoE dotado de una función distancia1d : E �E ! R+ := fx 2 R j x � 0g
con las siguientes propiedades:

1. Simetŕıa: d(x; y) = d(y; x) para todox; y 2 E
2. Positividad: d(x; y) = 0 si y śolo si x = y, i.e. d(x; y) > 0 si x 6= y yd(x; x) = 0:
3. Desigualdad triangular:d(x; y) � d(x; z) + d(y; z) para todox; y; z 2 E

Al valor d(x; y) se le llama “distancia entrex e y”. Una clase importante de
espacios ḿetricos es aquella de losEspacios Vectoriales Normados.SeaV un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los realesR; una normasobreV es una
funcíon k�k : V ! R+
con las siguientes propiedades:

1. kvk = 0 si y śolo si v = 0; i.e.,kvk > 0 si v 6= 0 y k0k = 0:
2. kv + wk � kvk + kwk para todov; w 2 V:
1Tambien se le llama ad “métrica” enE.
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3. k�vk = j�jkvk para todo(�; v) 2 R� V:
Un espacio vectorialV dotado de una normak�k se llama“espacio vectorial nor-
mado”, en cuyo caso, la función d(x; y) = kx � yk con x; y 2 V define una
distancia o ḿetrica enV: Por comodidad, denotamos por(E; d) y (V; k�k) un es-
pacio ḿetrico y un espacio vectorial normado respectivamente.
Asociamos a cada ḿetrica d en un conjuntoE una topoloǵıa T (d) enE de la
siguiente manera: dadosx 2 E y r > 0; llamamos d–bola abierta de centrox y
radio r > 0 al conjuntoBd(x; r) = fy 2 E j d(y; x) < rg; y decimos que un
subconjuntoU � E es abierto, i.e.U 2 T (d);si 8x 2 U; 9r > 0; Bd(x; r) � U:
similarmente al caso deR con la topoloǵıa usual, se verifica que(E;T (d)) es un
espacio topoĺogico.
Ejemplos:

1. Rn; n � 1, dotado de alguna de las ḿetricas definidas por las normas si-
guienteskxkp =  nXi=1 jxijp! 1p ; 1 � p <1; kxk1 = max1�i�nfjxijg:
La topoloǵıa inducida en este caso es la usual (topologı́a Euclidiana).

2. SeaC([0; 1℄;R) = ff : [0; 1℄ ! R j f es funcíong el espacio vectorial de
las funciones continuas definidas en[0; 1℄ y a valores reales (la suma y la
ponderacíon por escalar se definen de manera usual). Entonces la funciónd(f; g) := supt2[0;1℄ jf(t)� g(t)j
es una ḿetrica sobreC([0; 1℄;R) inducida por la normakfk1 := supt2[0;1℄ jf(t)j:

3. SeaX 6= ? un conjunto. Verificar que la funciónd(x; y) = � 1 si x 6= y0 si x = y
es una ḿetrica sobreX ¿Cúal es la topoloǵıa inducida pord?

4. Sea `2(N) = (fxngn2N � R j 1Xn=1 jxnj2 <1) :
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Es f́acil verificar qued(fxngn2N; fyngn2N) :=vuut 1Xn=0(xn � yn)2
define una ḿetrica en`2(N) y por lo tanto induce una topologı́a en este con-
junto. ¿Es posible dotar à2(N) de una estructura de espacio vectorial y de
una normak�k de modo tal que la topologı́a del espacio vectorial normado
resultante coincida con la topologı́a inducida por la ḿetrica anterior?

Los ejemplos anteriores muestran que un conjuntoX puede tener muchas topo-
logı́as, cada una de las cuales determinando un espacio topológico diferente. Mi-
rando cada topologı́a como un subconjunto deP(X); las topologı́as enX están
parcialmente ordenadas por inclusión. Decimos que una topologı́aT1 es más gran-
de, o con más abiertos, o “más fina” que una topologı́aT0 cuandoT0 � T1: Más
aún, es fácil verificar que sifT� j � 2 �g es una familia cualquiera de topologı́as
enX entonces\�2�T� es también una topologı́a enX (sin embargo[�2�T� no
siempre resulta ser una topologı́a). Claramente, siT0 es una topologı́a tal queT0 � T� para todo� 2 � entoncesT0 � \�2�T�; y por lo tanto\�2�T� es la to-
polog’ia m’as finade todas las topologı́asT contenidas simultáneamente en todos
los mienbros de la familiafT� j � 2 �g:
En la práctica, para introducir una topologı́a en un conjunto X 6= ? se comienza
por considerar una noción de “cercanı́a”, la cual se representa por una familia de
conjuntosA � P(X) a partir de la cual se genera una topologı́a que contiene a
la familiaA y que es la más pequeña con esta propiedad. Este procedimiento es
válido para cualquier familia inicialA; como lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1Dada cualquier familiaA = fA� j � 2 �g de subconjuntos deX 6= ?, siempre existe unáunica topoloǵıa más pequẽna que la contiene, denota-
da porT (A): Esta topoloǵıa puede describirse de manera equivalente como:

1. T (A) = \fT � P(X) j T es topoloǵıa enX yA � T g
2. T (A) consisteúnicamente de:?, X, todas las intersecciones finitas de

los elementos deA y todas las uniones arbitrarias de estas intersecciones
finitas.

A la familiaA se le llamasubbaseparaT (A), yT (A) se dice “topoloǵıa generada
porA”

Ejemplo 2.2.4 En el conjuntoR de los ńumeros reales, seaA1 la familia de todos
los intervalos semi–abiertos infinitos℄a;1[= fx j x > ag y ℄�1; b[= fx j x < bg:
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Como℄a; b[=℄a;1[\℄�1; b[ para todoa < b; la topoloǵıa T (A1) generada porA1 contiene todos los intervalos abiertos; en particular todaunión de intervalos
abiertos es un abierto para esta topologı́a. SeaU � R un abierto para la topo-
loǵıa usual deR; entonces8x 2 U;9Æx > 0 tal quefxg �℄x� Æx; x+ Æx[� U; y
por lo tanto U = [x2Ufxg � [x2U℄x� Æx; x+ Æx[� U
Aśı, U es uníon de intervalos abiertos, por lo que pertenece aT (A1): Esto prue-
ba queT (A1) contiene la topoloǵıa usual deR: Rećıprocamente, los abiertos
deT (A1) son precisamente las uniones de intervalos abiertos y por lotanto son
abiertos para la topoloǵıa usual. LuegoT (A1) es la topoloǵıa usual deR; es
decir,A1 es una subbase para la topologı́a usual deR: Observemos que de paso
hemos probado que la familiaA2 = f℄a; b[j a < bg tambíen genera la topoloǵıa
usual deR:
La construcción de una topologı́a a partir de una subbaseA = fA� j � 2 �g pierde
algo de control sobre los conjuntos abiertos que se generan pues estos últimos se
construyen usando intersecciones finitas deA�’s en lugar de losA�’s en sı́ mismos.
Sin embargo, en algunos casos es posible generar la topolog´ıa a partir de losA�’s
directamente, utilizando sólo uniones deA�’s. En el ejemplo anterior, si utilizamos
como familia generadoraA2 = f℄a; b[j a < bg entonces se tiene queT (A2)
es la topologı́a usual deR; donde cada abierto se obtiene a partir deunionesde
intervalos abiertos finitos. Esta forma de construir los abiertos es más conveniente
pues sólo requiere uniones, pero para que sea posible se necesita que la familia
generadora inicial satisfaga ciertas propiedades. El objetivo de la siguiente sección
es estudiar esta situación con m’as profundidad, de modo tal que el proceso de
dotar a un conjunto de una topologı́a esté bien caracterizado.

2.3 Bases de abiertos

Dado un espacio métrico(X; d) es fácil ver que siT (d) es la topologı́a inducida
por d entoncesA 2 T (d) , existe una familia de bolas abiertasfBd(xi; ri)gi2I
tal queA = [i2IBd(xi; ri): En efecto la implicancia(() es inmediata gra-
cias a la propidedad de estabilidad bajo uniones arbitrarias de miembros de la
topologı́a. Para probar()) recordemos que siA es abierto paraT (d) entonces8x 2 A;9rx > 0 : Bd(x; rx) � A luegoA = [x2A � [x2ABd(x; rx) � A, y
por lo tantoA = [x2ABd(x; rx): Esto significa que las bolas abiertas son suficien-
tes para generar todos los conjuntos abiertos para la topologı́aT (d); lo que motiva
la siguiente definición.
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Definición 2.3.1 (Base.)Sea(X;T ) un espacio topológico. Una familiaB � T
se diŕa unaBaseparaT si cada conjunto abierto es una unión de miembros deB
i.e. 8U 2 T ;9fBigi2I � B tal queU =[i2IBi:
De este modoT = fSi2I Bi dondefBigi2Ig es una familia arbitraria de conjun-
tos enB:
Ejemplo 2.3.1 � T es una base paraT� SeaD la topoloǵıa discreta enX: EntoncesB = ffxg j x 2 Xg es la

base ḿas pequẽna paraD: en efecto, siB0 es una base paraD = P(X)
entonces dadox 2 X; fxg = [i2IBi para alguna familiafBigi2I � B0; y
por lo tanto9i 2 I : Bi = fxg: Aśı, 8x 2 X; fxg 2 B0 y , en consecuencia,D � B0: Por otra parte,8U 2 P(X) se tiene queU = [x2Ufxg; de modo
queD es una base paraP(X):� Dado un espacio ḿetrico (X; d) se tiene queB = fBd(x; r) j x 2 X y r > 0g
es una base paraT (d): en particular, la topoloǵıa usual deR tiene co-
mo una posible base (no es laúnica, por supuesto) la familia de intervalos
abiertosB = f℄x� Æ; x+ Æ[j x 2 R y Æ > 0g = f℄a; b[j a; b 2 Rg:

Las familias de una topologı́a que le sirven como base estáncaracterizadas me-
diante el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1Sea(X;T ) un espacio topológico yB � T : Son equivalentes

1. B es una base paraT
2. (8U 2 T )(8x 2 U)(9B 2 B)(x 2 B � U)

Ejemplo 2.3.2 Rn con la topoloǵıa usual admite unabase numerable.
SeaU � Rn un abierto y seax 2 U ; existe entoncesr > 0 tal queB(x; r) � U:
Podemos asumir quer 2 Q: Por otra parte, es facil verificar que existe�x 2 Qn
tal quekx� �xk � r=3: Comoky�xk � ky� �xk+ k�x�xk � ky� �xk+ r=3;
se tiene quex 2 B(�x; r=2) � B(x; r) � U
Aśı, B = fB(�; r) j � 2 Qn y r > 0 conr 2 Qg es una base numerable para la
topoloǵıa usual deRn: en particular
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� todo abierto deRn es la uníon de a lo ḿas una cantidad numerable de bolas
abiertas.� si T es la topoloǵıa usual deRn; entoncesjT j = 2�0

Teorema 2.3.2SeaB � T un a base paraT : Entonces un conjuntoA es abierto
si y śolo si para cadax 2 A existeU 2 B conx 2 U � A
Este resultado proporciona una forma muy conveniente de verificar si un conjunto
dado constituye un abierto. ComoT es una base paraT , entonces podemos aplicar
este criterio tomandoB = T ; lo que suele ser útil en la práctica.

SeaA � P(X) una familia de subconjuntos deX y consideremos la topolog’ia
generada porA, denotadaT (A) (ver teorema 2.2.1). Es decir,A es por definici’on
una subbase paraT (A): como ya hemos mencionado, el principal inconveniente
es tener que considerar intersecciones finitas de elementosenA; lo que implica la
caracterización de los conjuntos abiertos. Sin embargo, en ciertos casos ocurre que
la familia inicialA śı es una base deT (A): A modo de ilustración, la familiaA1 = f℄�1; b[j b 2 Rg [ f℄a;1[j a 2 Rg
es una subbase para la topologı́a usual deR pero no es una base para esta topo-
logı́a, mientras que la familiaA2 = f℄a; b[j a < bg resulta ser una base para la
misma topologı́a. Nos gustarı́a tener un criterio que nos permitiera saber a priori
cuando una familia de conjuntos es base de la topologı́a que genera. En virtud del
teorema 2.3.2, tenemos que dada una baseB de una topologı́aT entonces para to-
doB1; B2 2 B y para todox 2 B1 \B2; existeB 2 B tal quex 2 B � B1 \B2:
Esta propiedad necesaria es en realidad suficiente, como lo establece el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.3SeanX 6= ? yA � P(X) una familia de subconjuntos que satis-
face la siguiente propiedad:(8U1; U2 2 A)(8x 2 U1 \ U2)(9U 2 A)(x 2 U � U1 \ U2)(2.1)

x

Ur/2

r

ξx
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EntoncesB = A [ f?g [ fXg es una base para la topologı́a generada porA ,
que denotaremosT (A) y que es la topoloǵıa más pequẽna que contiene aA:
Para especificar una topologı́a a partir de una base se suele comenzar por definir
para cadax 2 X una familia distinta de?; fU�(x) j � 2 �(x)g conx 2 U�(x)
para todo� 2 �(x) (llamada “base en x”) y luego se verifica que la familiaB =fU�(x) j � 2 �(x); x 2 Xg satisface (2.1). En este caso, comox 2 U�(x) se tiene
que el conjuntoX puede escribirse como una unión de miembros deB: Si además
admitimos la posibilidad de uniones vacı́as, entonces? también se obtiene como
una unión. De este modo, y en virtud del teorema anterior, lafamilia B resulta ser,
ella misma, una base para la topologı́a que genera:T (B):
Ejemplo 2.3.3 SeaC([0; 1℄;R) = ff : [0; 1℄ ! R j f es continuag: Para cadaf 2 C y " > 0; definamosM(f; ") := fg 2 C([0; 1℄;R) j Z 10 jf(t)� g(t)jdt < "g
La familia fM(f; ") : f 2 C([0; 1℄;R)g es una base para una topologı́a M enC([0; 1℄;R): En efecto, sih 2M(f; ") \M(g; �) seanrf := Z 10 jf(t)� h(t)jdt

yrg := Z 10 jf(t)� g(t)jdt
r

ε ξ

gf
h

rf
rg

y seaÆ = minf"�rf ; ��rgg; entoncesÆ > 0 (por qúe?) yM(h; Æ) �M(f; ")\M(g; �) pues' 2M(h; Æ) ) Z 10 jf(t)� '(t)jdt� Z 10 jf(t)� h(t)jdt + Z 10 jh(t) � '(t)jdt< rg + Æ � rf + ("� rf ) = "
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as’i ' 2M(f; "); y similarmente,' 2M(g; �):
Podemos definir otra topologı́a U enC([0; 1℄;R) al usar como base la familia de
conjuntosfU(f; ") j f 2 C([0; 1℄;R); " > 0g dondeU(f; ") := fg 2 C([0; 1℄;R) j supt2[0;1℄jf(t)� g(t)j < "g
(¡Verificar!)

Aunque cada base enX genera una única topologı́a, distintas bases pueden dar
origen a una misma topologı́a. Estudiemos cuando esto ocurre.

Definición 2.3.2 (Bases Equivalentes)Dos basesB y B0 enX se dicenEquiva-
lentessi T (B) = T (B0)
Teorema 2.3.4Dos basesB y B0 enX son equivalentes si y sólo si se tienen las
siguientes dos condiciones:

1. (8U 2 B)(8x 2 U)(9U 0 2 B0)x 2 U 0 � U:
2. (8U 0 2 B0)(8x 2 U 0)(9U 2 B)x 2 U � U 0:

Si s’olo se tiene (1) entoncesT (B) ( T (B0), esto es,T (B) es un subconjunto
propio deT (B0)
Ejemplo 2.3.4 Es posible demostrar que enRn todas las normas son equivalen-
tes, es decir, se tiene que siN1 : Rn ! [0;1[ yN2 : Rn ! [0;1[ son dos normas
entonces existen dos constantes
1; 
2 > 0 tales que8x 2 Rn; 
1N1(x) � N2(x) � 
2N1(x)
Veremos una demostración de este resultado cuando estudiemos con más profun-
didad los espacios normados; por ahora, aceptemoslo como cierto (y) De acuerdo
al ejemplo (2.2.3), para dotar aRn de una topoloǵıa podemos utilizar como base
las siguientes familias de bolas abiertasB1 = fB1(x; r) j x 2 Rn; r > 0g
o B2 = fB2(x; r) j x 2 Rn; r > 0g
donde B1(x; r) = fy 2 Rn j N1(y � x) < rg
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y B2(x; r) = fy 2 Rn j N2(y � x) < rg:
En virtud de la equivalencia de las normas, se tiene que ambasbases determinan
la misma topoloǵıa. En efecto, dador > 0 se tiene queB2(x; 
1r) � B1(x; r) �B2(x; 
2r) y del teorema (2.3.4) se deduce queT (B1) = T (B2): Como en parti-
cualr podemos tomar N1(x) = kxk2 =vuut nXi=1 x2i
la norma Euclidiana, deducimos que todas las normas enRn inducen la misma
topoloǵıa, llamada topoloǵıa Euclidiana.(y) A modo de ilustraci’on, consideremos la norma Euclideanak�k2 y la norma
infinito kxk1 = max1�i�njxij:
Evidentemente, kxk1 � kxk2 � pnkxk1
y se tiene que toda “caja abierta” enRn para la norma infinito contiene una “bola
abierta” y est’a contenido en una.

r

2r

Una situación diferente ocurre en dimensión infinita, como lo ilustra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.3.5 Las topoloǵıas M y U en C([0; 1℄;R) no son iguales: se tiene
queM ( U ; i.e., U estrictamente ḿas fina queM (ver ejemplo (??) para las
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definiciones deM y U). En efecto, sea' 2 M(f; ") y definimosr := R 10 jf(t) �'(t)jdt; si g 2 U('; "� r) se tiene queZ 10 jg(t) � f(t)jdt � Z 10 jg(t) � '(t)jdt+ Z 10 j'(t)� f(t)jdt� Z 10 ("� r)dt+ r = "� r + r = "
aśı queU('; "� r) �M(f; "); lo que demuestra queM� U gracias al teorema
(2.3.4). Por otra parte consideremos la función nula 0(t) = 0: y seaffng 2C([0; 1℄;R) la familia de funcionesfn(t) = tn; tenemos quesupt2[0;1℄jfn(t)� 0(t)j = supt2[0;1℄jtnj = 1:
y ademas Z 10 jfn(t)� 0(t)jdt = 1n+ 1 :
Esto significa que para todo" > 0 a partir de ciertoN = N(") se tiene quefn 2 M(0; ") 8n � N; perofn =2 U(0; 1) lo que prueba queno existe" > 0 tal
queM(0; ") � U(0; 1): Aśı, la condicíon (2) del teorema (2.3.4) no se tiene.

2.4 Bases de vecindades

Otra forma de dotar a un conjuntoX 6= ? de una estructura topológica proviene
de la noción de vecindad

Definición 2.4.1 (Vecindad)Sea(X;T ) un espacio topológico, Seax 2 X: Un
conjuntoN 2 P(X) se dice vecindad dex si existe un abiertoU 2 T tal quex 2 U � N
Hay que tener cuidado con el término “vecindad”, pues uno podrı́a pensar erróneamente
que para que un subconjuto deX sea vecindad de un punto es necesario que sea pe-
queño de modo tal que sus elementos estén muy próximos entre sı́. Sin embargo, la
definición anterior nos dice que en realidad para que un subconjunto sea vecindad
de un punto se requiere que sea lo suficientemente “grande” como para contener
un abierto que a su vez tiene al punto como uno de sus elementos. En particular,
comoX 2 T ; se tiene queX es vecindad de todos sus elementos. Por otra parte,
si x 2 Rn entoncesfxg no es vecindad dex si utilizamos la topologı́a usual (im-
posible quefxg contenga una bola abierta) mientras que sı́ lo es si consideramos
la topologı́a discreta.
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Proposición 2.4.1 Sea(X;T ) un espacio topológico. Entonces,V 2 T si y s’olo
si V es vecindad de todos sus puntos.

Dadox 2 X; anotemos porNx al conjunto de vecindades dex; i.e.Nx := fN � X j (9U 2 T )x 2 U � Ng;
el cual satisface las siguientes propiedades (cuya demostración queda como ejerci-
cio):

N0 X 2 Nx
N1 (8N 2 Nx)x 2 N
N2 (8N1; N2 2 Nx)N1 \N2 2 Nx
N3 (8N 2 Nx)N � N 0 ) N 0 2 Nx
N4 (8N 2 Nx)(9N 0 2 Nx)N 0 � N ^ (8y 2 N 0)N 0 2 Ny (Toda vecindad dex

contiene una vecindad dex que es, a su vez, vecindad de todos sus puntos)

Lo interesante de estas propiedades es que caracterizan lasvecindades de una to-
pologı́a

Proposición 2.4.2 SeaX 6= ? y (Nx)x2X una familia de subconjuntos deP(X)
que satisface para cadax 2 X; N0, N1, : : : , N4. Entonces, existe unáunica
topoloǵıa T sobreX tal que8x 2 X; Nx es el conjunto de vecindades dex en(X;T )
Definición 2.4.2 (Base de Vecindades)Sea(X;T ) un espacio topológico y seax 2 X: Un conjuntoBx � Nx se diceBase de Vecindadesdex o Sistema Funda-
mental de Vecindadesdex si (8N 2 Nx)(9N 0 2 Bx)N 0 � N
Notemos que siBx es una base de vecindades dex entonces se tiene:

BN1 (8N 2 Bx)x 2 N
BN2 (8N1; N2 2 Bx)(9N 2 Bx)N � N1 \N2
BN3 (8N 2 Bx)(9N̂ 2 Bx)(8x̂ 2 N̂)(9N 0 2 Bx̂)N 0 � N
Ejemplo 2.4.1 EnR con la topoloǵıa usual. Six 2 R entonces� Bx = f℄x� "; x+ "[j " > 0g� B0x = f℄x� 1n ; x+ 1n [j n 2 N n f0gg
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� B00x = f[x� 1n ; x+ 1n ℄ j n 2 N n f0gg
son todas bases de vecindades dex
Proposición 2.4.3 Dada una familia no vaćıa (Bx)x2X de subconjuntos deP(X)
que satisface para cadax 2 X; BN1,BN2 y BN3, existe unáunica topoloǵıa T
enX tal que(8x 2 X);Bx es base de vecindades dex
2.5 Operaciones topoĺogicas elementales

Consideremos el espacio topológico(X;T ); el cual permanecerá fijo a travez de
esta sección excepto en los ejemplos.

Definición 2.5.1 (Interior) SeaA � X: El interior Int(A) deA es el conjunto
abierto mas grande contenido porA; esto es,Int(A) =[fV j (V es abierto) ^ (V � A)g:
Tambien se suele anotar por

ÆA
Ejemplo 2.5.1 � EnR con la topoloǵıa usual:

– Int(℄0; 1[) =℄0; 1[
– Int(℄0; 1℄) =℄0; 1[
– Int(f 1n j n 2 N�g) = ?� En el espacio de Sierpinski (2.2.1)

– Int(f0g) = f0g
– Int(f1g) = ?� EnR2 con la topoloǵıa usual:

– Int([0; 1℄2) =℄0; 1[2
– Int(f(x; 0) j 0 < x < 1g) = ?

Propiedades:

1. A es abierto, A = Int(A)
2. x 2 Int(A), (9N 2 Nx)N � A
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3. Int(Int(A)) = Int(A)
4. A � B ) Int(A) � Int(B)
5. Int(A \B) = Int(A) \ Int(B)
6. Int(A [B) � Int(A) [ Int(B)

Definición 2.5.2 (Conjunto Cerrado) Un subconjuntoA � X se diceCerradosiA
 = X nA es un abierto.

Ejemplo 2.5.2 � En R con la topoloǵıa usual [a; b℄ es cerrado, en confor-
midad con la terminoloǵıa habitual. Similarmente℄ � 1; b℄ y [a;1[ son
cerrados, tambíen lo sonfx0g conx0 2 R yN� En general los conceptos de conjunto “abierto” y “cerrado” no son exclusi-
vos ni exhaustivos: en todo espacio topológico (X;T ); ? yX son abiertos
y cerrados, mientras que enR; [0; 1[ no es ni abierto ni cerrado. Similar-
mente, en(X;P(X)) todo conjunto es abierto y cerrado, y en(X; f?;Xg)
los singletonsfxg conx 2 X no son ni abiertos ni cerrados sijXj > 1:� EnR2 con la topoloǵıa usualf(x; 0) j 0 < x < 1g no es ni abierto ni
cerrado; sin embargof(x; 0) j 0 � x � 1g es cerrado (¡verificarlo!)

Propiedades:

1. Estabilidad bajo intersecciones arbitrarias: sifFigi2I es una familia arbitra-
ria de cerrados entonces\i2IFi es cerrado.

2. Estabilidad bajo uniones finitas: sifFigi2I es una familia finita de cerrados
entonces[i2IFi es cerrado.

3. ? y X son cerrados.

Definición 2.5.3 (Adherencia)SeaA � X: La adherenciaA deA es el conjunto
cerrado ḿas pequẽno que contiene aA; ésto es,A = fF j (F es cerrado) ^ (F � A)g:
Tambíen se suele anotar porAdh(A):
Ejemplo 2.5.3 � EnR con la topoloǵıa usual,

– ℄0; 1[ = [0; 1℄
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– ℄0; 1℄ = [0; 1℄
– f 1n j n 2 N�g = f0g [ f 1n j n 2 N�g� En el espacio de Sierpinski

– f0g = f0; 1g
– f1g = f1g� EnR2 con la topolog’ia usualf(x; 0) j 0 < x < 1g = f(x; 0) j 0 � x � 1g

Propiedades

1. A � A
2. A es cerrado, A = A
3. A = A
4. A � B ) A � B
5. A [B = A [B
6. A \B = A \B
7. A = (Int(A
))
; Int(A) = (A
)

8. A = fx 2 X j (8N 2 Nx)N \A 6= ?g

Definición 2.5.4 (Frontera) SeaA � X: La fronteraFr(A) deA esA \A

Ejemplo 2.5.4 � EnR con la topoloǵıa usual,

– Fr(℄0; 1[) = f0; 1g
– Fr(℄0; 1℄) = f0; 1g
– Fr(f 1n j n 2 N�g) = f0g [ f 1n j n 2 N�g� En el espacio de Sierpinski,

– Fr(f0g) = f1g
– Fr(f1g) = f1g
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� EnR2 con la topoloǵıa usualFr(f(x; 0) j 0 < x < 1g) = f(x; 0) j 0 � x � 1g
Propiedades:

1. Fr(A) = A n Int(A)
2. Fr(A) \ Int(A) = ?
3. Adh(A) = Fr(A) [ Int(A)
4. Fr(A) = fx 2 X j (8N 2 Nx)N \A 6= ? ^N \A
 6= ?g

Definición 2.5.5 (Derivado) SeaA � X: El derivadoA0 deA es el conjunto defi-
nido por A0 := fx 2 X j (8N 2 Nx)N \ (A n fxg) 6= ?g:
Los elementos deA0 se llamanPuntos de Acumulacióno deAdherenciadeA
Ejemplo 2.5.5 � EnR con la topoloǵıa usual,

– (℄0; 1[)0 = (℄0; 1℄)0 = [0; 1℄
– f 1n j n 2 N�g0 = f0g� En el espacio de Sierpinski,

– (f0g)0 = f1g
– (f1g)0 = ?� EnR2 con la topoloǵıa usualf(x; 0) j 0 < x < 1g0 = f(x; 0) j 0 � x � 1g:

Propiedades:

1. A = A [A0; en particular,A es cerrado si y s’olo siA0 � A
2. A0 = fx 2 X j x 2 A n fxgg

Para finalizar esta sección, consideraremos un clase especial de subconjuntos deX:
Definición 2.5.6 (Densos)Se dice queA esdensoenX si A = X: Claramente,X es denso enX y de hecho es eĺunico conjunto cerrado que es denso.
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Ejemplo 2.5.6 � EnR con la topoloǵıa usual, el conjuntoQ es denso. Ḿas
generalmente el conjunto de puntos enRn con todas sus coordenadas ra-
cionales es denso enRn con la topoloǵıa usual.� En el espacio de Sierpinskif0g es denso.

Proposición 2.5.1 los siguiente enunciados son equivalentes

1. D es denso enX
2. SiF es un subconjunto cerrado enX yD � F; entoncesF = X
3. SiU 6= ? es un abierto enX entoncesD \ U 6= ?
4. Int(D
) = ?

Definición 2.5.7 Un espacio topoĺogico se diceseparablesi contiene un subcon-
junto numerable denso.

Ejemplo 2.5.7 EnR con la topoloǵıa usual, el conjuntoQ de los ńumeros racio-
nales y el conjuntoIde los irracionales son ambos densos. ComoQ es numerable,R es separable. Similarmente,Rn con la topoloǵıa usual tambíen es separable
(conjunto numerable densoQn).

Proposición 2.5.2 Sea(X; d) un espacio ḿetrico. Las siguientes propiedades son
equivalentes

1. La topoloǵıa T (d) inducida por la ḿetrica d es base numerable

2. (X;T (d)) es separable.

2.6 Subespacios topológicos: Topoloǵıa traza

Definición 2.6.1 (Topoloǵıa Traza) Sea(X;T ) un espacio topológico y seaY �X un subconjunto no vacı́o. LaTopologı́a Trazao InducidaTY sobreY esTY := fU \ Y j U 2 T g(= \T \ Y 00)
y a (Y;TY ) se le llamaSubespacio Topológicode(X;T ):
Observacíon: La verificación de queTY ası́ definido es una topologı́a sobreY
queda como ejercicio.
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Ejemplo 2.6.1 � SeaY = [0; 1[[f2g � R; ésteúltimo dotado de la topologı́a
usual. los siguientes subconjuntos deY son abiertos para la topologı́a traza:f2g, todos los intervalos abiertos℄a; b[� [0; 1[; todos los intervalos de la
forma[0; a[ ( éstos son vecindades de 0 enY pero no enR). El subconjunto[0; 1[ es abierto y cerrado enY: Notemos que los abiertos y cerrados en(Y;TY ) no necesariamente son abiertos y cerrados enR con la topoloǵıa
usual.� Se defineR extendido aR de la siguiente manera: al conjunto de los
números realesR; adjuntamos dos puntos+1 y �1 definiendoR :=R [ f�1;1g: dotado de la topoloǵıa T generada por la siguiente familia
de conjuntos: [�1; a[:= f�1g [ fx 2 R j x < ag
y ℄a;1℄ := f1g [ fx 2 R j x > ag;
con a 2 R: Intuitivamente,(R;TR); dondeTR es la topoloǵıa traza. in-
ducida porT ; no es otra cosa queR con la topoloǵıa usual. De hecho,
ésto es efectivamente ası́, como se desprenderá del siguiente resultado gene-
ral.(Teorema 2.6.1 (1))

Teorema 2.6.1Sea(X;T ) un espacio topológico e(Y;TY ) un subespacio. En-
tonces

1. SifU� j � 2 �g es una base (resp. subbase) paraT ; entoncesfU� \ Y j� 2 �g es una base (resp. subbase) paraTY
2. SeaA � Y: Entonces,A es cerrado con respecto aTY si y śolo siA = F\Y

conF cerrado con respecto aT
3. AY = A \ Y ; (A0)Y = A0 \ Y ; Int(A) \ Y � IntY (A); Fr(A) \ Y �FrY (A)

Ejemplo 2.6.2 � EnR2;R puede identificarse con el subconjuntoR�f0g �R2:Como la topoloǵıa usual deR2 tiene como base los rectangulos abiertos℄a; b[�℄
; d[; entonces la topologı́a traza sobreR�f0g tiene como base la fa-
milia f℄a; b[�f0g j a < bg: De este modo, el subespacio(R�f0g;TR�f0g)
de(R2;T = Top. usual) es “equivalente” aR con la topoloǵıa usual. Ḿas
adelante daremos una definición precisa de esta equivalencia cuando estu-
diemos homeomorfismos entre espacios topol’ogicos.
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� Un subespacioY � X se llama Subespacio DiscretodeX cuando la
topoloǵıa trazaTY es la topoloǵıa discreta enY (i.e TY = P(X)). Por
ejemplo,Y = f 1n j n 2 N�g es un espacio discreto deR con la topoloǵıa
usual. Notemos queY no es ni abierto ni cerrado enR

Ejemplo 2.6.3 (Subespacios Ḿetricos) Sea(E; d) un espacio ḿetrico y seaF �E con F 6= ?: EntoncesF dotado de la ḿetrica restringida aF � F es un
espacio ḿetrico que de notamos simplemente(F; df ); y adf = d : F �F ! R se
llama ḿetrica inducida. En principio es posible dotar aF de dos topoloǵıas: la
topolog’ia T (dF ) inducida por la ḿetricadf y la topoloǵıa trazaT (d)F inducida
por la topoloǵıa T (d) sobreF: De hecho ambas topologı́as son id́enticas. En
efecto, Bdf (x; r) = fy 2 F j d(y; x) < rg= fy 2 F j d(y; x) < rg \ F= Bd(x; r) \ F 2 T (d)F ; 8x 2 F:
Ahora bien, ComofBdf (x; r) j x 2 F; r > 0g es una base paraT (dF ), dedu-
cimos queT (dF ) � T (d)F : Reciprocamente, siA � F es tal queA 2 T (d)F
entonces9U 2 T (d) tal queA = U \ F: luego,8x 2 A se tiene que exister > 0
tal que Bdf (x; r) = Bd(x; r) \ F � U \ F = A;
y en consecuencia,A 2 T (dF ):
Ya hemos visto que los abiertos de un subespacio no necesariamente son abiertos
en el espacio entero. El siguiente resultado clarifica cuando esto ocurre.

Proposición 2.6.1 SeaY un subespacio deX: Si A � Y es abierto (resp. ce-
rrado) enY e Y es abierto (resp. cerrado) enX; entoncesA es abierto (resp.
cerrado) enX
Finalmente tenemos la siguiente propiedad de transitividad

Proposición 2.6.2 Un subespacio de un subespacio es un subespacio del espacio
entero.

2.7 Axiomas de separacíon

Hasta ahora el único requisito sobre una topologı́a ha sidosatisfacer su definición.
Sin embargo, existen ciertas caracterı́sticas adicionales que son deseables de tener
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en la topologı́a que se está utilizando para el análisis deuna situación en particular.
En esta sección discutiremos los llamados axiomas de separación de Alexandroff
y Hopf, los cuales tienen que ver con c’omo se distribuyen losconjuntos abier-
tos de modo que sean capaces de “separar” diversos tipos de subconjuntos. Como
veremos a travez de algunos ejemplos, siempre es posible encontrar un espacio
topológico queno satisface las propiedades descritas en los axiomas de separa-
ción. Sin embargo, usualmente en las aplicaciones la topologı́a que se “impone”
naturalmente sı́ satisface al menos una propiedad de separación, por muy débil que
sea. A modo de ilustración, observamos que un espacio métrico satisfacetodoslos
axiomas de separación que veremos.

Definición 2.7.1 Un espacio topoĺogico (X;T ) se diceT0 si 8x; y 2 X conx 6=y; 9U 2 T tq o bienx 2 U ey 2 X n U o bienx 2 X n U ey 2 U:
Ejemplo 2.7.1 � DadoX 6= ?; (X; f?;Xg) no es T0. Es decir la topologı́a

grosera tiene “muy pocos” abiertos como para poder separar puntos.� El espacio de Sierpinski(f0; 1g; f?; f0g; f0; 1gg) es T0.(basta tomar U=f
0g).

Definición 2.7.2 Un espacio topoĺogico (X;T ) se diceT1 si 8x; y 2 X conx 6=y; 9U; V 2 T tq x 2 U; y 2 X n U ey 2 V; x 2 X n V
Ejemplo 2.7.2 El espacio de Sierpinskinoes T1 pues eĺunico abierto que contie-
ne a 1 esf0; 1g que tambíen contiene al 0. Sin embargo, si af0; 1g lo dotamos
de la topoloǵıa discreta(f?; f0g; f1gf0; 1gg) entonces śi es T1. Como ejercicio
queda verificar que T1)T0.

Teorema 2.7.1Un espacio topoĺogico (X;T ) esT1 si y śolo si 8x 2 X; fxg =fxg
Definición 2.7.3 Un espacio topoĺogico (X;T ) se diceT2 o Hausdorffsi 8x; y 2X conx 6= y; 9U; V 2 T tq x 2 U; y 2 V yU \ V 6= ?
Lo anterior es equivalente a pedir que sifBxgx2X es una base de vecindades en-
tonces8x; y 2 X; 9Vx 2 Bx; 9Vy 2 By tales queVx \ Vy = ?
Ejemplo 2.7.3 � SeaX un conjunto infinito dotado de la topologı́a “cofinita”

definida por T = fu � X j X n U es finitog [ f?g
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� R con la topoloǵıa usual es Hausdorff o T2: seanx; y 2 R conx 6= y; y
definamos" = jx� yj=2: EntoncesVx =℄x� "; x+ "[ y Vy =℄y� "; y + "[
separanx ey puesVx \ Vy = ?

Definición 2.7.4 � Un espacio topoĺogico (X;T ) se diceregular si 8x 2X;8F � X n fxg conF cerrado,9U; V 2 T tales quex 2 U; F � V yU \ V = ?� (X;T ) se diceT3 si es un espacioT2 regular.

Teorema 2.7.2Un espacio topoĺogico(X;T ) es regular si y śolo si8x 2 X; 8U 2T conx 2 U; 9V 2 T tal quex 2 V � V � U
Ejemplo 2.7.4 R con la topolog’ia usual es regular (¡Verificarlo!).

Definición 2.7.5 � Un espacio topoĺogico(X;T ) se dicenormal si8F1; F2 �X cerrados conF1 \ F2 = ?; 9G1; G2 2 T ; disjuntos , tales queF1 �G1; F2 � G2� (X;T ) se diceT4 si es un espacioT2 normal

Teorema 2.7.3Un espacio topoĺogico(X;T ) es normal si y śolo si8F � X; 8U 2T conF � U; 9V 2 T tal queF � V � V � U
Curiosamente, la implicación [(X;T ) normal) (Y;TY ) normal] en general no es
cierta, pero la construcción de contra–ejemplos requierede topologı́as complicadas
(sobre los ordinales por ejemplo) y no lo haremos.
Obviamente, se tiene que T4)T3)T2)T1)T0
Antes de finalizar esta sección, daremos algunas caracterizaciones equivalentes y
propiedades de los espacios deHausdorffo T2, las cuales bastan para asegurar que
ciertos comportamientos “patológicos” no ocurren.

Teorema 2.7.4Las siguentes propiedades son equivalentes

1. (X;T ) es Hausdorff

2. 8x 2 X; 8y 6= x; 9N 2 Nx(T ) j y 2 X nN
3. 8x 2 X; \fN j N 2 Nx(T )gfxg

Teorema 2.7.5Sea(X;T ) un espacio de Hausdorff. Entonces:

1. Todo subconjunto finito es cerrado

2. x es un punto de acumulación (o de adherencia) deA � X, i.e.x 2 A0, si y
sólo si8N 2 Nx(T ); N \A es finito. (Toda vecindad dex contiene infinitos
puntos deA).
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2.8 Convergencia: sucesiones y redes

La noción de convergencia aparece en el Análisis cuando queremos formalizar la
idea de “acumularse” en torno a un punto, En el caso deR (oRn) con la topologı́a
usual,lo anterior se lleva a cabo en base al concepto desucecíon. En efecto, dadox 2 R tenemos quef℄x � 1n ; x + 1n [gn�1 constituye una base de vecindades dex, por lo que para “acumularse en torno ax” basta con tener un puntoxn en cada
uno de estos intervalos; ası́ como cualquierN 2 Nx contiene a todos los interva-
los ℄x � 1n ; x + 1n [ a partir de cierton suficientemente grande, digamos8n � n0
para cierton0; entoncesxn 2 N; 8n � n0: Como además se puede escoger la
sucesi’on de modo tal quexn 6= x; 8n � 1; entonces concluimos que es posi-
ble acumularse en torno ax sin ser jamás igual a él, estando tan cerca dex como
queramos. Aunque algo vaga, esta breve discución nos permite aventurar que el
concepto de sucesión será muy útil para describir las propiedades topológicas deR; o más generalmente de cualquier espacio topológico que encada punto admite
una base numerable de vecindades. Sin embargo, también podemos adivinar que
cuando no contemos con bases numerábles de vecindades, lassucesiones no serán
suficientes para caracterizar todas las propiedades que nosinteresan, por lo que
será necesario introducir un nuevo concepto más adecuadopara discutir la “con-
vergencia” en tales espacios.

Definición 2.8.1 (Sucesión) Una Sucesíon fXngn2N en un conjuntoX es una
funcíon' : N! X tal que8n 2 N; '(n) = xn:
Decimos que una sucesiónfXngn2N convergeax 2 X para una topologı́aT enX si (8N 2 Nx(T ))(9n0 2 N) : 8n � n0; xn 2 N;
lo que anotamos simbólicamente porxn T! x: cuando la topologı́a se subentiende
sin ambiguedad, escribimos simplementexn ! x:
Decimos quefXngn2N seacumulaenX si(8N 2 Nx(T ))(8n0 2 N)(9n � n0) : xn 2 N:
Cuandoxn ! x decimos quex es un punto ĺımite de la sucesiónfXng; mientras
que cuandofXng se acumula enx; decimos quex es un punto de acumulación defXng:
Teorema 2.8.1Sea(X;T ) un espacio topológico. Six 2 X admite una base
numerable de vecindadesfNng � Nx entonces:8A � X; [x 2 A () 9fXngn2N � A j xn ! x℄
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Definición 2.8.2 (Redes)Un conjuntoD con una relacíon4 se dice dice dirigido
si

1. D 6= ?:
2. 4 es un preorden enD (refleja y transitiva).

3. (8a; b 2 D)(9
 2 D)a 4 
 ^ b 4 
:
Una redfXigi2D en un conjuntoX es una funcíon ' : D ! X con (D;4) un
conjunto dirigido y tal que8i 2 D; xi = '(i):
[Algunos autores escriben(fXigi2D;4) para enfatizar la dependencia de la red del
preorden considerado enD; nosotros no lo haremos ası́ para simplificar la notación,
pero esta dependencia debe tomarse siempre presente].
Decimos quefXigi2D converge ax 2 X para una topologı́aT enX si(8N 2 Nx(T ))(9i0 2 D) j 8j < i0; xj 2 N;
y escribimosxi T! x o simplementexi ! x:
Similarmente decimos que la redfXigi2D se acumula enx 2 X si(8N 2 Nx(T ))(8i 2 D)(9j0 < i; xj0 2 N;
y escribimosxi / x
Ejemplo 2.8.1 � El conjunto de los n’umeros naturalesN dotado del orden

usual es dirigido. Una red con dominioD = N es simplemente una suce-
si’on y las definiciones de convergencia y de acumularse en torno a un punto
coinciden.� Sea(X;T ) un espacio topol’ogico y seax 2 X: Si Bx es una base de
vecindades ex (por ejemplo:Bx = Nx oBx = fU 2 T j x 2 Ug) entonces(Bx;�) es dirigido. En efecto,Bx 6= ? por base,� es un preorden y siV1; V2 2 Bx entonces9V 2 Bx tal queV � V1 \ V2 (por BN2) y ’este
satisfaceV1 � V ^ V2 � V:� SiX tiene la topoloǵıa groseraf?;Xg, entonces8x 2 X; Nx = fXg y
por lo tanto toda red converge a todox 2 X:� SiX tiene la topoloǵıa discretaP(X) entonces8x 2 X; fxg 2 Nx y por lo
tanto una redfxigi2D converge ax si y s’olo si9i0 2 D : 8j < i0; xi = x:
(red estacionaria a partir dei0). Similarmentexi / x si y s’olo si8i 2D 9j0 < i : xj0 = x:
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� SiX es un espacio topológico arbitrario, un ejemplo importante de red con-
vergente es el siguiente: Dadox 2 X y Bx base de vecindades dex or-
denada segunsupseteq de modo que(Bx;�) es un conjunto dirigido. Sea' : Bx ! X una funcíon de selección: 8V 2 Bx; '(V ) � V: enton-
ces la redfxvgV 2Bx con xv = '(V ) satisfacexV ! x: En efecto, dadoN 2 Nx; 9V 2 Bx tal queV � N y 8V 0 2 Bx con V 0 � V tenemosx0V 2 V 0 � V � N:

Teorema 2.8.2Sea(X;T ) un espacio topológico. Entonces:(X;T ) es Hausdorff, Toda red enX converge a lo ḿas a un punto.

Teorema 2.8.3Sea(X;T ) un espacio topológico y seaA � X. Entonces

1. 8x 2 X; x 2 A, 9fxigi2D red enA tal quexi ! x:
2. 8x 2 X; x 2 A0 , 9fxigi2D red enA n fxg tal quexi ! x:
3. A es cerrado, 9fxigi2D red enA; 8x 2 X; [xi ! x) x 2 A℄

Definición 2.8.3 (Subredes)Una redfYjgj2E (con(E;40) un conjunto dirigido)
se dice subred defXigi2D (con (D;4) un conjunto dirigido) si9f : E ! D
(funcíon de combio de ’indice) tal que

1. y = x Æ f; i.e. yj = xf(j); 8j 2 E
2. (8i 2 D)(9j0 2 E)(8j 2 E) : j <0 j0 ) f(j) < i (cuandoj crece,f(j)

tambíen)

Observacíon: una subsucesión de una sucesiónfxngn2N es una subred, pero la
recı́proca no siempre es cierta.

Proposición 2.8.1 Sea(X;T ) un espacio topológico y seafxigi2D � X una red.
Entoncesxi / x 2 X; i.e. x es un punto de acumulación defxigi2D; si y śolo si
existefYjgj2E subred defxigi2D tal queyj ! x:
Proposición 2.8.2 Sea(X;T ) un espacio topológico y seafxigi2D � X una red.
Entoncesxi ! x si y śolo si para toda subredfYjgj2E de fxigi2D existe una
subredfzkgk2F defYjgj2E tal quezk ! x
¿Y que ocurre con las sucesiones? Como ya hemos visto, en general no bastan para
describir todas las propiedades topológicas de un espaciocuyos puntos no admiten
bases de vecindades numerables. Más aún, las sucesiones en espacios topológicos
generales pueden exibir ciertos comportamientos patológicos, como lo muestra el
siguiente ejemplo de R. Arens.
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Ejemplo 2.8.2 SeaX = N�N dotado de la siguiente topologı́a:� Si (m;n) 6= (0; 0)entoncesf(m;n)g es abierto (y define una base de vecin-
dades de(m;n)).� Las vecindadesV � N�N de(0; 0) son los conjuntosV que satisfacen la
sguiente condición: (0; 0) 2 V y 8n 2 N; salvo tal vez un n’umero finito de
ellos, el conjuntofm 2 N j (n;m) =2 V g es finito.

Las siguientes afirmaciones quedan como ejercicio

1. Lo anterior define una topologaT enN � N: el espacio(N � N;T ) es
Hausdorff.

2. Ninguna sucesión enN�N n f(0; 0)g converge a(0; 0)
3. Existe una sucesión enN�N n f(0; 0)g que converge a(0; 0) pero no tiene

subsucesiones convergentes a(0; 0):
De este modo en un espacio topológico general pueden haber sucesiones que se
acumulan en torno a un punto y que sin embargo no tienen ninguna subsucesi’on
que converge a dicho punto. Sin embargo, las sucesiones no exiben tales comporta-
mientos patológicos cuando se trata de otras propiedades ocuando el espacio tiene
propiedades adicionales, como lo establece el siguiente resultado:

Teorema 2.8.4Sea(X;T ) un espacio topológico yfxngn2N una sucesíon enX:
Entonces

1. Para toda subsucesión fxnkgk2N:� (xn ! x)) (xnk ! x)� (xn / x)) (xnk / x)
2. xn ! x si y śolo si toda subsucesión fxnkgk2N contiene a su vez una sub-

sucesíon fxnklgl2N tal quexnkl ! x
3. Supongamos quex admite una base numerable de vecindades. Entoncesxn / x si y s’olo si existe un subsucesi’onfxnkgk2N tal quexnk ! x

Observacíon: En particular, la propiedad 3 es v’alida para todox y (X;T ) es un
espacio m’etrico (i.e T= T(d) para alguna m’etrica enX).
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2.9 Compacidad

En esta sección estudiaremos los espacios topológicos compactos, que juegan un
rol fundamental en practicamente todas las ramas de las matemáticas pues la pro-
piedad que los distingue está asociada a los resultados de “existencia”. Por ejem-
plo, enR con la topologı́a usual la compacidad es lo que hace que noci´on de
continuidad uniforme funcione, asegurando la existencia de máximos y mı́nimos.

Definición 2.9.1 Sea(X;T ) un espacio topológico y seafAigi2I � P(X) una
familia de subconjuntos deX: Decimos quefAigi2I es un recubrimiento deX
si X = [i2IAi: Este recubrimiento se dice abierto si8i 2 I;Ai 2 T : Si I es
finito entonces se dice que el recubrimiento es finito. Un subrecubrimiento es una
subfamiliafAjgj2J conJ � I tal quefAjgj2J tambien es un recubrimiento deX:
M’as generalmente, un refinamiento defAigi2I es otro recubrimientofB�g�2� tal
que(8� 2 Lambda)(9i 2 I)B� � Ai:
Definición 2.9.2 (Compacidad)Un espacio topoĺogico(X;T ) se diceCompacto
si todo recubrimiento abierto deX contiene subrecubrimiento finito.

Ejemplo 2.9.1 � – Si aceptamos que? como subespacio topológico dota-
do de laúnica topoloǵıa posibleP(?) = f?g entonces evidentemente(?; f?g) es compacto

– Más generalmente, siX es un conjunto fin’ito entonces(X;T ) es com-
pacto para todas las posibles topologías T :� – R con la topoloǵia usual no es compacto puesf℄� n; n[j n 2 Ng
es un recubrimiento abierto numerable que no admite ningún subrecu-
brimiento finito.

– (R;T ) conT = T (f[a; b[j a < bg) no es compacto pues el recubri-
miento abierto[�n; n[ no contiene subrecubrimientos finitos.

– (R; cofinita) con cofinita= fA � R j A
es finitog es compacto; en
efecto, cualquier mienbroAi de un recubrimiento abierto deR satisfa-
ceRnAi finito y por lo tantoRnAi est́a contenido en una unión finita
de otros miembros del recubrimiento original. Similarmente cualquier
subespacio topológico de(R; cofinita) es compacto.

Observacíon: En general, la compacidad no es una propiedad hereditaria:los su-
bespacios de un espacio topológico compacto no son necesariamente compactos. A
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modo de ejemplo, veremos que consistentemente con la terminologı́a usual,[a; b℄
es un subespacio compacto de(R;Tusual), sin embargo[a; b[ no es compacto (como
subespacio de[a; b℄; que por transitividad, es lo mismo que
En efecto,f[a; b � (n�a)2n [j n 2 Ng es un recubrimiento abierto de[a; b[ que no
contiene ningún subrecubrimiento finito.
Los ejemplos y observaciones anteriores motivan la siguiente defenición:

Definición 2.9.3 Un subconjuntoY � X se dice compacto en(X;T ) si (Y;TY )
es compacto, dondeTY es la topoloǵıa traza deT enY: De manera equivalemnte,Y es compacto en(X;T ) si y śolo si toda familiafAigi2I � T conY � \i2IAi
admite un subrecubrimiento finito deY i.e. 9J � I finito tal queY � [j2JAj:
Con esta definición podemos decir que? es compacto en cualquier espacio to-
pológico, lo mismo que un conjunto finito siempre es compacto en un e.t,
Es posible dar una caracterización equivalente a la compacidad en t’erminos de
intersecciones de conjuntos cerrados.

Definición 2.9.4 SeaX un conjunto yfAigi2I una familia de subconjuntos deX:
Decimos quefAigi2I tiene la propiedad de intersección finita o(PIF) si (8J � I
finito ) \j2J Aj 6= ?:
Proposición 2.9.1 Sea(X;T ) un e.t. Son equivalentes:

1. (X;T ) es compacto

2. Toda familiafFigi2I de subconjuntos cerrados deX que tiene la(PIF)
satisface\i2IFi 6= ?:

Teorema 2.9.1 1. Si(X;T ) es compacto yF � X es cerrado, entoncesF es
compacto.

2. Si(X;T ) es compacto y Hausdorff yK � X es compacto, entoncesK es
cerrado

Proposición 2.9.2 Sea(X;T ) un espacio topológico Hausdorff.

1. SiA;B � X son conjuntos compactos en(X;T ) tales queA \ B = ?;
entonces existenU; V 2 T tales queA � U; B � V yU \ V = ?

2. SiK � X escompacto en(X;T ) con este ’ultimo espacio regular, entonces8U 2 T conK � U; 9V 2 T tal queK � V � V � U
3. Sea!0 un ordinal inicial y seafK� j � < !0g una familia no–creciente de

subconjuntos compactos no vacı́os de X, i.e.� < � ) K� � K� : Entonces:
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(a) C = \�<!0K� es no vac’io y compacto (Teorema de Cantor)

(b) Para todo abiertoU � C, existe�0 < !0 tal que8� � !0; F� � U:
Teorema 2.9.2Un espacio topoĺogico(X;T ) es compacto si y sólo si toda red enX tiene al menos un punto de acumulación (i.e admite una subred convergente)

Teorema 2.9.3Sea(X;T ) un espacio topológico compacto. Entonces una red
(resp. una sucesión) de puntos enX converge a�x si y śolo si �x es elúnico punto
de acumulacíon de la red (resp. la sucesión).

Teorema 2.9.4 (Bolzano–Weierstrass)Sea(X; d) un espacio ḿetrico. un sub-
conjuntoY � X es compacto en(X; d) si y śolo si toda sucesión de puntos enY
admite al menos un punto de acumulación (i.e tiene una subsucesión convergente).

Definición 2.9.5 Un espacio ḿetrico se dice precompacto si es posible recubrirlo
con un ńumero finito de bolas abiertas de radio arbitrario pero fijo para todas las
bolas.

Proposición 2.9.3 Todo espacio ḿetrico precompacto es separable; en particular
posee una base numerable de abiertos.

Teorema 2.9.5 (Heine–Borel–Lebesgue)SeaR co la topoloǵıa usual. EntoncesK � R es compacto si y sólo si es cerrado y acotado.

2.10 Continuidad

Hasta ahora hemos considerado las propiedades topológicas de un espacio dado.
Ahora nos interesa poder relacionar las propiedades de los diferentes espacios
topológicos. Sean(X;T ) y (X 0;T 0) dos espacios topológicos y consideramos
una funciónf : X ! X 0: Recordemos que ésta induce a su vez dos funcionesf : P(X) ! P(X 0) y f�1 : P(X 0) ! P(X) llamadas función imagen y pre–
imagen respectivamente. De estas,f�1 parece ser la mas apropiada para relacionar
las topologı́as pues preserva las operaciones de uni’on e intersecci’on utilizadas en
la definición de una topologı́a. Ası́ las funciones que nos interesan son aquellas
que satisfacenf�1(T 0) � T de modo quef�1jT : T 0 ! T :
Definición 2.10.1 Sean(X;T ) y (X 0;T 0) dos espacios topológicos. una funcíonf : X ! X 0 se diceContinuasi 8u 2 T 0; f�1(U) 2 T : (i.e. la preimagen o
imagen inversa de un abierto enX 0 es a su vez un abierto enX).

Ejemplo 2.10.1
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Notación: Escribimosf : (X;T ) ! (X 0;T 0) para enfatizar la dependencia para
la continuidad de las topolog’ias consideradas. si éstas ´ultimas están impĺıcitas,
escribimos simplementef : X ! X 0:
Proposición 2.10.1 Composicíon Sif : (X;T )! (X 0;T 0) y g : (X 0;T 0)! (X 00;T 00) son continuas entoncesg Æ f : (X;T )! (X 00;T 00)

es continua.

Restrición del dominio Sif : (X;T )! (X 0;T 0) es continua eY � X entoncesf jY : (Y;TY )! (X 0;T 0)
es continua

Restricción de la imagen Sif : (X;T )! (X 0;T 0) es continua entoncesf : (X;T )! (f(X);T 0f(X))
es continua.

Teorema 2.10.1Seaf : (X;T )! (X 0;T 0) una funcíon. las siguientes propieda-
des son equivalentes:

1. f es continua.

2. 8F � X 0 cerrado,f�1(F ) es cerrado en(X;T ):
3. La imagen inversa de cada miembro de una subbase (o base ) para (X 0;T 0)

es un abierto en(X;T ) ( no necesariamente un miembro de una subbase o
base para(X;T ))

4. 8x 2 X; 8N 0 2 Nf(x)(T 0);9N 2 Nx(T ) j f(N) � N 0
5. f( �A) � f(A) para todoA � X
6. f�1(B) � f�1( �B) para todoB � X 0

Observacíon: En (4) basta tomarN 0 en un sistema fundamental de vecindades def(x): (o base de vecindades que es lo mismo).
La propiedad (4) anterior caracteriza la continuidad de un funci’on a partir de un
comportamiento “local”, motivando la siguiente definici’on:
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Definición 2.10.2 Una funcíon f : (X;T ) ! (X 0;T 0) se dice continua enx0 2X si8N 0 2 Nf(x0);9N 2 Nx0 : f(N) � N 0 (, 8N 0 2 Nf(x0); f�1(N 0) 2 Nx)
Desde este punto de vista, la equivalencia (1)() (4) en el teorema 2.10.1 dice
que una función es continua ssi la función es continua en cada punto del espacio.

Ejemplo 2.10.2

Proposición 2.10.2 Sean(X;T ); (X 0;T 0) dos espacios topológicos. una funcíonf : X ! X 0 es continua enx0 2 X ssi para toda redfxigi2D enX, xi ! x0 )f(xi)! f(x0):
Observacíon: En el caso de espacios métricos, la proposición anteriores válida
con “red” reemplazado por “sucesión”.

Proposición 2.10.3 Una funcíon f : (X;T ) ! (X 0;T 0) se dice abierta (resp ce-
rrada) si la imagen de cada conjunto abierto (resp cerrada) enX 0
Ya hemos visto que una función continua no necesariamentees abierta (ni cerrada)
y que una función abierta (o cerrada) no tiene por qué ser continua. El siguiente
ejemplo muestra que en general una función abierta no necesita ser cerrada, de don-
de se concluye que los conceptos “función abierta”, “función cerrada” y “función
continua” son independientes.

Ejemplo 2.10.3

Proposición 2.10.4 Seaf : (X;T )! (X 0;T 0) una funcíon cerrada (resp. abier-
ta). Dado cualquier subconjuntoA � X 0 y cualquier abierto (resp. cerrado)U tal
quef�1(A) � U , existe un abierto (resp. cerrado)V � A tal quef�1(V ) � U
Teorema 2.10.2Seaf : (X;T ) ! (X 0;T 0) una funcíon. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

1. f es abierta

2. f(Int(A)) � Int[f(A)℄
3. SiB es una base de abiertos de(X;T ) entonces:8U 2 B; f(U) 2 T 0
4. 8x 2 X;8N 2 Nx; 9N 0 2 Nf(x) : N 0 � f(N)
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2.10.1 Homeomorfismo

Definición 2.10.3 (Homeomorfismo)Una funcíon biyectiva y continuaf : (X;T )!(X 0;T 0) tal quef�1 : (X 0;T 0) ! (X;T ) tambíen es continua, se llamaHomeo-
morfismode(X;T ) sobre(X 0;T 0), en cuyo caso se denota(X;T ) �= (X 0;T 0) y
se dice que ambos espacios son homeomorfos entre sı́.

Ejemplo 2.10.4

Observemos que un homeomorfismo es una función abierta (gracias a la continui-
dad de la inversa), por lo que sif : (X;T ) ! (X 0;T 0) es un homeomorfismo
entonces se tiene simultaneamente dos biyecciones, una entre espacios y otra entre
topologı́as. En efecto, tantof : X ! X 0 como la función inducidaf jT : T ! T 0
son biyectivas. En particular cualquier propiedad de(X;T ) expresada en términos
de operaciones conjuntistas de conjuntos abiertos (esto es, cualquier propiedad to-
pológica de(X;T ) ) es también válida para(X 0;T 0): Esto motiva lo siguiente:

Definición 2.10.4 Una propiedadP de un espacio topológico se dice “propiedad
topoĺogica” o “invariante topoĺogico” si P se preserva (no varı́a) bajo homeo-
morfismos.

Observacíon: La propiedad de ser homeomorfos define una relación de equiva-
lencia�= en la clase de todos los espacios topológicos. Las clases deequivalencia
asociadas a esta relación se llaman “tipos de homeomorfismos”, de modo que la
topologı́a estudia los invariantes de los tipos de homeomorfismos.
Los homeomorfismos pueden ser útiles para reducir un problema dado a uno más
simple: un espacio topológico cuya construcción aparentemente es muy compli-
cada puede ser eventualmente homeomorfo a uno mas familiar de modo que las
propiedades topológicas se pueden determinar de manera m´as simple. Desafortu-
nadamente, mostrar que dos espacios topológicos son homeomorfos es en general
un problema dificil. Sin embargo un problema que es algo más simple que el an-
terior y a veces más importante, consiste en determinar si dos espaciosno son
homeomorfos, lo que se suele llevar a cabo exibiendo un invariante que es poseı́do
por sólo uno de los dos espacios.

Caracterización y propiedades de los homeomorfismos

Teorema 2.10.3Seaf : (X;T ) ! (X 0;T 0) una biyeccíon. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo

2. f es continua y abierta
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3. f es continua y cerrada

4. f( �A) = f(A) para todoA � X
El siguiente resultado es útil para establecer que una función dada es un homeo-
morfismo

Teorema 2.10.4Seanf : (X;T ) ! (X 0;T 0) y g : (X 0;T 0) ! (X;T ) dos fun-
ciones continuas tales queg Æ f = IdX y f Æ g = IdX0 : Entoncesg = f�1 y f es
un homeomorfismo.

Observacíon: Aunque trivial hemos querido enunciar este resultado pues: la única
técnica general para probar que una funciónf es un homeomorfismo es simple-
mente exibir una inversa continua. Para los subespacios topológicos tenemos

Teorema 2.10.5Seaf : (X;T ) ! (X 0;T 0) un homeomorfismo. SiA � X
entonces tantof jA : (A;TA) ! (f(A);T 0f(A)) comof jXnA : (X n A;TXnA) !(X 0 n f(A);T 0X0nf(A)) son homeomorfismos.

Finalizamos esta sección estudiando que ocurre con la compacidad bajo transfor-
maciones continuas.

Teorema 2.10.6Seaf : (X;T ) ! (X 0;T 0) un funcíon continua. Supongamos
que(X;T ) es compacto y(X 0;T 0) un e.t. cualquiera. Entonces,f(X) es com-
pacto como subespacio topológico de(X 0;T 0):
Corolario 2.10.1 Seaf : (X;T ) ! (X 0;T 0) una biyeccíon continua. Supon-
gamos que(X;T ) es compacto y que(X 0;T 0) es Hausdorff. Entoncesf es un
homeomorfismo.

2.11 Topologia inducida por una familia de funciones

SeaX un conjunto,el cual queremos “topologizar” siguiendo el siguiente criterio:
dada una familia de funcionesffigi2I ; fi : X ! Yi
con(Yi;Ti) espacios topológicos, nos interesa construir una topologı́a T enX de
modo tal que8i 2 I; fi : (X;T ) ! (Yi;Ti) sea continua. Una manera trivial
de realizar lo anterior es tomar simplementeT = P(X); pero claramente esta
alternativa está lejos de ser satisfactoria en general. Elproblema es en realidad
encontrar la “mejor” topologı́a posible (la mas peque’na omenos fina) que tenga
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la propiedad buscada. Observemos que en principio no es obvio que tal topologı́a
exista. Responderemos el problema de la existencia de una tal topologı́a y de cómo
obtenerla simultáneamente. Primero, para quefi sea continua dada una topologı́aT enX debe tenersef�1i 2 (Ti) � T : Por lo tanto, toda topologı́aT que satisfaga
la propiedad requerida es tal queT � A =[i2I f�1i (Ti) = ff�1i (V ) j i 2 I; V 2 Tig
y en particularT � T (A); la topologı́a generada porA: La topologı́a buscada es
entoncesT (A); que a veces se denota(T (ffigi2I)) para hacer explicita la depen-
dencia de la familia de funciones.

Ejemplo 2.11.1

Observacíon: En general, si hay mas de una funci’on enffigi2I entoncesA =[i2If�1i (Ti) = ff�1i (V ) j i 2 I; V 2 Tig no es topologı́a y es necesario tomar la
topologı́a generada porA
2.11.1 Topoloǵıa producto

Proposición 2.11.1 Seanfi : X ! Yi funciones e(Yi;Ti) espacios topológicos,i 2 I: Sea(T (ffigi2I)) la topoloǵıa inducida porffigi2I enX: Entonces:

1. Si(Z;TZ) es un espacio topológico entoncesf : (Z;TZ) ! (X;T ) es con-
tinua si y śolo si 8i 2 I; fi Æ f : (Z;TZ)! (Yi;Ti)

2. Una redfxjgj2D enX converge ax 2 X () 8i 2 I; fi(xj) ! fi(x)
enYi

3. Siffigi2I “ separa puntos enX” (i.e. 8x; y 2 X conx 6= y; 9i 2 I jfi(x) 6= fi(y) enYi) entonces:8i 2 I; (Yi;Ti) es Hausdorff) (X;T ) es Hausdorff

Ejemplo 2.11.2

Proposición 2.11.2 Sea(X;T ) = (Qi2I Xi;Qi2I Ti) un espacio producto. En-
tonces:

1. 8i 2 I; la i–ésima funcíon proyeccíon pi : X ! Xi es continua y abierta.
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2. (X;T ) es Hausdorff, 8i 2 I; (Xi;Ti) es Hausdorff.

3. Si(Z;TZ) es un espacio topológico entoncesf : (Z;TZ) ! (X;T ) es con-
tinua () 8i 2 I; la funcíon coordenada i–́esimafi = pi Æ f : (Z;TZ)!(Xi;Ti) es continua.

4. Una redfxjgj2D converge ax 2 X () 8i 2 I; la coordenada i–́esimaxji = pi(xj) converge axi = pi(x)
5. SiAi � Xi entonces

Qi2I Ai = Qi2I Ai: En particular, el producto de ce-
rrados es cerrado (a diferencia de lo que ocurre con el producto de abiertos
que en general no es abierto).

6. SiAi � Xi y TAi es la topoloǵıa traza deTi sobreAi; entonces
Qi2I TAi =TQi2I Ai ; es decir, “el producto de la topologı́a traza es la traza de la topo-

loǵıa producto”

Definición 2.11.1 Sea
Qi2I Xi un producto cartesiano arbitrario y seay0 =(y0i )i2I un punto dado. Pracadaj se define el corte en

Qi2I Xi a travez dey0
paralelo aXj como C(y0; j) = Xj �Yi6=jfY 0i g �Yi2I Xi:
Ejemplo 2.11.3

Teorema 2.11.1La funcíon
j : Xj ! C(y0; j) dada por
j(x) = fxg�Qi6=jfy0i g
es un homeomorfismo.

Teorema de Tychonoff

Teorema 2.11.2 (Tychonoff)Seaf(Xi;Ti)gi2I una familia de espacios topológicos
no vaćıos. Entonces(Qi2I Xi;Qi2I Ti) es compacto si y sólo si8i 2 I; (Xi;Ti)
es compacto.

Corolario 2.11.1 Un subconjunto deRn (dotado de la topoloǵia usual) es com-
pacto si y śolo si es cerrado y acotado.

2.11.2 Topoloǵıa cuociente

Ahora estudiaremos el caso en que el espacio a topologizar usando una familia
de funciones es el espacio de llegada. Mas precisamente, seaf(Xi;Ti)gi2I una
familia de espacios topológicos y consideremos una familia de funcionesffigi2I ; fi : Xi ! Y;
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con Y un conjunto fijo. queremos dotar aY de la mejor topologı́aT que hagafi : (Xi;Ti) ! (Y;T ) continua para todoi 2 I: Evidentemente si tomamos la
topologı́a groseraT = f?; Y g entonces se tiene la continuidad de las funcionesfi;
pero en general esta topolog’ia no será satisfactoria, porlo que buscamos refinarla
lo más posible. SeaT una topologı́a que satisface la propiedad buscada, tenemos
queT � fV � Y j 8i 2 I; f�1i (V ) 2 Tig: Más aún, la familiafV � Y j 8i 2I; f�1i (V ) 2 Tig es una topologı́a enY (¡verificarlo!) y obviamente satisface
la propiedad que nos interesa. llamamos a esta última la topologı́a inducida porffigi2I y la denotaremosT (ffigi2I)
Proposición 2.11.3 SeaY dotado de la topoloǵıa inducida por una familia de
funcionesfi : Xi ! Y; i 2 I con(Xi;Ti) espacios topológicos. Entonces:

1. g : (Y;T )! (Z;TZ) es continua ssi.8i 2 I; g Æ fi es continua

2. F � Y es cerrado ssi.8i 2 I; f�1i (F ) es cerrado en(Xi;Ti):
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Ejemplo 2.11.4 (Topoloǵıa Cuociente)
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Proposición 2.11.4 Sea(X;T ) un espacio topológico,R relación de equivalen-
cia enX y f : X ! Y una funcíon compatible conR; i.e 8x; x0 2 X; xRx0 )f(x) = f(x0): Entonces existe unáunica funcíon ~f : X=R ! Y tal quef = ~f Æ '
donde' : X ! X=R es la sobreyección cańonica. Adeḿas, ~f : (X=R;T=R !(Y;T ) es continua ssi.f : (X;T ) ! (Y;TY ) lo es. Ḿas áun, toda funcíong : (X=R;T=R ! (Y;T ) continua es de la formag = ~f para unaúnicaf : (X;T )!(Y;TY ) continua.

2.12 Conexidad

Intuitivamente, un espacio es conexo si consiste de una sola“pieza” en lugar de
varias partes por separado. La formalización de esta simple idea permite desarrollar
ciertas herramientas topológicas muy interesantes en an´alisis.

Definición 2.12.1 (Espacio conexo)Un espacio(X;T ) se diceConexosi no ad-
mite una particíon formada de dos subconjuntos abiertos (no vacı́os y disjuntos).
Un subconjuntoY � X se dice conexo si(Y;TY ) es conexo como subespacio de(X;T ):
Ejemplo 2.12.1

Obsevemos que como los cerrados son los complementos de los abiertos, un espa-
cio conexo tampoco se puede descomponer en dos subconjuntoscerrados no vacı́os
y disjuntos.

Proposición 2.12.1 Son equivalentes

1. X es conexo

2. Losúnicos subconjuntos deX que son simultaneamente abiertos y cerrados
son? yX

3. Sif : (X;T ) ! (f0; 1g; f?; f0g; f1g; f0; 1gg) es continua entoncesno es
sobreyectiva.

La conexidad es un invariante topológico, más aún, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.12.1La imagen continua de un espacio conexo es conexa. es decir, sif : (X;T )! (X 0;T 0) es continua yX es conexo, entoncesf(X) es conexo.

Corolario 2.12.1 (Teorema del valor intermedio) Sif : X ! R es una funci’on
continua uX es conexo entoncesf toma todos los valores entre dos cualquiera que
asume, i.e. sif(x) = a y f(x0) = b cona � b; entonces8
 2 [a; b℄; 9x00 2 X jf(x00) = 
:
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Teorema 2.12.2SeafAigi2I � X una familia de subconjuntos conexos que tie-
nen al menos un punto en común. Entonces,[i2IAi es conexo.

Teorema 2.12.3SeaA � X un subconjunto conexo. Entonces todo conjuntoB
que satisfaceA � B � A es conexo. En particular, la adherencia de un conexo es
conexo.

Teorema 2.12.4Seaf(Xi;Ti)gi2I una familia de espacios topológicos. El espa-
cio producto(QXi;Q Ti) es conexo si y sólo si (Xi;Ti) es conexo para cadai 2 I
Corolario 2.12.2 Rn es conexo, asi como también cualquier producto cartesiano
de intervalos.

Definición 2.12.2 Un subespacio(C;TC) de un espacio topológico (X;T ) se di-
ce Companente conexasi (C;TC) es conexo y no está incluido estrictamente en
ningún otro subespacio conexo.

Teorema 2.12.5Las componentes conexas de(X;T ) forman una particíon del
espacio.

Definición 2.12.3 Un espacio topoĺogico(X;T ) se diceContinuosi es compacto
y conexo.

Definición 2.12.4 � Sea(X;T ) un espacio topológico yx; y 2 X:Un camino
en(X;T ) dex a y es una funcíon continuaf : [0; 1℄ ! X tal quef(0) = x
y f(1) = y� (X;T ) se diceConexo por caminossi cada par de puntos enX puede unirse
mediante un camino en(X;T )

Proposición 2.12.2 Si (X;T ) es conexo por caminos entonces es conexo.
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Figura 2.1: Conjunto conexo peronoconexo por caminos
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Caṕıtulo 3

Completitud En Espacios
Métricos

3.1 Sucesiones de Cauchy y Completitud

Definición 3.1.1 Una sucesíonfxngn2N en un espacio ḿetrico(E; d) es de Cauchy
si 8" > 0;9n0 2 N; : 8n;m � n0 d(xn; xm) < "
Proposición 3.1.1 Toda sucesión convergente en un espacio métrico. (E; d) es de
Cauchy

Definición 3.1.2 Un espacio ḿetrico se diceCompletosi toda sucesión de Cauchy
es convergente.

Teorema 3.1.1Rn con cualquier ḿetrica equivalente a la distancia Euclidiana es
completo.

Obviamente la completitud no es hereditaria a los subespacios sin condiciones adi-
cionales: basta considerar℄0; 1℄ como subespacio deR: Sin embargo:

Proposición 3.1.2 Sea(E; d) un espacio ḿetrico completo. Entonces, dadoF �X; se tiene(F; dF ) es completo ssiF es cerrado en(E; d):
Teorema 3.1.2 (Cantor) Un espacio ḿetrico (E; d) es completo ssi cada vez quefFngn2N es una familia no–creciente(Fn+1 � Fn) de subconjuntos cerrado y no
vaćıos deE tal que limn!1 Æ(Fn) = 0; entonces\n2NFn es un śıngleton.Æ(A) = supfd(x; y) j x; y 2 Ag y se conoce como el diámetro deA:
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3.2 Aplicaciones de la completitud

Muchos problemas en matemáticas pueden formularse como encontrar un puntox 2 E tal quef(x) = x para una funciónf : E ! E y (E; d) un espacio métrico.
Por ejemplo, supongamos queE es un espacio vectorial normado y nos interesa
resolver la ecuación de la formaF (x) = 0 para algúnF : E ! E: Basta definirf(x) = (I + F )(x) = x+ F (x) para que el problema se escriba comof(x) = x:
Un puntox con esta propiedad se llama punto fijo def
Definición 3.2.1 Sea(E; d) un espacio ḿetrico. Una funcíon f : E ! E se dice
unaContracción(relativa ad) si 9� < 1 tal qued(f(x); f(y)) � �d(x; y); 8x; y 2 E
Teorema 3.2.1Sea(E; d) un espacio ḿetrico completo yf : E ! E una con-
tracción relativa ad: Entonces9!�x 2 E tal quef(�x) = �x:
Observacíon:� Más adelante veremos una aplicación de este resultado a laexistencia de

soluciones de una EDO.� La propiedad de ser contractante no se verifica con facilidady en algunos ca-
sos no se tiene, lo que ha motivando la extención de este resultado, al menos
en lo que se refiere a la existencia del punto fijo, en diversas direcciones.

Otra aplicación es el teorema de Categoria de Baire

Definición 3.2.2 Un espacio topoĺogico (X;T ) se dice espacio de Baire si toda
interseccíon numerable de abiertos densos esdenso en(X;T ):
Proposición 3.2.1 Si (X;T ) es un espacio de Baire yF = fFn j n 2 Ng es una
familia numerable de subconjuntos cerrados en(X;T ) tal que[n2NFn = X;
entonces9n0 2 N tal queInt(Fn0) 6= ?
Definición 3.2.3 Un subconjuntoA � X se dice conjunto frontera siInt(A) = ?;
lo que equivale a decir queA � Fr(A); A se dice de primera categorı́a si es la
unión numerable de conjuntos frontera cerrados, y siA no es de primera categorı́a,A se dice de segunda categorı́a.
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Proposición 3.2.2 Si (X;T ) es un espacio de Baire yA � X es de primera cate-
goŕıa, entoncesInt(A) = ?
Teorema 3.2.2 (Baire)Si (X;T ) es un espacio completo entonces es un espacio
de Baire. En particular,X es de segunda categorı́a.

3.3 Compacidad y completitud

Dado(E; d) espacio métrico decimos queA � E es acotado siÆ(A) < +1
Definición 3.3.1 Un espacio ḿetrico(E; d) se dice precompacto o totalmente aco-
tado si para cada" > 0 existe un recubrimiento abierto finito deE mediantecon-
juntos de díametro� ":
Teorema 3.3.1Sea(E; d) un espacio ḿetrico. las siguientes son equivalentes:

1. (E; d) es compacto

2. (E; d) es precompacto y completo

Definición 3.3.2 Un subconjuntoA � X con (X;T ) espacio topoĺogico se dice
Relativamente Compactosi y śolo siA es compacto en(X;T ):
Proposición 3.3.1 Sea(E; d) un espacio ḿetrico.A � E: Entonces:

1. A es precompacto, A es precompacto (ambos dotados de las métricas
inducidas)

2. Si(E; d) es completo entonces:A es relativamente compacto, A es pre-
compacto

3.4 Completacíon

Sea(E; d) un espacio métrico. Supongamos que(E; d) es completo y seaA � E:
Si A no es cerrado entonces(A; dA) no es completo pero( �A; d �A) sı́ lo es.
Notemos que la inclusióni : A ,! A satisfaced �A(i(x); i(y)) = dA(x; y) y quei(A) = A;
y ademas( �A; d �A) es el subespacio completo más pequeño que contiene a(A; dA):
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Definición 3.4.1 Dos espacios ḿetricos(E1; d1) y (E2; d2) se dicenIsométricos
si existe una función' : E1 ! E2 biyectiva tal que8x; y 2 E1; d2('(x); '(y)) = d1(x; y):
La funcíon ' se llama isometrı́a y es un homeomorfismo entre(E1;T (d1)) y(E2;T (d2)): Si la isometŕıa es solo sobreyectiva, entonces(E1; d1) y ('(E2); d2)
śı son isoḿetricos.

Notemos que con esta definición podemos decir que todo subespacio métrico(A; dA)
de un espacio métrico completo es isométrico a un subespacio denso de un espa-
cio completo, que resulta ser( �A; d �A): En realidad esta propiedad es más gene-
ral,comolo establece el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1Todo espacio ḿetrico (E; d) es isoḿetrico a un espacio ḿetrico
denso de un espacio métrico completo. Ḿas precisamente, existe un espacio métrico
completo(Ê; d̂); único salvo isometrı́a, y una inyeccíon isoḿetrica' : (E; d)! (Ê; d̂)
tal que'(E) = Ê:
3.5 Espacio de funciones continuas

SeaX 6= ? un conjunto e(Y;T ) un espacio topológico y consideremos el conjuntoF(X;Y ) = Y X = Yx2X Y = ff : X ! Y j f es funcióng;
el cual puede dotarse de la topologı́a de la “convergencia puntual”, que no es otra
cosa que la topologı́a producto, de modo tal que una redffigi2D � F(X;Y )
converge af 2 F(X;Y ) si y sólo si8x 2 X; fi(x)! f(x):
Algunos subespacios interesantes son:

1. Si(X;TX) es un espacio topológico definimosC(X;Y ) := ff : (X;TX)! (Y;T ) j f es continuag
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2. Si(Y; d) es un espacio métrico, definimosB(X;Y ) := ff : X ! Y j f es acotadag
3. Si(X;TX) es un espacio topológico e(Y; d) es un espacio métricoCb(X;Y ) := ff : X ! Y j f es continua y acotadag

Los cuales podemos dotar de la topologı́a traza de la topologı́a producto, i.e. la
topologı́a de la convergencia puntual.
En adelante supondremos que(Y; d) es un espacio métrico. Dadasf; g 2 B(X;Y );
definimos d1(f; g) = supx2X d(f(x); g(x));
la cual está bien definida pues si fijamosx0 2 X tenemos qued(f(x); g(x)) � d(f(x); f(x0)) + d(f(x0); g(x0)) + d(g(x0); g(x))� Æ(f(X)) + Æ(g(X)) + d(f(x0); g(x0)) <1
Más aún,d1 : B(X;Y )�B(X;Y )! R+[f0g es una métrica (¡vericarlo!), luego(B(X;Y ); d1) es un espacio métrico.

Proposición 3.5.1 Si (Y; d) es un espacio ḿetrico completo entonces(B(X;Y ); d1) tambíen lo es. Ḿas áun, si adeḿas(X;T ) esun espacio topológico
entoncesCb(X;Y ) es un subconjunto cerrado en(B(X;Y ); d1); en particular,(Cb(X;Y ); d1) es completo.

Observacíon: En generalCb(X;Y ) no es cerrado enB(X;Y ) para la topolog’ia
de la convergencia puntual. Por ejemplo,fn : ℄0; 1[! R; fn(x) = minfn; 1xg
converge puntualmente af(x) = 1x ; que no es acotado.

3.6 Compacidad en(C(K;Y ); d1): Teorema de Arzela–
Ascoli

En diversas aplicaciones del análisis la compacidad de subconjuntos de espacios
de funciones juega un rol esencial. En esta sección daremosun criterio util en
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la practica para verificar la compacidad de subconjuntos deC(X;Y ) dotado de la
métrica uniformed1 inducida por el espacio m’etrico(Y; d) en el caso en que(K;T ) es un espacio topológico compacto. Ya hemos visto en la sección (3.3) que
completo y acotado no es un buena caracterización (en efecto, el subconjuntoff 2 C([0; 1℄;R) j kfk1 � 1g � C([0; 1℄;R)
es acotado y cerrado en un completo, luego completo sin embargo no es compacto).
Por otra parte la caracterización completo y precompacto (i.e totalmente acotado)
no siempre es facil de verificar directamente. Intentaremosaprovechar la estructura
particular deC(K;Y ) para caracterizar la compacidad.

Definición 3.6.1 (Equicontinuidad) Sea(X;T ) un espacio topológico e(Y; d)
en espacio ḿetrico. Un subconjuntoA � F(X;Y ) se dice equicontinuo si(8" > 0)(8x0 2 X)(9V = V (x0; ") 2 Nx0)(8x 2 V )(8f 2 A)d(f(x); f(x0)) < ":
Notemos que siA es equicontinuo entoncesA � C(X;Y )
Teorema 3.6.1 (Arzela–Ascoli)Sea(K;T ) un espacio topológico compacto e(Y; d) un espacio ḿetrico completo. Un subconjuntoA � C(K;Y )(= Cb(X;Y ))
es relativamente compacto en(C(K;Y ); d1) si y s’olo si

1. A es equicontinuo

2. (8x 2 K) el conjuntoA(x) = ff(x) j f 2 Ag es relativamente compacto
enY:

3.7 Densidad en(C(K;R); k�k1): Teorema de Stone–Weierstrass

Definición 3.7.1 (Espacio de Banach)SeaE un espacio vectorial (sobre el cuer-
po de los reales o los complejos). Sik�k es una norma enE tal que el espacio(E; k�k) es completo, entonces se dice que(E; k�k) es un espacio de Banach

Observacíon: Si F � E es un espacio vectorial cerrado y(E; k�k) es Banach,
entonces(F; k�k) también lo es

Definición 3.7.2 (Algebra de funciones)SeaK(= R ó C) un cuerpo. Un sub-
conjuntoA � F(X;K); dondeX 6= ? es un conjunto, se dicéalgebra si:

1. 8f; g 2 A; f + g 2 A y f � g 2 A: ((f � g)(x) = f(x) � g(x)).
2. 8� 2 K; 8f 2 A; �f 2 A:
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Ejemplos:� Los polinomios con coeficientes enK(de una o varias variables) forman un
álgebra.� Si ' 2 F(X;K) entonces el álgebraA ms pequeña tal que' 2 A está
caracterizada porA' = f�1'+ � � �+ �n'n j n � 1; �1; : : : ; �n 2 Kg
y se llama el álgebra de funciones generada por': Se puede proceder de ma-
nera análoga para el álgebra generada por la familia'0; : : : ; 'r de funciones
enF(X;K):� Si (X;T ) es un espacio topológico,C(X;K) es un ’algebra.

Definición 3.7.3 Se dice que un subconjuntoA � F(X;K) separa puntos deX
si para todo par de puntosx; y 2 X conx 6= y; existe una función f 2 A tal quef(x) 6= f(y):
Teorema 3.7.1 (Stone–Weierstrass)Sea(K;T ) un espacio topológico compacto
y seaA � C(K;R) unálgebra. SiA contiene a las funciones constantes y ademas

separa puntos deK; entoncesAk�k1 = C(K;R):
Corolario 3.7.1 SeaK � Rn un compacto yn � 1: Toda funcíon continua sobreK a valores reales puede aproximarse uniformemente mediantepolonomios enn
variables, i.e.8f 2 C(K;R); 8" > 0; 9P (x1; : : : ; xn) polinomio tal quekf � Pk1 < "
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Caṕıtulo 4

Espacios de Hilbert

4.1 Definiciones y propiedades b́asicas

La norma de un vector enRn permite medir su “tamaño”. De todas las normas
posibles la que más se aproxima a nuestra idea intuitiva de “longitud” es la norma
euclidiana, que puede definirse a pratir del producto interno usualxty conx; y 2Rn comokxtxk: Pero la noción de producto interno no sólo permite induciruna
norma sino que trae consigue la idea de “ortogonalidad”, cuya generalización a
otros espacios es muy útil en las aplicaciones del Análisis. El objetivo de este
capı́tulo es estudiar las principales propiedades de los espacios vectoriales dotados
de un producto interno.

Definición 4.1.1 SeaE un espacio vectorial sobre un cuerpoK(= R o C): Un
producto interno enE es una funcíon < �; � > : E � E ! K que satisface las
siguientes propiedades:

PI1.- (8x; y; z 2 E) < x+ y; z >=< x; z > + < y; z >
PI2.- (8� 2 K)(8x; y 2 E) < �x; y >= � < x; y >
PI3.- (8x; y 2 E) < y; x >= < x; y >
PI4.- (8x 2 E)[< x; x >� 0 ^ (< x; x >= 0) x = 0)℄
Un par (E;< �; � >) donde< �; � > es un producto interno se dice espacio vecto-
rial con producto interno (e.v.p.i.) o “semi–Hilbert”.

Observemos que si tomamosy = x en (4.1.1) entonces< x; x >= < x; x >,< x; x >2 R;
y en particular la desigualdad en (4.1.1) tiene sentido.
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Definición 4.1.2 Sea(E;< �; � >) un e.v.p.i., definimos laNorma EuclidianaenE mediante k�k : E ! R+ [ f0gx ! kxk = p< x; x >
La funcíonk�k aśı definida resulta ser una norma enE; y diremos que(E;< �; � >)
es unEspacio de Hilbertsi (E; k�k) es completo (i.e.(E; k�k) es un espacio de
Banach ).

Lema 4.1.1 (Cauchy–Schwarz)Sea(E;< �; � >) un e.v.p.i. Entonces8x; y 2 E; j< x; y >j � kxkkyk;
con igualdad ssifx; yg son l.d.

En lo que sigue(E;< �; � >) es un e.v.p.i. yk�k denota la norma Euclidiana
inducida por< �; � >
Un elementox deE se diceVector unitariosi kxk = 1: Obviamente, six 6= 0
entonces xkxk es un vector unitario. Dos elementosx; y 2 E se dicen perpendicu-
lares uOrtogonalessi < x; y >= 0; en cuyo caso escribimosx ? y: Si A � E
es un subconjunto yx 2 E es tal que8y 2 A;< x; y >= 0; escribimosx ? A:
DefinimosA? := fx 2 F j x ? Ag: se tiene queA? es un subespacio vectorial
deE; en efecto, dados�; � 2 K y x1; x2 2 A? entonces8y 2 A; < �x1 + �x2; Y >= � < x1; y > +� < x2; y >= 0;
de modo que�x1 + �x2 2 A? y obviamente0 2 A?: Obviamente,E? = f0g yf0g? = E
4.2 Base Hilbertiana y Descomposición Ortogonal

Sea(E;< �; � >) un e.v.p.i., y consideramos una familia no vacı́afxigi2I de
elementos deE n f0g: El conjunto definido por< fxigi2I >:= f�1xi1 + �+ �nxin j n � 1; �1; : : : ; �n 2 K; fi1; : : : ; ingg
es un subespacio vectorial deE y se llama espacio generado porfxigi2I : Diremos
quefxigi2I : esTotalsi < fxigi2I >k�k = E:
Diremos quefxigi2I es una familiaOrtogonalsi sus mienbros son mutuamente
perpendiculares; i.e.8i 6= j; xi ? xj y ademaskxik 6= 0; y diremos que la familia
es Ortonormal si ademas se satisface8i 2 I; kxik = 1
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Definición 4.2.1 Una familia fxigi2I se llama Base HilbertianadeE (o base
ortonormal) si es total y ortonormal.

Observacíon: No confundir con la noción de base (de Hamel) enÁlgebra, pues no
necesariamente todo elemento puede escribirse como una combinaci’on lineal de
un número finito de mienbros de la base Hilbertiana, en caso que esta exista.

Teorema 4.2.1Seafxigni=1 una familia ortogonal enE: Seafaigni=1 una familia
de escalares enK: Entonces8x 2 E; kx� nXi=1 
ixik � kx� nXi=1 aixik
con
i := <x;xi><xi;xi> ; i = 1; : : : n los escalares
i aśı definidos se llamanCoeficientes
de Fourierdex con respecto axi:
Observacíon: El punto

Pni=1 
ixi donde
i es el coeficiente de Fourier dex con
respecto axi se llama proyecci’on ortogonal dex sobre el subespacio< x1; : : : ; xn >
generado porfxigni=1
Nos interesa generalizar este procedimiento al caso de familias infinitas por lo que
necesitaremos “tomar ĺımites” y en consecuencia supondremos que el espacio es
completo.
En lo que sigue(H;< �; � >) denota un espacio de Hilbert yk�k la norma inducida
por< �; � >
Teorema 4.2.2SeaF � H un subespacio vectorial cerrado. Entonces8x 2E; 9!ŷ 2 F tal que kx� ŷk = inffkx� yk j y 2 Fg;
con ŷ caracterizado por� y 2 F8y 2 F; < x� ŷ; y >= 0
Al puntoŷ se le llama proyección ortogonal dex sobreF y se denotaŷ = PFx:
Corolario 4.2.1 SeaF � H un subespacio cerrado. SiF 6= H entoncesF? 6=f0g
Corolario 4.2.2 SeaF � H un subespacio tal queF? = f0g: Entonces F es
denso enH:
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Corolario 4.2.3 Supongamos queH 6= f0g: Entonces existe una base Hilbertiana
paraH:
Corolario 4.2.4 Si F � H un subespacio vectorial cerrado entoncesH = F �F?
Definición 4.2.2 SeafFngn2N una familia numerable de subespacios cerrados deH: Decimos queH esSuma HilbertianadefFngn2N; lo que anotamosH = Mn2NFn;
si y śolo si

1. 8n 6= m; Fn ? Fm; i.e. 8x 2 Fn;8y 2 Fm; < x; y >= 0
2. El espacio vectorial< fFngn2N > generado porfFngn2N es denso enH;

i.e.< fFngn2N >k�k = H:
Teorema 4.2.3Supongamos queH = �n2NFn; conFn � H subespacio vecto-
rial cerrado. Seax 2 H y para cadan 2 N definamosxn = PFnx: Entoncesx = 1Xn=0xn := limN!1 NXn=0xn(4.1) kxk2 = 1Xn=0kxnk2 (Identidad de Bessel–Parseval).(4.2)

Reciprocamente, dada una sucesión fxngn2N tal que 8n 2 N; xn 2 Fn yP1n=0kxnk2 < 1; entonces la serie
P1n=0 xn es convergente a un puntox 2 H

y se satisface quexn = PFnx:
Corolario 4.2.5 SiH admite una base Hilbertiana numerablefengn2N entonces
todox 2 H se escribex = 1Xn=0 < x; en > en; conkxk2 = 1Xn=0j< x; en >j2
Más áun, la funcíon' : l2(K)! Hf
ngn2N ! '(f
ngn2N) := 1Xn=0 
nen;
define un isomorfismo isométrico.

Teorema 4.2.4SiH es separable entonces admite una base Hilbertiana numera-
ble.
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4.3 Dualidad y topoloǵıa débil

Seal : R2 ! R una función lineal. Tenemos quel(x; y) = l(x(1; 0) + y(0; 1)) =xl(1; 0) + yl(0; 1) = ax + by cona = l(1; 0) y b = l(0; 1): Luego toda función
lineal l : R2 ! R es de la formal(x; y) = �xy�t�ab�;
lo que induce una correspondencia entre las funciones lineales deR2 a valores enR y vectores enR2: Veremos que esto se generaliza a espacios de Hilbert. Antes
necesitamos algunas definiciones y propiedades.
Sean(E; k�kE) y (F; k�kF ) dos e.v.n. sobre un cuerpoK(= R óC): Denotaremos
porL(E;F ) el espacio vectorial de las funciones lineales continuas deE a valores
enF:
Lema 4.3.1 Una funcíon lineal l : E ! F es continua si y śolo si9
 > 0 : 8x 2 E; kl(x)kF � 
kxkE
Este lema nos permite definir una norma enL(E;F ) medianteklkL(E;F ) = inff
 > 0 j 8x 2 E; kl(x)kF � 
kxkEg= supfkl(x)kF j kxk = 1g
y se satisface: 8x 2 E; kl(x)kF � klkL(E;F )kxkE :
Lema 4.3.2 Si (F; k�kF ) es un espacio de Banach entonces(L(E;F ); k�kL(E;F ))
es Banach

Definición 4.3.1 El espacio BanachL(E;K) (K = R ó C) se llama Esspacio
Dual(Topoĺogico) deE; y se denota porE� o tambien porE0 y est́a dotado de la
norma dual klkE� = supx2EkxkE�1jl(x)j = supx2EkxkE�1 l(x)
Cuandol 2 E� y x 2 E se define< x; l >E;E�= l(x) y < �; � >E;E� se llama
producto de dualidad entreE yE�:Un elementol 2 E� se conoce comoFuncional
Lineal.
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Teorema 4.3.1 (Teorema de representación de Riez–Fŕechet) Sea(H;< �; � >) un Hilbert. Entonces,8l 2 H�; 9!y 2 H tal que8x 2 H; l(x) =<x; y >; i.e < x; l >H;H�=< x; y > : Más áun, se tiene queklkH� = kyk y la
correspondenciay 2 H ! ly 2 H� con ly(x) =< x; y > es un isomorfismo
(semi–)lineal isoḿetrico.

Definición 4.3.2 La Topologı́a DébilsobreH, denotada por�(H;H�); es la to-
poloǵıa menos fina sobreH que hace que todos los funcionales deH� sean con-
tinuos. Ḿas precisamente si dadoy 2 H consideramosly(x) = ¡x,y¿ entonces�(H;H�) = T (flygy2H) es la topolog’ia generada por la familia de funcionesly : H ! R en el sentido de 2.11
Obviamente,�(H;H�) � T (k�k); la topoloǵıa inducida por la norma oTopologı́a
Fuerte

Como consecuencia de la proposición 2.11.1 se tiene

Proposición 4.3.1 1. Si(X;T ) es un espacio topológico entonces una funciónf : (X;T )! (H;�(H;H�)) es continua si y śolo si8l 2 H�; l Æ f : (X;T )! (R;Tusual)
es continua.

2. Una redfxigi2D enH converge ax si y śolo si8y 2 H; ly(xi) =< xi; y >!< x; y >= ly(x)
3. (H;�(H;H�) es un espacio de Hausdorff

Notación: La convergencia para la topología débil se suele denotar porxi * x:
(Obs:xi * x, (xi � x) * 0:)
Proposición 4.3.2 Seafxigi2D una red enH:

1. Sixi ! x fuertemente enH entoncesxi * x débilmente para�(H;H�)
2. Sixi * x débilmente para�(H;H�) e yi ! y fuertemente enH entonces< xi; yi >!< x; y > :

Lema 4.3.3 Si xi * x débilmente para�(H;H�) entonceskxik est́a acotada y
ademas kxk � lim infkxik
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Proposición 4.3.3 Dadox0 2 H; una base de vecindades dex0 para �(H;H�)
est’a dada por los conjuntos de la formaV = fx 2 H j j< x� x0; yi >j < "; 8i 2 Ig
dondefyigi2I � H es una familia finita(jIj <1):
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