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El método de diferencias finitas (1)

Objetivo : El objetivo es resolver numéricamente un problema de evolucién simple unidimensional
en espacio por diferencias finitas. Se trata de un modelo de evolucién de la concentracién wu(t, x)
de especies quimicas transportadas por un fluido.

A : velocidad del fluido.

e(t,z) : intensidad del efecto difusivo en el medio unidimensional.

c(t,z) : reacciones quimicas simplificadas entre las especies.

f : creacién y desaparicion de las especies por efectos externos a la dinamica.

ug : estado inicial de las concentraciones.
La ecuacion que estudiaremos es a menudo llamada ecuacion de conveccion-difusion-reaccion. En
principio u puede tomar valores multidimensionales (varias especies) con un anédlisis similar al que
haremos, pero consideraremos u unidimensional (una especie).

Ejercicio 1 : Anadlisis de un problema de evolucion
Consideremos el siguiente problema con condiciones en los limites en el dominio R7 x €2, donde
Q=]0,1] :
Dado e >0, ¢ >0, f(t,z) € L*(]0,T[,Q), A € R, encontrar u : [0,7] x [0,1] — R tal que
0 0 [0 0
a—?(t,x) — o (a—Z(t,x)) + )\a—z(t,x) Veult,x) = f(t,x), x€Q, teo,T], 1
u(t,0) = u(t,1) =0, t €]0, 17 (1)
u(0,z) = up(x), r €

(P)

donde T' > 0 representa el tiempo final. Bajo estas suposiciones, el problema (P) tiene una tnica
solucion débil.

1. Una solucién analitica pseudo exacta.

Consideramos la funcion
u(t, ) = exp(—L(t + to)(x — m0)?),

con las constantes L = 1000, to = 0.1 y xo = 0.5 escogidas de manera tal que u(t,x) sea
casi nula en la frontera del dominio espacial durante el tiempo de simulacién T" = 1. Asi,
la solucion "exacta” u satisface las condiciones de borde homogéneas y puede compararse
con la soluciéon numérica obtenida resolviendo el problema de condiciones de borde con
up(z) = u(0, x).
(i) Calcule la funcién correspondiente del lado derecho del problema (P) para el u dado.
(ii) Escriba un programa para calcular la solucién numérica y el lado derecho correspon-
diente. La funcién debera tener dos argumentos : el tiempo ¢ y la coordenada espacial
x.



2. Discretizacién por differencias finitas del problema (P).

Para N € N* definimos el paso h = 1/(N 4+ 1) y los puntos de discretizacién espacial
x = kh, k € {0,..., N+ 1} donde xy = 0y xnx;1 = 1, y los subintervalos I =|zk, Tg11],
k € {0,...,N}. De manera similar para la variable de evolucién, consideramos M € N*
y definimos los pasos de tiempo t, = nd, 6 = 1/M, n = 0,..., M. Con esto, el objetivo
es obtener una aproximacién de u(t,z) en cada punto de grilla (t,,zy), n = 0,..., M,
k = 0,...,N + 1. En lo que sigue denotamos por u} tal aproximacién (que calculara
numéricamente) de u(t,, xy).

(i) Usando las siguientes aproximaciones para las derivadas espaciales y temporales de w :

0%u —up,q + 2up —uy ou Uy, —up
_ ¢ ~ +1 kT Uk AT A R 25 W
0x? (tn: 1) h? ’ 895( @ —k) 2h ’ 9
ou uptt — @)
= (s ) 2 ———+
ot )

escriba un esquema de diferencias finitas para el problema (P).
(ii) Muestre que este esquema es consistente con la ecuacién del problema (P).
(iii) ;Bajo qué condiciones el esquema que propuso serd convergente ?
(iv) Muestre que el esquema que propuso es equivalente al esquema de recurrencia :

UY = ug(zp), je{l,...,N} (3)

{U"+1 = AU+ 6F", n=0,....M
donde para cadan € {0,..., M}, se definen los vectores U™ = (u})1<k<n, F™ = (f{)1<k<n
y cierta matriz A, que depende de los parametros €, A y ¢ en una forma que deberd deter-
minar. Escriba un programa para calcular la matriz Aj,. Resuelva entonces numéricamente
el problema (P) para e =1, A = 1, ¢ = 1 usando este iltimo algoritmo de recurrencia.
(v) Deseamos reemplazar el esquema precedente que es un esquema explicito por uno
implicito. Modifique la aproximacién de la aproximacién de la derivada temporal para
obtener un esquema implicito (en tiempo). Escriba una funcién que implemente el nuevo
esquema y calcule.

3. Aspectos numéricos.

La discretizacién del problema (P) hace aparecer varios aspectos numéricos.

(i) Para el esquema explicito (3), considere los parametros : ¢ = 0.01, A = 1, ¢ = 1. Grafique
las soluciones y grafique ||up(1, ) —u(1,-)|lo en funcién de N en escala log-log para M = 2°
fijo.

(ii) Repita lo anterior para ¢ = 0.01, A = 0, ¢ = 1000.



