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PROBLEMA 1:

(i).- La idea de la demostracién es parecida a la de la demostracién de corectitud del Algoritmo de
Kruskal.

Sea T un arbol generador de G' de peso minimo. Sea e un arco de T tal que w(e) = max e p(r) w(f).
Para efectos de obtener una contradiccién, supongamos que 7* es una solucién 6ptima de MinMaxAG
en la instancia (G, w) de valor w* = méxcp(r+) w(f) < w(e). Por propiedades conocidas de arboles,
se tiene que T™ + e tiene un ciclo que contiene a e, digamos el ciclo C*. Sea e* un arco de T* en el
ciclo C* con un extremo en cada una de las dos componentes conexas distintas de T'— e (e* existe
dado que T* es generador). En particular, notar que w(e*) < w* < w(e). Luego, T/ = (T —e) +¢e* es
un drbol generador de G de peso w(T") = w(T') —w(e) +w(e*) < w(T) contradiciendo la optimalidad
de T en tanto arbol generador de peso minimo de G.

(ii).- Sea w* = méx{w(e) : e € E(T*)} y w = min{w(e) : E(e) contiene un AG de G}.

Veamos primero que w* > w’. Sea e* un arco de T* de peso w* (existe por definicién de w*). Observar
que T* es un subgrafo de E(e*). Por definicién de w’, sigue que w* > w'.

Veamos ahora que w* < w’. Sea e/ un arco de E(G) tal que w(e’) = w’ y T’ un érbol generador de G
cuyos arcos estdn contenidos en E(e’) (tanto €’ como T existen por definicién de w’). Como T* es
solucién 6ptima de MinMaxAG, sigue que w* < max e pry w(f) < Mdxpepen w(f) < w(e) =w'.

(iil).- Basta considerar la red que se ilustra en la siguiente figura (los valores nimericos asociados
a cada arco representan sus costos). Claramente el (s,t) camino de costo minimo es P (ver figura),
cuyo arco de mayor costo tiene costo 2. Por otro lado, la solucién 6ptima de MinMaxCM es P’ (ver
figura), cuyo arco de mayor costo tiene costo de solamente 1.




(iv).- La idea del algoritmo se basa en primero adaptar lo observado en la parte (ii) al problema
MinMaxCM y luego explotarlo algoritmicamente. Especificamente, afirmamos que si P* es una solu-
ci6n 6ptima de MinMaxCM en la instancia (G, ¢, s,t) y se define E(e) = {f € E(G) : ¢(f) < c(e)},
entonces se tiene que

méx {w(e) : e € E(P*)} =min{w(e) : E(e) contiene un (s,t)-dicamino en G} . (1)

La demostracién de la afirmacién es una simple adaptacién de la demostracién de la parte (ii), y
por lo tanto la obviamos.

Consideremos entonces el siguiente algoritmo Apsinarazcar:

Algorithm 1: Apinnrazcm
input : G = (V,E) digrafo, c: E - R, s,t € V.
output: P un (s,t)-dicamino en G' que minimiza max.cg(p) c(e).

ordenar F como ey, ..., e, tal que ¢(er) < clez) < ... < c(en);
for i <~ 1to m do
if (V, F) contiene un (s,t)-dicamino P then
L return P

return “No hay (s,t)-dicaminos en G”

La correctitud del algoritmo recién descrito es consecuencia inmediata de la identidad (1).

Ordenar los arcos de G = (V, E) de acuerdo a la funcién de costo ¢(-) toma O(|E|log|FE|). Notar
que toma O(|V| + |E|) decidir si existe un (s,t)-dicamino en cualquier subgrafo H de G (dado
que se puede hacer via un algoritmo de busqueda en profundidad). Sigue que Aprinmazcym puede
implementarse trivialmente de forma que tome O(|E|log |E| + |E|(|V| + |E|)) = O(|E|?).

PROBLEMA 2:

(i).- Para resolver el problema lo reformularemos como uno equivalente de flujo en una red con
2n? + 2 nodos y O(n?) arcos. A cada nodo (4,5) de la grilla le asociaremos dos nodos de la red
de flujo, que denotaremos por (4,7, col) e (4,7, cab) (col por cola y cab por cabeza). La nueva red
tendrd ademés una fuente s y un sumidero ¢. En total, un conjunto V' de 2n? + 2 nodos. El conjunto
de arcos FE esta dado por:

» Para cada (i, i, col) tal que t € [m], un arco de s a (i, js, col).

» Para cada (i, j, cab) tal que i € {1,n} o j € {1,n} un arco de (i, j, cab) a t.

» Un arco de (4,7,cab) a (¢',j',col) sii=d y |j—j|=Loj=45y|i—i|=1.

= Un arco de (3, j, col) a (i, j, cab) para todo 4, j € [n].

La capacidad de todos los arcos la fijamos en 1. Claramente se tiene que |E| = m+(4n—2)+0(n?) =
O(m +n?) = O(n?).



Sea G = (V, E) y denotemos por v : E — R la funcién de capacidad. Afirmamos que Escape tiene
una soluciéon FACTIBLE si y solo si la red G con funcién de capacidad u tiene un flujo méaximo de
valor m.

Supongamos primero que Escape es FACTIBLE. Sean Py, ..., P, como en la descripcion del problema.
Definimos z : E — R tal que z(e) =1 si:

= ¢ es un arco que sale de s, o

= ¢ es un arco que va de (i, j, cab) a t tal que (7, ) es algin nodo del borde de la grilla en el que
termina alguno de los caminos F;, o

= e es un arco de (i, j, col) a (4, j, cab) tal que el nodo de la grilla (4, j) es un nodo de alguno de
los caminos P;, o

= e es un arco de (i,j,cab) a (i’,j',col) tal que el arco de la grilla que va de (i,5) a (i/,5)
pertenece a algiin camino P;.

En caso contrario, hacemos z(e) = 0.

Veamos que z es flujo en G. Sea (i, j, cab) nodo de G. Si (4, j) es un nodo de la grilla perteneciente a
algin camino Py, ..., P,, digamos P, entonces se tendra que z(e) = 1 donde e es el arco de (%, j, col)
a (i, 4, cab). Si (i,7) estd en el borde de la grilla, entonces se tendra que z(f) = 1 donde f es el arco
que va de (4,7, cab) a t, en caso contrario, y dado que P; debe terminar en algin nodo del borde
de la grilla, tomamos f como el arco que va de (i, j, cab) a (¢, j', col) donde (7', j') es el nodo de la
grilla visitado por P; después de (¢, 7). Como los Py, ..., P, son nodo disjuntos, todo el resto de los
arcos incidentes en (i, j, cab) distintos a e y f son de flujo 0. Sigue que se conserva el flujo en el nodo
(i,7,cab). El andlisis de los nodos del tipo (i, j, col) es similar.

Por construccién se tiene que z es factible, y que su valor es m (el flujo neto que sale de s). Esto
concluye la demostracién de que G con funcién de capacidad u posee un (s, t) flujo de valor m.

Supongamos ahora que G con funcién de capacidad u posee un flujo factible = de valor m. Como
la funcién de capacidades es constante igual a 1, en particular es integral. Por resultado visto,
podemos asumir que z es integral, més aiin, que toma valores en {0,1}. Por la equivalencia entre
el problema del (s,t)-flujo mdximo y el de maximizar el nimero de (s,t)-dicaminos, sigue que
existen (s,t)-dicaminos Pi,..., P, en G. Estos caminos se pueden mapear de manera natural a
caminos @1,...,Q, en la grilla de n x n. En efecto, si el camino en G esta dado por la secuencia
de nodos s, (a1, b1, col), (a1,b1, cab), (ag, ba, col), ..., (ag, be, col), (ag, by, cab),t, entonces tomamos el
camino (a1,b1),...,(as be) en la grilla. Los @;’s serdn nodo disjuntos dado que en G solo uno de los
P;’s puede usar el arco que va de (a,b, col) a (a,b, cab). Cada @Q; debe terminar en un (a,b) en el
borde de la grilla, dado que solo los nodos del tipo (a, b, cab) estédn conectados a ¢t en G. Dado que
salen m caminos de s en la red G, que s tiene exactamente m arcos salientes, y que cada arco tiene
capacidad 1, se debe tener que cada camino Ps; ocupa un arco distinto. Sigue que por el arco que
va de (is, js,col) a (is,js,cab) pasa un unico camino, digamos Ps. Luego, el camino @ en la grilla
parte de (is, js). En resumen, el problema del Escape tiene solucién factible.

De la discusién anterior, sigue que cualquier algoritmo de flujo méximo aplicado a la red de flujo
G con capacidad u puede usarse para resolver el problema de Escape. Si el valor del flujo méximo



resultante es m, entonces la instancia del problema del Escape es FACTIBLE. Si usamos, por ejemplo
el algoritmo de flujo de Edmonds-Karp, el tiempo de ejecucién serd O(|V||E|?) = O(nf).

(ii.1).- Sea 2’ el flujo que se obtiene al empujar € unidades de flujo de v a w, i.e.

w ol =1z, sie & {vw,wu}.
» Sivw € E'y wv & E, entonces ,, = Tyy + €.
» Siwv € Eyovw¢ E, entonces ,, = Tyy — €.

. oo _ 7 / — i
» Sivw,wv € E, entonces x},, = Tyy — min{e, Tyy} ¥ Thy = Tow + € — min{e, Ty )
Veamos que 2’ es preflujo. En efecto, si u € V'\ {s, ¢}, entonces

w for(u) = fo(u) > 0siuég{v,w}.

» como € < f,(v) se tiene que fur(v) = fo(v) + (X — Twv) — (Thy — Tow) = fo(v) — €

fo(0) = fa(v) =0.

= Dado que 6vwa fz(v) > 07 se tiene que € > 07 luego fz’ (U)) = fat(w)+(xi)w71‘1)71))7(1‘21}1)71’71”1) -
fe(w) 4+ €> fo(w) > 0.

v

Veamos ahora que 2’ es preflujo factible. Bastard probar que 0 < ], < ¢uw. En efecto, dado que
Cow, f= (V) > 0, se tiene que € > 0. Consideremos los siguientes casos:

» Supongamos que vw € E y wv € E (en particular @y = 0y Gy = Cypw — Ty ). LUELO,

/ / ~
T = Tow + € > Ty > 0. Por otro lado, 23, = Tyw + € < Zyw + Cow = Cow-

» Supongamos que wv € E y vw € F (en particular Zyy = Cpy = 0¥ Cpuy = Zay). Luego,

/ / ~
Topy = Ty — € < Ly < oy Por otro lado, 2, = Tyy — € 2> Ty — Cow = 0.

» Supongamos que vw,wv € E. Luego, ), = Xy, — min{e,zyp} > 0y 2, = Twy —
min{e, Tyy } < Ty < Cup- Ademads, ), = Ty +MEX{0, € — Ty } < Ty +MAX{0, Cpop — T } =

Cow Y l'é;w = Tyw + méX{O, €— xwv} > Tyw > 0.

(ii.2).- Como G tiene |V| nodos, h(t) = 0 y h(s) = |V, por principio del palomar debe existir un
k tal que h(v) # k. Sea R = {v eV : h(v) > k}. Claramente s € Ry t ¢ R. Sea vw € E con
v € Ry w ¢ R. Por definicién de R tenemos que h(w) < k — 1y que h(v) > k + 1. Si vw fuese un
arco de G(z), por definicién de funcién de altura, tendriamos que k 4+ 1 < h(v) < h(w) +1 < k,
contradiccién. Luego, debemos tener que X, = Cyw. De manera andloga se analiza el caso en que
vw € Fcon w € Ry v ¢ R. En efecto, por definiciéon de R tenemos que h(w) > k + 1 y que
h(v) < k — 1. Si wv fuese un arco de G(z), por definicién de funcién de altura, tendriamos que
k+1<h(w) <h(v)+1 <k, contradiccién. Luego, debemos tener que x,, = 0.



