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1 Variables Aleatorias

1.1 Variables Aleatorias Absolutamente Continuas

En lo que sigue sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria sobre el espacio
medible (Q, F)

Definicién 1 [Variable Aleatoria Absolutamente Continua] Se dice que X es una variable
aleatoria absolutamente continua si existe una funcion fx : R — R tal que para todo C C R para el
cual {X € C} € F se tiene que

P{XcC)) = /Cfx(x)dx.

A la funcion fx se le denomina funcion densidad de la variable aleatoria X .

Proposicion 1 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua, se tiene que

+o0o
1. / fx(x)dr = 1 yP({X =t}) =0 para todo t € R.

d

t
2. Fx(t) = / fx(x)dx y si fx es continua en t, entonces fx(t) = EFX(t)'

Proposicién 2 Si X es variable aleatoria y h: R — R es tal que {x € R|h(x) # fx(x)} es nume-
rable, entonces h también es funcion densidad de X, i.e., para todo t € R,

t t
Fx(t) = / fx(x)dx = / h(z)dzx .
— 00 —0o0
En particular, la funcion densidad de una variable aleatoria no es unica.
Proposiciéon 3 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua. Sean D, R C R tales que

R\ f5x'({0}) €D yg: D — R tal que Y = g(X) es variable aleatoria (en particular esto ocurre
cuando g es continua). Sigue que

Fy(t) = P{X €g ' ((-00,t])}) .
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Si ademds g es biyectiva y diferenciable, entonces Y es absolutamente continua y

p = | X o) oo sicer

0 en caso contrario.

Modelos absolutamente continuos: A continuacién se da la férmula de la funcién densi-
dad fx y los parametros de varias distribuciones importantes de variables aleatorias X absolutamente
continuas.

UNIFORME: X es una uniforme de pardmetros a,b € R, a < b, denotado X ~ Uniforme(a, b), si

1 .
Fxlz) = {m si x € [a,b],

0 en caso contrario.

EXPONENCIAL: X es una exponencial de pardmetro A € R, A > 0, denotado X ~ Exponencial(}),
si

Ae ™ siz >0,
fx(@) = { 0 en caso contrario.

NORMAL: X es una normal de pardmetros u, 0% € R, 0 > 0, denotado X ~ Normal(u, 0?), si

1
fx(@) = 5 e~ (@w=w)?/20° , sizeR.
o

GAMA: X es una gama de pardmetros \,p € R, A\, p > 0, denotado X ~ Gama(p, ), si

i p—1_—Ax .
fx(z) = F(p))\()\x) e M, siz>0,

0 en caso contrario,

(o)
donde I'(p) :/ P le " dx.
0

CHI-CUADRADO: X es una chi-cuadrado con n € N\ {0} grados de libertad, i.e., X ~ x2, si

1 In/271 efzr/Q
fx(@) = 27/2T(n/2) 7

0 en caso contrario,

six >0,

donde T'(p) :/ xP e dx.
0

CAUCHY: X es una Cauchy de pardmetro u,o € R, o > 0, denotado X ~ Cauchy(u, o), si

1 .
fx(x) = oy (R R sizeR.
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BETA: X es una beta de pardmetros a,b € R, a,b > 0, denotado X ~ Beta(a,b), si

T(a+0b)

fx(x) = I'(a)L(b)
0 en caso contrario,

2711 —2)! stz e0,1],

donde I'(p) :/ P te " dx.
0

Proposicién 4 Si X ~ Normal(u,0?) y ® denota la funcién distribucion de una Normal(0,1),
entonces

1. ®(-t) =1 — D(t) cualquiera seat € R,

2. sia,b € R, a # 0, entonces aX + b ~ Normal(au + b,a’c?), en particular (X — p)/o ~
Normal(0, 1).

2 Distribuciéon Conjunta de Variables Aleatorias

En lo que sigue sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y Xi,..., X, variables aleatorias sobre el
espacio medible (2, F). Denotaremos por X al vector aleatorio (Xi,...,X,), por X; a su i—ésima
coordenada X;, y por X (=9 al vector aleatorio (X1, oy Xic1, Xit1y -y Xn)-

Definicién 2 [Funcién Distribucién Conjunta] A F;: R" — R se le llama funcion distribucion
conjunta de X1, ..., X, st para todo t1,...,t, € R,

Felti,..ity) = PHX1<t1,...,X, <tn}).

Proposicién 5 Para todo i € {1,...,n} yt; €R,

Fx,(t;) = tllgnoo e t,i,l}IBoo tHl}IEoo . tnh_l)n(x Fg(ty, ... tn).
Definicién 3 [Funciones Distribuciéon Marginales] A las funciones distribucion Fx,, ..., Fx,,

también se les denomina funciones distribucion marginales de F'g.

Proposicion 6 Se tiene que:
1. F¢ es no—decreciente en cada una de sus coordenadas,

2. lim ... lim Fg(ty,...,t,) =1, y para todo ty,...,t; 1,tiy1,...,tn €R

t1—00 typ—00
Jim Fe(tn. o t,) = 0
lim Fi(tl,...,tn) = FX’(—i)(tlw~-ati71uti+17~'~atn)'

t;—00
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Definicién 4 [Variables Aleatorias Conjuntamente Discretas] Se dice que X1,...,X, son
variables aleatorias conjuntamente discretas si toman a lo mds una cantidad numerable de valo-

res distintos, i.e., si Sg = {66 R™|P ({X = d’}) > 0} es numerable y P (X’ € S)?) =1. Al
conjunto S se le denomina soporte del vector aleatorio X y a la funcion pg: R — [0,1] tal que
pg(a) =P ({X = d’}) se le denomina funcion densidad de probabilidad conjunta de Xq,...,X,.

Proposiciéon 7 Sean Xi,..., X, variables aleatorias conjuntamente discretas, se tiene que
1. Z pg(@) =1y sidg Sg entonces pg(d) = 0.
EL‘ESX‘
2. Fg(f) = Z p (@), para todo t € R™.

{iES);:algtl ..... an<tn

3. px,(t;) = Z pg(a@), para todo feR".

GeS ¢:d;=t;

Definicién 5 [Funciones Densidad de Probabilidad Marginales] A las funciones densidad de

probabilidad px,,...,px, también se les denomina funciones densidad de probabilidad marginales
depg.
Definicién 6 [Variables Aleatorias Conjuntamente Continuas] Se dice que X1,...,X,, son

variables aleatorias conjuntamente continuas si existe una funcion fg: R"™ — R tal que para todo
C CR" para el cual {X € C’} € F se tiene que

P({X’e(]}) - /~--/Cf)3(x1,...,xn)dx1~-~dxn.

A la funcion fg se le denomina funcion densidad conjunta de Xy, ..., X,.

Proposicion 8 Sean X1, ..., X, variables aleatorias conjuntamente continuas, se tiene que

R‘IL
t tn ~
2. Ff(tl,...,tn):/ / fg(@r, ... xp)dey - - day, para todo t € R™, y si f es continua
— 00 — 0o

6’!1
—  Fa(ty,...,tn
oty ...0t, 2ot

t=a

en d € R", entonces f¢(d) =
—+oo +oo
3. fx,(x;) :/ / fg(xy,. .. wp)dwy - -dai_ydaiyy - - - day, para todo x; € R.

Definicién 7 [Funciones Densidad Marginales] A las funciones densidad de probabilidad
I[x15-- 5 fx, también se les denomina funciones densidad marginales de f¢.
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Definicién 8 [Variables Aleatorias Independientes] Se dice que X1, ..., X,, son variables alea-
torias independientes si para todo A1, ..., A, CR tal que {X; € A1},...,{X, € A,} € F,

P (ﬁ{XieAi}> - ﬁ]P’({XieAi}).

Una coleccion infinita de variables aleatorias se dice independiente si cualquier subcoleccion finita
de ellas es independiente.

n
Lema 1 Xi,...,X, son independientes si y sélo si Fg(ty,...,t,) = H Fx,(t;)

Corolario 1 Xq,..., X, son variables aleatorias independientes si y solo si
n
o pg(d) = pri(ai) para todo @ € S en el caso que Xy,. .., X, sean conjuntamente discretas.
i=1
f) H fx,(t;) para todo t e R™ en el caso que X1, ..., X, sean conjuntamente continuas.

Lema 2 Sea I CN. Si {X;},.; es una coleccion de variables aleatorias independientes y para todo
1 €1 la funcion g;: D; CR — R es tal que P ({X; € D;}) =1 e Y; = gi(X;) es variable aleatoria,
entonces {Y;},c; es una coleccion de variables aleatorias independientes.

Lema 3 [Suma de Variables Aleatorias Independientes] Si X; e X son variables aleatorias
independientes, entonces

® Px +x:(C Z px, (a)px,(c —a) = Z px,(c = b)px, (b) en el caso que X1 y Xy sean
aESXl bESX2
conjuntamente discretas,

° [xi+x,(t) = /fxl(x)fxz(t —x)dx = /]fol(t — z)fx,(z)dz en el caso que X1 y X> sean

R
conjuntamente continuas.

Lema 4 Si X1,...,X,, son variables aleatorias independientes tales que X; ~ Normal(j;,0?), en-
n
tonces ZX" ~ Normal(z i Zaf), y st ademds Xq,..., X, son idénticamente distribuidas de

1 & o?
acuerdo a una Normal(u,o?), entonces — ZXZ' ~ Normal(p, —).
n n

Lema 5 [Método del Jacobiano] Sean X1, ..., X, variables aleatorias conjuntamente continuas.
Sean D,R C R"™ tales que P{X €D}) =1y G = (91,.--,92): D — R tal que para todo i €
{1,...,n} se tiene que Y; = ¢;(X1,...,X,) es variable aleatoria (en particular esto ltimo ocurre
cuando g; es continua). Si ademds
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1. g es biyeccidn, i.e., para todo (y1,...,yn) € R, el sistema de ecuaciones y; = g;(x1,...,2Tn),
i€ {1,...,n}, tiene solucion dnica x; = hi(y1,...,Yn)-
2. las funciones gi,...,g, son tales que todas sus derivadas parciales son continuas y que el
Jacobiano de § es no nulo para todo (x1,...,2,) € D, i.e.,
0x1 oz,
(x1,...,2n) €D = J(x1,. . xn) 2 Det . #0
Ogn .. O9n
81‘1 6l‘n (w17~~,In)
Entonces, se tiene que Y,...,Y, son variables aleatorias conjuntamente continuas y
2@ @G @, sigeR
fo(i) = g W) |J(g Yy , Sty )
Y 0, en caso contrario.
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en caso contrario.



