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Pauta Control 3
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PROBLEMA 1:

(i).- Suponiendo que ¢ es potencia del primo p, se tiene que la caracteristica de F
es p. Luego, (B4 7)P" = 7" ++*" cualquiera sea n € Ny 3,7 € F. En particular
(B+7)7 = B7 +~+9 cualquiera sea i € N. Luego,

LB+7) = 3o (B Z%(ﬁqﬂW) L(B) + L(7).

Por otro lado, para todo ¢ € I, se tiene que ¢? = ¢, y en general que A =ec. Luego,
Zaz cﬂ anzﬁq =cL(p).

Finalmente, como F es espacio vectorial sobre I, y L es F -lineal, el ntcleo de L es un
sub-espacio vectorial de I sobre F,. Pero el nicleo de L es exactamente el conjunto
de raices de F.

(i).- Si ag # 0, entonces L'(z)],_, = Sory aig’a? !
multiplo de la caracteristica de IF). Sigue que si ag # 0 entonces todas las raices de L
son simples.

= a9 # 0 (porque ¢ es un

Supongamos ahora que oy # 0. Sea k € {0,...,n} el menor indice tal que ay # 0.
Observar que ap # 0 implica que k£ > 0. Ademés, como L es no nulo, se tiene que
k < n. Sigue que cualquiera que sea a € [ se tiene que

k

n n n q
i k i—k k i—k
o) = 3o = St = (S

i=k

Por el argumento utilizado en el andlisis del caso ay # 0, sabemos que z(x) =
Y ik ;08" sélo tiene rafces simples. Sigue que L sélo posee raices de multiplici-

dad ¢*.




Cualquiera sea el caso, se tiene en particular que la multiplicidad de una raiz de L es
una potencia de q.

(iii).- La existencia de C es directa del hecho que L es F,-lineal, y de hecho C
corresponde a la traspuesta de la matriz representante de L con respecto a la base
dada asociada al espacio de partida y de llegada. Por otro lado, 3 € F se puede

expresar como una combinacién lineal de la base {f, ..., (s}, digamos
B=>> b,
J
para by,...,bs € F,. Andlogamente, existen ay,...,as € [, tales que a = Z]. a;f;.

Como L(f) = ay L es F -lineal,

> aiB =Y bLB) =) b > b= (Z bjCj,k) B
i j ik PN

Por independencia lineal de la base, sigue que ) i bjcjr = «; para todo k. Equi-
valentemente, pero expresado en forma matricial, concluimos que CTh = a donde
b= (by,....,0)T y a=(a...,as)". La determinacién de 3 se reduce entonces a
resolver un sistema lineal (homogéneo en el caso que a = 0).

(iv).- Si I" no fuese base de Fg; como espacio vectorial de F3 tendriamos que existirian
coeficientes ¢y, . .., c3 € 3 tales que

cotay+ey+ey=0.

Luego, el polinomio P(x) = ¢o+ c12 + cox + c3x € Fs[z] tendria a v como raiz. Por lo
tanto, compartirfa un divisor no nulo con z* + 2® + 22 — x — 1, contradiciendo asf la
irreducibilidad de este tltimo polinomio.

(v).- Para verificar que P(z) = 2* + x — 1 € F3[x] es irreducible basta observar que
P(0)=—1, P(1) =1y P(2) = —1, i.e., P no posee raices en Fj.

Determinemos como expresar v como combinacién lineal de la base I'. Para ello,
notar que se tiene que

Y=1+y-79"-7"
Multiplicando ambos lados de la igualdad por 7 y sustituyendo ~* por la anterior
expresion se obtiene

P=9+7 =P =t =1+ =-1-+".



Sigue que v'* = (7°)? = (=1-9)° = 1+ 29’ +7* = 24+7+79° —7* = =1 +7+77 =%
Ademds, 7" = (719 =147 =9 +9° =41 +° +90 =2 =9t = -1 -y =2 +7°.

Sigue que ¥ + 4% —1 =0, i.e., 7% es rafz de 22 + = — 1.

(vi).- Para determinar [L]|p r notar que

L(1) = —"=1-7-7"+7".
Ademas,
L(y) = 7" =7 =", (1)
LY = =78 —7", (2)
L(y) = ¥ —9"—7". (3)

Necesitamos determinar los valores de ~%, 49, At 412 413 418 v ~27 Para ello,
recordemos que 7t =1+ — 4% — 43 y 4° = —1 — 42, Luego,

7= Sy,
y ademas,

Vo= oy = =,
Vo= A0 = —1492 R,
Y= ey = 1y,
L B e S Bl
Y= e =yt
vE o= (0 = 197
Y= ()P = =t

Reemplazando en (1), (2) y (3) se obtiene que

L(y) = —y—7"—19%,
(72> = _1+737
L(y) = 1-7°.

Sigue que la matriz del enunciado es la matriz representante [L]p r.

Para determinar las raices de L debemos calcular el nicleo de la matriz [L|pr. Es
facil verificar que d; = (1,—1,1,0)T y §, = (0,0,1,1)T pertenecen a dicho nticleo
y son linealmente independientes. Ademés, las dos primeras columnas de [L]rr son
claramente linealmente independientes. Sigue necesariamente que el nicleo de [L]rr



estd generado por {d7,02}. Las raices de L son entonces aquellos elementos de Fg;
que corresponden a combinaciones lineales sobre [F3 de estos vectores, i.e., son los
siguientes 9 valores:

6 = 0,

0 = 1—v+7",

03 = —14+~v—79°,

s = 7 +7°,

5 = 1—7=7"+",
b = —1+v+7°,

0 = —* =77,

by = 1—7—73>

Oy = —1+~y+>—7".

(vii).- Para que Q(z) = S."} o;R;(z) sea un polinomio constante, se deben anu-

1=

lar todos los coeficientes que acompanan a los términos 27 con j € {1,...,n — 1}.
Equivalentemente, y denotando por R;; € F,m el coeficiente del polinomio R;(x) que
acompana el término 27, debe ocurrir que para todo j € {1,...,n — 1},

n—1

Z OéiRZ‘J' = 0

i=0

Para encontrar los «;’s basta entonces resolver este sistema lineal homogéneo de n —1
ecuaciones en las n variables ay, . .., a,_1. Dicho sistema siempre posee como solucion
un sub-espacio vectorial de Fym de dimensién al menos 1, luego existen escalares no
todos nulos que satisfacen las condiciones pedidas.

vee m . . ’
(viii).- Dado P € F?" polinomio no nulo de grado n. Para encontrar una raiz de P
en I extensién finita de F,m se procede como sigue:

» Utilizando el mecanismo descrito en (vii) determinar los «;’s de manera que
> ;o R;(x) sea un polinomio constante, digamos igual a o € Fym. Sigue que,

n—1

Z ar’ =a (méd P).

=0

n—1
Equivalentemente, P es un divisor de A(z) = Z a;z? — .
=0



» Utilizando el mecanismo descrito en (iii) determinar todas las raices en F del
polinomio A(z).

» Como P(x) divide a A(x), todas sus raices en F son también raices de A(x).
Por lo tanto, evaluando P(x) en todas las raices en F de A(x) se obtienen las
raices en F de P(z).



