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Capitulo 1

Elementos de Teoria de Grupos.

1.1 Definiciones basicas.
Definiciéon

Un Monoide es una estructura algebraica con operacion (M, ) tal que:

1. * es asociativa

2. * tiene neutro, 1 € M

Definiciéon

Grupo es una estructura con una operacion (G, ) tal que:

1. * es asociativa en G
2. % tiene neutro, 1 € G

3. todo elemento = € G tiene inverso z~! € G
Ejemplo: (7Z,+) es grupo

Definicién
Un grupo se dice Abeliano si la operacion es conmutativa

3
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Ejemplo:

Sean B, = {l.n}y S, = >, = {0 : B, — B,/o es biyeccion} .S, es el “conjunto de
permutaciones con n letras”. (S,,0) es grupo , con o la composicion de funciones. Es
abeliano sin <2 . Si n > 3 no es abeliano.

. "y . B 1 2 n cs
as permutaciones se anotan como o = o(1) o(2) ... o(n) n

1. n<2
a)n=1= 5, =25, = {idgy} , obviamente ({id(}},0) es abeliano.

1 2 . 1 2
b)n:2:>Sn:5'2:{01,02} 0'1:(1 2):Zd{1,2} 0'2:(2 1)

= es abeliano.
1. n > 3, hay n! elementos (permutaciones).

a)n =3

(123 (123 (123 (123
=\ 231) "7 \l213)7°"77{321) 7°97\1 3 2

ogoT # Toog = S3no es abeliano.

b) n >3
(1234 ... n (12
=\ 2314 ... n) "TT 21

ocoT #Too =S5, no es abeliano.

34 ... n
34 ... n

1.2 “Buenas Funciones” entre Grupos: Morfismos
Definicién

Sean (G ), (H, %) dos grupos . Un Morfismo (u homomorfismo) entre ellos es una funcion
f:G—H tal que: (Vz,y € G) f(xxy) = f(2) *u f(y) -
Un morfismo como este se suele denotar por f: (G, *) — (H, *g)

Nombres especiales:
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Un morfismo inyectivo, se dice MONOMORFISMO.

Un morfismo sobreyectivo, se dice EPIMORFISMO.

Un morfismo biyectivo, se dice ISOMORFISMO.

Un morfismo del grupo (G, *) en si mismo , ENDOMORFISMO .

Un isomorfismo de (G, *) en si mismo, AUTOMORFISMO.

Observacion:

Un morfismo de grupos realmente lleva una estructura a la otra. Si f : (G, *) — (H, %) es
morfismo, entonces:

o f(lg) =1n
o (Ve e Q) f(z™) = f(z)!

(Ejercicio)

1.3 “Los Buenos Subconjuntos de un Grupo”: Subgrupos.
Definicién:
Sea (G, %) un grupo.Un subconjunto H C G se dice SUBGRUPO si s6lo si :

1. * es cerrado en H . Es decir, (Vz,y € H,z xy € H)

2. (H,* |g) es tambiénun grupo.

Observacion:

Si H es un subgrupo de (G, %) el neutro de x en H es el mismo que el neutro de * enG | y
(Vo € H) el inverso de x para * en H es el mismo que tenia en G. (Ejercicio)

Ejercicio:
H subgrupo de (G, ) ssi:
e x es cerrada en H

e 1eG
o (VreH)zteH
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Prop
(Caracterizacion de Subgrupos). H C G es subgrupo del grupo (G, *) ssi:

1. H# 0

2. Ve,yeH)zxy ' eH

(EJERCICIO)

Ejercicio:

Sean (G, ) (L, ) dos grupos y f : G — L un morfismo.Entonces:

1. Si H C G es subgrupo f(H) C L es subgrupo.

2. Si K C L es subgrupo, entonces f~1(K) C G es subgrupo .

Definiciéon

Sea f: (G,*) — (L,+) un morfismo de grupos . Se definen los siguientes conjuntos:

1. Nacleo de f : Kerf = f7{1} = {z € G/f(x) =1} C G.

2. Imagen de f: Imf = f(G) C L.

Es facil probar que Kerf e Imf son subgrupos de G y L respectivamente.

Obviamente f sobreyectiva<> Imf =1L .

Prop

f morfismo inyectivo < Kerf = {1} .
Dem.

=) (EJERCICIO)

<)

Si z,y € G son tales que f(z) = f(y) = f(x)*xfly) ' =1 = fla)*xfly') =1 =
floxy™) =1

ierxyteKerf={1}) = z=y
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1.4 “Buenos Cuocientes en Grupos”.

Definicion.

Sea (G, *) un grupo.Una relacion de equivalencia ~ en G se dice compatible con * ssi:
(Vo,2'y,y € G)a~a' ANy=y = vxy=a'*y

Observacion:

Dada una relacion de equivalencia ~ en G compatible con * , queda bien definida la operacién
entre clases: (V[z],[y] € G/ =) [z] * [y] = [z * y] .

(G/ =, *) es un grupo con neutro [1] y (V[z] € G/ =) [z]! = [z7!] .

Ademas, la Sobreyeccion Candnica v: G — G/ ~
z —  [a]

es un epimorfismo de grupos. (El epimorfismo canénico).

Notar que si &~ es compatible con * en G , entonces [1] C G es un subgrupo , en efecto:

e 1€l
eSizye[ll= (rr1Ay~1)=axy~1=x*xyc[l]

e Size[l]l:z~1Ax! =z (pues ~es refleja)
= l~z!' = 2ot ell]

Ademas, este subgrupo H = [1]tienelasiguientepropiedad :

(VzeG)(Vy eH)z*xy*xz ' € H (i.e (Vz € G)z*Hxx~! C H. En efecto:
(ym DA (z=a)A(z mz™) s oxyxo i mrslsa ! =1

y concluimos que (Vr € G)z+H*xz ' =H .

pues z ' xHxo CH =>HCoxHxa!

Definiciéon

Sea (G, *) un grupo, y a € G .El Automorfismo Interior definido por a es:

I,: G — G

r — IL(r)=axz*xa?
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Ejercicio:
e [, es un automorfismo
o [,oly= Il
L] Il = ZdG

o [, 1= (Ia)_l

La clase del 1 en una relacién compatible con * es tal que: (Vo € G)I,(H) = H (cerrado
para todos los automorfismos interiores).

Definiciéon

Sea (G, *) un grupo.Un subgrupo H C G se dice Normal ssi: (Vz € G)z«Hx2™' = H
(cerrado para los automorfismos interiores)

Notacion:

H<G < H es subgrupo normal de G

Ejercicio:

Sean (G, *) , (H,-) dos grupos, y f : G — L un morfismo.Probar que Kerf es un subgrupo
normel de G .

Definiciéon

Sea H C G un subgrupo y definamos la siguiente relacion en G : z =y y < v 'xy € H

Ejercicio:
1. =~y es de equivalencia

2. &y es compatible con * < H< G

3. [1]=H
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Observacion:
rrepyerixyeHs yexrsxH, conxxH={xxh/h € H} traslacion izquierda de
x por H

G ~p= {[z]/z € G} = {z *H/z € G} [z] = z x H se suele llamar “clase izquierda de z
definida por H .

T~y y & y*xz ' también es de equivalencia en G . con [x] = H x z “clase derecha de x
definida por H .

En general , x«H y Hxx no tienen por que coincidir , de hecho H<G < (Vx € G) x+«H = Hxz
. ( ~pg es la misma que ~y ssi H<G).

G/ =y es solo un conjunto . Adquiere estructura natural de grupo ssi H<a G .

Si f: G — L es un morfismo de grupos, entonces Kerf <G. A la inversa, todo H< G es
nicleo de un morfismo. En efecto:

Tomando la relacion de equivalencia ~y formamos el grupo cuociente L. = G/ =~y y el
epimorfismo canonico v : G — L tal que v(z) = [z] .

Se tiene entonces Kerv = {x € G/v(z) =[1]=H} =H.

Ejemplo:

Enteros moédulo m , m > 1enN

Cuocientes de (Z,+) < subgrupos normales de (Z +)

(HaG < H es subgrupo y Vo € Zx + H+ (—z) = H ). De aqui se deduce:
Si (G, %) es grupo abeliano, todo H subgrupo de G es normal.

Prop

Los subgrupos de (Z,+) son todos de la forma {mk/k € Z} = mZm € N fijo.

Dem.

<) Es claro que son Subgrupos.

=) Sea H C Z un subgrupo .

e SiH={0} = H=0Z
e SiH#{0}:

Sea m € H el més pequeno de los elementos mayores que 0 en H.
Tomemos h € H un elemento cualquiera.Por el teorema de la division de enteros
h=mqg+r0<r<m
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= r=h—mqeH, pues h, nge H
= 7r=0
por lo tanto H = mZ

La relacion ~y asociada a H=mZ esz~yy & —ar+y=mkkeZ & v=, vy
y entonces resulta que Z/ ~y= Z,, (enteros modulo m)

La operacon en Z,, es suma modulo m.
(m>2) : Zy = {[0],[1],.... I — 1]},
Notacion:

Si (G, ) es grupo, y H<a G | el cuociente G/ ~y se anota simplemente G/H | y se lee :“G
modulo H

1.4.1 Teorema del Factor

Sean (G, x) , (L,-) grupos. f: (G,*) — (L,-) morfismoy H<aG , con H C Kerf .

G/H
Entonces 3! morfismo f : (G/H) — (L,-) tal que fov = f .(i.e el diagrama conmuta).

Dem.

La ecuacion f ov = f significa f([z]) = f(x) .
Probemos que esta formula tiene sentido, i.e [x] = [2/] = f(x) = f(2')
z]=[r] e r~gr’ o xr’eHs IheHtgr xa' =h
S fa e w) = f(h) = 1(h € Kerf) = f() "+ f(&') = 1 = f(z) = (&)
por lo tanto, la funcion f: G/H — L  queda bien definida.
[z]  — f(=)
Es facil ver que es morfismo:
Flle]* W) = fllz*y]) = flaxy) = fz) = fly) = F([2]) = F([y])

Como f([z]) esta predefinida por f o v = f entonces f es wnico.
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Observacion:

Se dice que “factorizamos” el morfismo f : G — L a través de G/H con H C Kerf .

Nota:

e Imf =1Imf , por lo tanto, f epimorfismos f epimorfismo

o Kerf = {[z] € G/H: f([z]) =1}
= {[x] € G/H: f(z) =1}
= {lx] e G/H: 2z € Kerf}
= Clase de los elementos del Ker f
Veamos que si © € Kerf | entonces [z] C Kerf :
y€lr] & r vy e He y € xxH, como Kerf es subgrupoy H C Ker f = zxH C Kerf
, por lo tanto, la clase de x si z € Kerf sigue en Kerf .
De aqui se puede escribir : Kerf = Kerf/H , y asi f inyectiva < H = Kerf .

Corolario

Si f: G — L es un epimorfismo, entonces G/Kerf = L, y en general, si f : G — L es
morfismo, entonces Imf = G/Kerf .

1.4.2 Generadores de Subgrupos

Sea (G, *) un grupo y A C G .El subgrupo generado por A se define como:

<A>= N H

ACHsubgrupo de G

Ejercicio:
La interseccion de una cantidad cualquiera, finita o infinita de subgrupos de G es a su vez
un subgrupo de G .
iQuées <A>?
1. Es subgrupo.

2. <A>DA.

3. Es el subgrupo de G mas pequeno que contiene a A , i.e. si H C G es subgrupo y
HODA=HD<A>.
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Prop

1. Si AC B C G entonces < A >C< B > .
2. Aessubgrupode G & A=< A>.

3. << A>>=< A>.

Definiciéon

Si (G, %) es grupo, y a € G, para n € Z definimos a” como:
a’® =1 (con 1 el neutro en G )
a"t'=a"xa neN

a"=(a")"tsin<0
Prop
(Vn,m € Z)(Ya € G)

e "t =qa" x a™

° (an>m — anm

Prop

SiACG,A#0(, entonces < A >= {af™ *...xa" /n € Nymy..m, € Z,ay...a, € A}

Definiciéon

Sea (G, %) un grupo. Diremos que G es ciclico ssi (a € G) tal que G = {a"/n€Z} .

Ejemplos:
o (Z,+) es ciclico : Z =< {1} > .
o (Ym > 1) (Zm,+) es ciclico: Z,, =< {[1]} > .

Salvo isomorfismos, estos son los tinicos grupos ciclicos que hay. Es decir, si G es ciclico,
entonces:

G = (Zm, +) si G es finito, con m =| G | , o bien,
G = (Z,+) si G es infinito
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Dem.

Si G es ciclico, G={a"/ne€Z} . Sea f: Z — G

n — f(n)=a"

Es claro que f es un epimorfismo entre (Z,+) y (G, %) .

Veamos que si G es infinito, f es realmente un isomorfismo. Para esto probemos la inyecti-
vidad.

Kerf={neZ/f(n)=a" =1}

AFIRMACION: no hay ningun n # 0 en Kerf (< no hay ningtin n > 0 en Kerf ).

Sin >0 esta en Kerf , entonces G = {a*/k € Z} = {1,a,..,a" '} = G es finito —+
por lo tanto, en este caso, f es isomorfismo.

En general , el nucleo de f serd un subgrupo de Z : mZ , para algin m € N | y por el
teorema del factor

7Z — G

\J

ZImZ

G=Z/mZ =17y, . con m=| G| para | G |< o0.

Definiciéon

Sea (G, *) un grupo , y A C G . El Subgrupo normal generado por A es:

<A>y= (] H
ACH«G

Ejercicio:

Una interseccién cualquiera de subgrupos normales de G es un subgrupo normal.
Observacion:

< A >y se caracteriza naturalmente como el subgrupo normal mas pequeiio de G que
contiene a A .

Claramente < A >C< A >y .
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Prop

<A>y={l,(a]")*---x I, (a/)/neNmy...m, € Z,ay...a, €A, x1...2, € G} .

La demostracion queda de ejercicio.

Conmutadores y Abelianizacién de un grupo
Definicién

Sea (G, *) un grupo , sean z,y € G . Llamamos conmutador de z e y a [z, y] = xxyxx ™ xy ™!

Esclaroque zxy=yxx & [v,y| =1.

Obsrvacion:

Si z € G, L([z,y]) = [I.(z), L.(y)] .(Mejor ain , si f : G — L es morfismo de grupos, y

z,y € G, f([z,y]) = [f(x), f(y)] ), por lo tanto , si A = {[z,y]/z,y € G} , entonces ,
< A >=< A >yn=[G, G] subgrupo conmutador de G .

Notar que [G,G] = {[z1, y1] * ... * [Xp, yn]/n € N, 2120, y1...yn € G} .

Definicion

La abelianizacion de G es Ab(G) = G/[G, G] .

Prop

Ab(G) es un grupo abeliano. Mejor aun , (VH < G) G/H es abeliano < H D [G, G].

Dem.

<) Para H< G con H D [G, G], calculemos los conmutadores de G/H :

Sean [z],[y] € G/H . [[z], []] = [v(z),v(y)] = vlz,y] = [[2,y]] = H, pues [z,y] € H , pero
H=[1] = [[z], [y]] = [1] & [z] * [y] = [y] = [2] .

=) directo de lo anterior.

Definiciéon

Si G es un grupo , y H , K son subgrupos de G , entonces el “compuesto” de H y K es
HK =< HUK > (subgrupo mas pequeno que contiene a Hy K ).

Evidentemente HK = {hy « ky * -+ -« h, xk,/n € N hy...h, € H k... k, € K}
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Prop

1. SiHaG y K< G, entonces HK < G
2. HK=KH

3. SiHaG,HK = {h«k/h e H,k € K}

Dem. ( de 3.)

Induccién mas lo siguiente:

Vhihg e HVE, ks € K

Bk kykhy s kg = hy % ky % ho x kbt x ky % Ky
kyxhyxki'=h cHh s =hcHk xk=kLEcK.

Completar la demostracion.

Otro Ejemplo de Cuocientes

Notemos que si X es un conjunto, entonces (Biy(X),o) es un grupo , donde
Biy(X) ={f: X — X/f es biyeccion} .

Si X = G grupo , tenemos el subgrupo Aut(G) C Biy(G) , con Aut(G) el conjunto de
automorfismos de G .

Podemos mirar globalmente los automorfismos interiores como provenientes de la funcion
I: G — Aut(G)

a — I(a)=1,
que es un morfismo de (G, ) en (Aut(G),o) .

I(G) = {I,/a € G} , la imagen de este morfismo, es el conjunto de automorfismos interiores
de G .

Ejercicio: I(G) < Aut(G) (notar que fol,o f~1=1Ipq) )
JKerl ?
a € Kerl & I, = idg & (Vx € Glaza™ = 2z & (Vo € Glar = za & (Vx €

G) a conmuta con x
Definicién

El centro de un grupo (G,-) es Z(G) ={a € G/Vx € Gar = za} . Asi, Z(G) = Kerl <G .
Directamente del teorema del factor G/Z(G) = I(QG)

El isomorfismo viene dado por la aplicacién del teorema del factor al epimorfismo
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G (c)

!

G/Z(G)

Notacion:

La operacion  — axa~! se suele llamar “conjugacion de x por a “, asi , I, es la conjugacion
por a en G .

1.4.3 Teorema de Correspondencia
Prop

Si f: G — L es un morfismo de grupos , y H C G es un subgrupo , se tiene f~!(f(H)) =
(Kerf)H .

Dem.
z € fTH(f(H)) & f(z) € f(H) & 3h € H) f(x) = f(h) & Gh e H) f(zh™) =1 & (h €
H)xzh™' € Kerf
Sea f: G — L un epimorfismo de grupos , sabemos del teorema del factor , que
f: G/Kerf — L es isomorfismo
[z]  — f(2)

Asi , YH’ C L subgrupo , T_I(H’) C G/Kerf es subgrupo. (respectivamente , si H' <L
respectivamente 7_1(H’) aG/Kerf).
JH) = {[2] € G/Kerf/f(x) € H')

— {2 Kerf/z € f(H')}

= [TH(H')/Kerf

Con la observacion de que (Vz € f~(H')) [z] = z-Kerf C f~}(H')-Kerf = f~1(H’) , luego
los elementos [x] € G/Kerf ,con x € f~'(H’) son elementos de f~'(H’)/Kerf .
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f

G . L
\ /

G/Ker f

Prop

Hay una correspondencia uno a uno entre subgrupos de G que contienen a Ker f y subgrupos
de L.

Subgrupos de G que contienen a Kerf «— Subgrupo de L

) e w

Maés aun , esto induce una correspondencia uno a uno:

Subgrupos normales de G que contienen a Kerf «—subgrupos normales de L

[ H)<«G «—— H«L
H<G — f(H)<L

Dem.

f(f~Y(H")) = H' por que f es sobreyectiva
f7Hf(H) = Kerf -H=H

(completar parte de subgrupos normales).
Situacion usual: Ha G, v : G — G/H

subgrupos de G (normales) «»subgrupos (normales) de G/H
que contienen a H .

1.4.4 Teoremas de Isomorfismos
Primer teorema de isomorfismos

Sea f : G — L un epimorfismo de grupos , y sea H<G , con H O Kerf . Entonces la funciéon
f induce un isomorfismo
f: G/H — L/f(H)

[z] —  [f(2)]
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Dem.

Por teorema de correspondencia f(H)<L
f:G—=L,v:L—-L/f(H).

Sea f: vo f, que es epimorfismo , pues f y v lo son.

El teorema del factor dice que se induce un isomorfismo

7 G/Kerf—:L/f(H)

[#lkerf = f(2) = [f(@)] )
pero Kerf = Ker(vo f) = f~1(v"1(1)) = f*(Kerv) = f1(f(H)) = H-Kerf = H

Corolario

Si f: G — L es epimorfismo de grupos , y H' <L, f induce un isomorfismo
fo G/ H) — LW
@@y — [f(@)lw

Dem.

Tomar H = f~!(H’) en el teorema anterior y usar correspondencia.

Corolario

(lo que usualmente se llama primer teorema de isomorfismos). Sea G grupo H, K <G | con
K C H . Entonces

(G/K)/(H/K) = G/H

[ — [l

Dem.

Notar que H/K<G/K . Aplicamos el primer teorema de isomorfismos a v : G — G/K , con
el subgrupo normal H < G que contiene a Kerv = K

7:G/H — (G/K)/v(H)
con v(H) = H/K

Segundo teorema de isomorfismos

Sea G grupo , H, K subgrupos de G , con H< G . Entonces :
HNK<G,H<HK Yy
K/HNK 2HK/H

[2]urk — [2]n
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Dem.
Considerar:
1 v
K —- HK — HK/H

Ver que v o4 es epimorfismo y calcular su ntcleo.

Definici6én

Un grupo (G,-) se dice finito si el conjunto G es finito. Se llama Orden del grupo a su
niamero de elementos: | G | .

Proposicién

Si (G, -) es grupo finito , y H es un subgrupo de G , entonces | H| /|G| . (ie|H | esun
divisor de | G | ).

Dem.

[I: wunién disjunta con respecto a la relacion ~g

G = H[z}clase deeq.de~g [l’]
:| G |: ZIHesclase | xH | ; Pero ‘ oH |:| H |

=| G |= (namero de clases) - H

Definiciéon

El cardinal de G/H | i.e , el nimero de clases de ~y se llama indice de H en G , y se anota
[G:H]=|G/H]|.
Formula: |G |=[G:H]|H]|.

Ejemplo: si | G | es primo , los tinicos subgrupos de G son {1} y G .

1.5 Acciones De Grupos Sobre Conjuntos
Definicién

Sea (G, ) un grupo , y X # () un conjunto. Una accion (izquierda) de G en X es una funcion
p: GxX — X

(9,7) — (g,7)
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( Notacion: ¢(g,z) = gx )

con las siguientes propiedades:
I. Vee X)lz =2
2. Vg,h e G)(Vx € X) g(hz) = (g-h)z

Observacion 1:

Una accion derecha de G sobre X es una funciéon ¢ : X xG — X con las

(z,9) — zg=1(z,9)
siguientes propiedades:

I. Vee X)xl=x
2. Vg,h e G)(Vx € X) (xzg)h = x(g - h)

Parece una “tomadura de pelo “, pero si a partir de ¥ se define ¢ : G x X — X como
gr = ¢(g,x) =(x,g) = xg, se tiene , por la propiedad 2. aplicada a ¢ , que h(gz) = (g-h)z
, lo que no siempre es igual a la propiedad 2. de las acciones izquierdas.

Sin embargo, hay una manera de relacionar acciones izquierdas con derechas mediante lo
siguiente:

Si 1) es una accién derecha de G en X , ¢ dada por ¢(g,z) = gr = xg~ ' = (z,97 ') es una
accion izquierda.

Definiciéon

Una terna (G, X, ¢) donde ¢ es una accion de G en X | se suele llamar G -espacio (izquierdo).

Observacion 2 :

Dada una accién ¢ de G sobre X |, podemos definir para cada g € G la funcion

¢, : X — X mediante ®4(x) = gz = ¢(g, ) . Se tiene:
]_. (I)l = ZdX
2. &y =P,09,
De aqui @, es invertible , con (®,)"! = D,
De este modo queda definida la funcion ®: G — Biy(X)
g — (I)g
Recordando que (Biy(X),o) es un grupo , 2. dice que ® : (G, ) — (Biy(X),o) es un
morfismo.
Reciprocamente , dado un morfismo V¥ : (G,-) — (Biy(X),o) se puede definir p(g,x) =
U (x) con U, = ¥(g) , ¢ resulta ser una accion de G en X , tal que “ su ¢ es U”.
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Observacion 3:

Si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo K y (Vg € G) @, es un isomorfismo lineal de
X , entonces se habla de Representaciones de G en X .

Ejemplo 1: Accion de G sobre st mismo mediante conjugaciones.

X =Go(g,z)=gzg™" = Iy(x)

Sabemos que I: (G,-) — (Aut(G),o) esun morfismo,y (Aut(G),o) es un subgrupode

g B Ig

(Biy(X),0) , por lo tanto tenemos una accion de G sobre G .

Ejemplo 2: Accion de G sobre st mismo mediante traslaciones (izq).
Dado g € G, se define la traslacion izquierda por g como 7, G — G
r — Ty(z) =gz

Evidentemente ¢(g,z) = gz (producto en G ) , es una accion de G sobre si mismo , y el
morfismo asociado es T : (G,:) — (Biy(G),o)
g - Tg

Es facil ver que este morfismo 7' es inyectivo:
KertT' ={g € G/T, =id,} ={g € G/(Vz € G) gz =z} = {1}
Asi , G se puede identificar con el subgrupo 7'(G) (las traslaciones) en Biy(X) .

De aqui sale un conocido teorema:

Teorema

Todo subgrupo finito de orden n , es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones S,
de n simbolos.

Ejemplo:

(Z3,+) es isomorfo a un subgrupo de S;
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+ o 1 2
0 o 1 2 o f
1 1 2 o — 9
2 1 0 2 - h

{f,g,h} C Ss es el subgrupo isomorfo a (Zs3, +)

Ejemplo:

Sea ahora G un grupo y H C G un subgrupo ( no necesariamente normal ).
X =G/H = {[z]/x € G} = {zH/z € G}
G actua por traslaciones sobre G/H mediante g(zH) = (gz)H .

Definicion

Sean (G, X,¢) vy (G,Y,9) dos G—espacios .Una funcion f : X — Y se dice G— equiva-
riante (con respecto a las acciones ¢ y ¥ ) o que f es un morfismo de los G— espacios
(G, X, ) y (GY,¢) , ssi

(Vg € G)(Vx € X) f(gz) = gf(x) (i.e f(p(g,7)) =(g, f(z)) .

Un isomorfismo de G— espacios es un morfismo biyectivo . Se definen de manera natural los
monomorfismos, epimorfismos , endomorfismos y automorfismos de G— espacios.

Definicion

Sea ¢ una accion de G sobre X .La acciéon se dice transitiva ssi (Vz,y € X)(3g €
G) tal que y = gz .(G, X, p) se dice G— espacio homogeneo.

Ejemplo:

G actua transitivamente sobre cualquier cuociente G/H por traslacion.
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Definicion

Sea X un G— espacio , y z, € X . Llamamos estabilizador de x, (o grupo de isotropia )
al conjunto

Est(xz,) ={g9 € G/gz, = x,} .
Es directo que Est(z,) es subgrupo de G , y también que Est(hwz,) = hEst(z,)h!

Asi | sila accion es transitiva , todos los estabilizadores de los elementos de X son conjugados
entre si , y por lo tanto , isomorfos.

Teorema

Sea X un G— espacio homogeneo . Sea z, € X un elemento cualquiera. Entonces X es
isomorfo a G/Est(z,) ( como G— espacios ) .

Dem.

Sea f: G — X . Sean g, h € G tales que g ®py,) hie
g — [fl9) =gz
g 'h € Est(x,) & g ha, = 2, & hz, = gz, < f(z) = f(g) ®
podemos entonces definir f: G/Est(z,) — X
9] — f(lg)) = f(9) = g2,
f es sobreyectiva por la transitividad de la accion de G en X |, por lo tanto , f es sobreyectiva.

® da la inyectividad de f , por lo tanto , f es biyectiva.

Ejercicio:

Ver que f es equivariante , por lo tanto , X = G/Est(z,) .

Definiciéon

Sea X un G— espacio . Sea x, € X , la 6rbita de z, es Orb(z,) = {gz,/g € G} C X .

Observacion:

Definamos en X la relacion z ~q y < (39 € G) tal que y = gz .

~¢q es de equivalencia , con [z,] = Orb(z,) . Asi, si Orb(z,) # Orb(xy) = Orb(x,) N
Orb(z1) =0y U Orb(z) =X

zeX
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Observacion:

La accion es transitiva < hay una sola orbita que es todo X .

En general , G acttia sobre cada orbita de forma cerrada:

x € Orb(x,) = gx € Orb(z,) , convirtiéndola en un G— espacio homogeneo.

Asi X = [] Orb(z)) , y cada orbita es un G— espacio homogeneo. ( cualquier G— espacio

AEA
se escribe como union disjunta de homogeneos) y ademas Orb(z)) = G/Est(x)) .

Ejemplo:

Volvamos al primer ejemplo , la acciéon de G sobre si mismo por conjugacion.

gr=g-x-g°"
(Notar que si G es abeliano , gr = 2V, Vyg) .
Seaz, € G
Orb(x,) = {gr.97" /g € G}
= { conjugados de z,}
= conj(z,) (clase de conjugacion de z, )
Orb(z,) = G/ Est(z,)
Est(z,) ={g € G/gz, = x,}
={9€G/g-a-g7" = 2.}
={9€G/g-zo=12,"g}

= Z(x,) (centralizador de z, ).

Corolario

El centralizador Z(g) de un elemento cualquiera g € G es un subgrupo.

Como G = [] Orb(z,) (un representante por cada orbita )
AEA

G = [ conj(zy)

AEA
Notemos que = € Z(G) < conj(x) = {z}

Asi repartiendo la union en las clases con un elemento y el resto de las clases , queda:

G =Z(G)II( LI conj(xx))

AeN

Con A’ el conjunto que indexa las clases de conjugacion con mas de un elemento.
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Corolario (féormula de las clases)

Sea G un grupo finito .
| G =1 Z(G) | +2[G : Z(x))]

Donde la suma se toma sobre un representante por cada clase de conjugacion con mas de un
elemento.

Aplicaciéon : (Propiedad )

Sea G un grupo finito no trivial (i.e # {1} ) , de orden potencia de primo (| G |= p",n >
1p primo ). entonces | Z(G) [> 1.

Dem.

Probemos que , en la ecuacion de las clases , p/[G : Z(z,)] para cada uno de los sumandos.
En efecto:

|G l=p" = Z(G) | G : Z(x))]

pero [G : Z(x))] =| conj(zy) |> 1
= [GZ(x))]=p" r>1

= p/2MG : Z(x))] , y como p/ [ G|
=p/ | Z(G) |

1.6 Teorema de Cauchy
Definicién

Sea G un grupo , g € G . Se llama orden de g a |[< {g} >|=| {¢"/n € Z} |= O(yg) .
Algunas cosas directas:

Supongamos que g es de orden finito

e Sig"=1=0(g)/n
<{g} >=7Z/Kerf=0(9) - Z = Zo) -
Mejor aun , {n € Z/g" =1} = O(g) - Z = { multiplos de O(g)}
En particular O(g) = min{n > 0/¢g" =1} .

e SiO(g)=myxe<{g}> ,entonces 2™ =1 .(pues (¢")" = (¢™)" ).
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Teorema de Cauchy

Sea G un grupo finito y p un primo tal que p/ | G | . Entonces existe un elemento g € G de
orden p .

Dem.

Primero Cauchy débil : caso en que G es un grupo finito abeliano.
Por induccién en | G | :
Partida (| G|=2 0 | G| primo , el mismo argumento )

Si| G| esprimoyp/| G/, entonces | G|=p. En este caso ,si g € G/{1},0(g) > 1,
pero como O(g)/p = O(g) =p .

Paso inductivo:

Hipotesis de Induccién : la propiedad es cierta para cualquier grupo abeliano de cardinal <
| G | . Queremos probarlo para G .

Tomemos un elemento g € G\ {1} . Hay dos casos:

L. p/O(g)
Se tiene entonces que O(g) = pr para algtin r .
= ¢"" es la primera vez que una potencia de g se hace 1 .
por lo tanto, (¢")? = 1 es la primera vez que una potencia de ¢g" vale
1. Por lo tanto , O(g") = p

2. Si p no divide a O(g)
Sea L = G/ < {g} > (este cuociente tiene sentido pues, por ser G abeliano , todos sus
subgrupos son normales).

L=
como p no divide a O(g) , entonces p/ | L | .Usemos la H.I para L :

d[h] € L de orden p , por lo tanto , [h]P = [h*] = [1] =< {g} >
por lo tanto h? = ¢° | para algin s

= ()00 = 1

= (HOWY =1

= Hay dos posibilidades:

e 1O —1

e O(hPW) =1
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Descartemos h°W =1 :

Si hOW =1 = [p]9W = [1] = p/O(g) (pues O([h]) = p ) —+« , pues estamos en el caso p
no divide O(g) .

Por lo tanto , k%9 no puede ser 1

= O(h°W) =p

Resuelto para el caso de grupo abeliano.
Caso general: (G no necesariamente abeliano)
Por induccion en | G | .

Partida : para | G | primo (basta con | G |= 2 abeliano)
Paso inductivo:

Usemos la ecuacion de las clases para G

|G =] Z2(G) [+ 22[G = Z(2y)]

Z(G) = G < G es abeliano (caso anterior).
Supondremos Z(G) C G.

Analicemos los términos de la sumatoria de la derecha. Por cada clase de conjugaciéon con
méas de un elemento , se escoge un z, . (G : Z(x,)] es el nimero de elementos de esta clase
de conjugacion.

Sip/ | Z(x) |, como | Z(2)) |= ey ¥ (G 2 Z(2)] > 1

se tiene | Z(z)) |<| G | . por lo tanto , podemos aplicar la H.I a Z(x)) =Z(x,) tiene un
elemento de orden p .

Supongamos ahora , que Vx, , p no divide a Z(x)
= (Vo) p/[G 2 Z(2))]
= p/ 221G : Z(z))] y como p/ | G|

=p/ | Z(G) |
= aplicando H.I |, Z(G) tiene elementos de orden p .
Ejercicio:

Si G es abeliano finito , y | G |= pg con p, ¢ primos , entonces G tiene un elemento de orden
pq -

1.7 P-Grupos y Teoremas de Sylow
Definicién

Sea p un primo .Un grupo G se llama p-grupo ssi todo elemento x € G tiene orden potencia
dep.
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Ejercicio :

Si G es finito. G es p-grupo <| G | es potencia de p

Continuamos con la definicién:

e Si G es p-grupo , un p-subgrupo H de G , es un subgrupo de G que es p-grupo.

e Un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo maximal con respecto a la inclu-
sion.Es decir ,es p-subgrupo de Sylow ssi es p-subgrupo de G , y no esta contenido
estrictamente en ningin otro p-subgrupo.

Ejercicios:
1. Si G es un grupo y p es primo , entonces G tiene p-subgrupos de Sylow ( eventualmente
triviales {1}) .
2. Si Ges finito y p/ | G |, G tiene p-subgrupos de Sylow no triviales.(G no trivial).

3. Si G es un grupo:

(a) SiH C G es un p-subgrupo , los conjugados de H (gHg™', g € H ) son p-subgrupos.

(b) Si P € G es un p-subgrupo de Sylow ,entonces sus conjugados son todos p-
subgrupos de Sylow .

Un par de Lemas:

Lema 1

Sea G un grupo y H< G .Entonces G es un p-grupo< H y G/H son p-grupos.

Dem.

=)

Que H es un p-grupo es evidente .

Sea [g] € G/H . Como g € G, O(g) = p/

=g =1=[g)" = [¢9”] = [1] = O([9]) /P’ = O([9]) es potencia de p
<)

Sea g € G, [¢g] € G/H p-grupo

= O([g]) = p’ algin j

= [g =[] =H

= [¢"]=H

= gpj € H p-grupo

= O0(g") =p*" = ¢?"" = 1= 0(g)/p"** , por lo tanto , es potencia de p .
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Lema 2

Sea G un grupo , P C G un p-subgrupo de Sylow . Si g € G es tal que :

e O(g)=p  algin j , y
° ng_1 =P

Entonces g € P .

Observacion:

Sea H subgrupo de G . Definimos el normalizador de H como N(H) = {g € G/gHg™ ' = H}

Queda como Ejercicio probar que :

1. N(H) es subgrupo de G .

2. HaN(H) , y es el més grande de los subgrupos de G que contienen a H como subgrupo
normal.

El Lema 2 se puede enunciar de la siguiente manera:

Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y g € N(P) tiene orden potencia de p , entonces g € P

Dem. (lema 2)

Considerando el normalizador N (P) del grupo P | se tiene:

PaN(P)

g EN(P)

Tomemos el cuociente N(P)/P y la clase [g] € N(P)/P .

Sea K =< {[g]} >CN(P)/P.

Recordando el teorema de correspondencia para subgrupos cuocientes:
K = L/P con L subgrupo de N(P) que contiene a P .

Probemos que L es un p-grupo. Por el Lema 1

L p-grupo< P p-grupo y L/P p-grupo.

K es ciclico generado por [g] .

Pero ¢ tiene orden potencia de p = [g] también y O([g]) = O(L/P) , por lo tanto , L/P es
un p-grupo

= L es un p-grupo .Pero L O P y P es p-subgrupo de Sylow
=L=P,ycomogeL=gecP.
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¢ Cudntos conjugados tiene el subgrupo K mediante elementos de H ?

Sea G grupo, H y K subgrupos de G .

Queremos calcular | {h-K-h™'/h € H} |

Podemos poner este problema en el siguiente contexto:

Estudiar la accion por conjugacion del grupo H sobre S = {L. C G/L es subgrupo de G} .

HxS — S
(h,l) — hl=h-1-h7!

La pregunta tiene que ver con Orb(K) , (K € S)

Sabemos lo siguiente:

Orb(K)= H/Est(K) como H— espacios.

Est(K) ={h € H/hK = K}
={heH/h-K-h! =K} = Ng(K)

Normalizador de K en H .

=0rb(K)= H/Ny(K)

(Evidentemente , Ny(K) es subgrupo de H )

Asi | si H es finito ,

[ {hek b fh € HY = [H: Na(K)] = L

Notar que N(K) = Ng(K) asi

{9-K-g7'/ge G} 2G/N(K) , y si G es finito,| {g- K-¢g7'/g € G} |=[G: N(K)] .

1.7.1 Segundo Teorema de Sylow

Sea G un grupo finito y p un primo. Entonces:

1. El nimero de p-subgrupos de Sylow de G es = 1(modp)

2. El namero de p-subgrupos de Sylow de G es un divisor de | G | , mejor aun , este
namero es [G : N(P)] , para P un subgrupo de Sylow dado.

3. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre si.

Dem.

Sea P un p-subgrupo de Sylow , contemos los conjugados de P :

[ {gPg~"/g € G} |=[ Orb(P) | .

Se puede ver como G actiia por conjugacion sobre sus subgrupos:
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S = {H C G/H subgrupo de G}

GxS — S
(9,H) — gHg™!

Queremos el cardinal de una 6rbita : Orb(P) = {gPg~'/g € G}

Para contar el nimero de elementos de Orb(P) hacemos actuar por conjugacion P C G sobre

Orb(P) .
| Orb(P) |= > [ Orbp(P) |

P/cOrb(P)

¢ SiP' =P, Orbp(P) = {hPh~'/h € P} = P. =| Orbp(P) |=1..

o SiP'#P,|Orbp(P) |=| {gP'g7'/g € P} = [P: Np(P')]
donde Np(P') = {g € P/gP'g' =P},
pero g € P = O(g) es potencia de p , digamos O(g) = p* ,
entonces , por el LEMA 2, y dado que gP’g~! = P’ p-subgrupo de Sylow , concluimos
que g € P’
Por lo tanto , Np(P') =P’ NP .
Veamos que PPNP #P [ ie PPNP CP.
Supongamos que P"NP =P | i.e que P C P’= P’ = P pues son p-subgrupos de Sylow
—
Por lo tanto , P’ NP C P (subc. estricto)
=[P :PNP]>1, pero [P:PnNP]|es divisor de p
=[P : PNP]=yp’ paraalgin j > 1

=| Orb(P) |= 14 > p’» = 1lmod(p)
P/£P
.Hay o no un p-subgrupo de Sylow H C G que no sea conjugado con P 7

Supongamos que existe tal subgrupo , y contemos todos sus conjugados haciendo actuar
a P sobre {gHg /g € G . Este conjunto se parte en orbitas , y con los mismos calculos
anteriores:

| Orb(H') |=[ {gH'g™" /g € P} |= [P Np(H')] = p'1 > 1
por lo tanto p/ | Orb(H') | ; V H' conjugado de H

= namero de conjugados de H = 0 = mod(p) —+« ( pues acabamos de probar que los
conjugados de un p-subgrupo de Sylow son = 1mod(p) .

Asi , no hay p-subgrupos de Sylow que no sean conjugados de P .

Esto prueba 3. del teorema , y luego se concluye 1. y 2.

1.7.2 Primer Teorema de Sylow

Sea G un grupo finito , p un primo , tal que | G |= pq , con ¢ primo relativo de p (i.e p no
divide a ¢ ) , entonces los p-subgrupos de Sylow de G tienen cardinal p* .
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Dem.

Notemos que todos los p-subgrupos de Sylow de G tienen igual cardinal , pues son conjugados
, por lo tanto , isomorfos.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G . Lo que queremos probar es que |P| =[G : P], es decir
, que [G : P] no es divisible por P .

Del segundo teorema de Sylow se tiene que [G : N(P)| = IJ\L?‘)I = 1mod(p) ( no es divisible
por p )

como 161 — 161 [N(®)
Y [P] = IN) TP

Debemos entonces probar que [N(P) : P] no es divisible por p .

Pero:

[N(P) : P] =| N(P)/P | (grupo cuociente , pues P < N(P) )

Asi , queremos probar que el orden del grupo N(P)/P no es divisible por p .
Por contradiccion , supongamos que el orden de N(P)/P es divisible por P .
Por el teorema de Cauchy , N(P)/P debe tener algin elemento de orden p :
O(lg) =»

= lgP=[]=P

& g? e P = (¢P)” =1 para algtn j .

g’ =1 = O(g) es potencia de p .

Pero g € N(P) = gPg ! = P, y como O(g) es potencia de p , por lema 2 , se tiene que
gepP.

Perosige P = O([g]) =1 -«
Asi p no divide a | N(P)/P |

Aplicacion

. Cuantos grupos ( salvo isomorfismos ) de orden 15 hay ?
Sea G un grupo , con | G |=15.

Sea P3 un 3— subgrupo de Sylow de G

Sea P5 un 5— subgrupo de Sylow de G

Nuamero de conjugados de P3 = Numero de 3— subgrupos de Sylow de G = 1mod(3) = [G :
N(Ps)]

(G : N(P3)][N(P3) : P3] =[G : Pj]

Nuamero de conjugados de P3 es un divisor de [G : P3| = % =2 =5

Hay dos divisores de 5 :
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1. 1= 1mod(3)
2. 5 = 2mod(3)

Pero sabemos que el ntimero de conjugados de P3 es = 1mod(3) , por lo tanto ,descartamos
2. y concluimos que P3 no tiene masconjugados , i.e P3G .

| P5 [=5

Namero de conjugados de P5 = 1mod(5) = [G : N(P3)] divisor de [G : P5] = 3 = s6lo uno ,
por lo tanto , P5 <G .

P3 NP5 es subgrupo de P3 y Ps |, por lo tanto , debe dividir a | P3 |[=3ya | P5|=5,
= P3N P;= {1} .

(Se probara mas adelante) = P3P5 = Py x Pj
G:P3P5gP3XP5
pero P3 y P5 son ciclicos = P3 = Zs v P5 = Zs , por lo tanto , G = Z3 X Zs .

= Hay so6lo un grupo de orden 15

Ejercicio:

;,Cuantos grupos de orden 6 hay 7

Prop

Sea G un grupo de orden p* , entonces existe una cadena de subgrupos
GOZ{l}CGqC"'CGk:G,COH

Dem.

Necesitaremos la propiedad ya vista siguiente :

Si H es un p— grupo finito no trivial (| H |> 1), entonces su centro es no trivial (| Z(H) |[> 1
).

Por induccién en 7 :

Propiedad para i : 3 cadena G, C Gy C --- C G, ,

con |Gj|=p",G;<aG,Vj=0...7

1=0:

G, = {1} <G es cierta.

Pasemos de i ai+1
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Sea L = G/G; grupo no trivial ( pues i+ 1< k)
[LI=[G: G =& =5 =

= L es p— grupo no trivial

= Z(L) es no trivial . (| Z(L) |=p* conw > 1)

Sea [g] € Z(L) un elemento de orden p ( existe , por teo. de Cauchy)
K=<{lgl} >=A{lgl'/teZ} CL,|K|=p

como K =< {[g]} > es un subgrupo del centro de L , entonces K<L
Por teorema de correspondencia , K=H/G; ,con H«G , HD G, , |H|=[H: G| | G; |
= H|=p™"

por lo tanto , podemos definir G;.; = H y tenemos

G, CG, C--CG; CGyy1,con|Gyl=p

Estudiemos el problema siguiente :

G grupo , H, N subgrupos de G , N <G . Bajo estas condiciones sabemos que
NH = {nh/n € N,h € H} (subgrupo de G ).

Agregemos ademas la hipotesis de que NN H = {1} . Queremos “entender” N H

Sean nyhy, nohy € NH | (nihi)(nghs) = [ny(hinghy )] (hihy) . Podriamos definir en N x H
una operaci(’)n (nlhl)(n2h2> = [n1 (hlnghl_l)](hlhg)

Marco general:
N, H grupos . H actta de algin modo en N por automorfismos:

®: H — Aut(N)
h — q)h

Dy, (ning) = Op(ny)Pp(n2)
Oy (n) = hn

En esta situacion podemos definir el Producto torcido o Producto semidirecto de N y
H por N x¢ H .

Como conjunto , N xg H=N x H

La operaci()n €S (nl, ]’Ll) : (TLQ, hg) = (n1 : (I)h1 (ng), hl . hg)

Caso muy particular :

N, H grupos cualquiera , y H actiia en N trivialmente :
hn =n Vn
Oy (n) =idy(n) =n

En este caso N x¢ H =N x H con operacion componente a componente: (nq,hy) - (ng, hy) =
(nl “ Mg, hy - h2)
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Prop

Si Ny H son grupos y H actta sobre N por automorfismos , entonces N x¢ H |, recién definido
, €S Un grupo.

Neutro: (1,1) €N x¢ H

Inverso:(n, h)™' = (®y-1(n 1), A7)

Volvamos por un momento a la situacion original:

G grupo

N, H subgrupos

N« G

NNnH={1}

En este caso , H actia por conjugacion sobre N :

Py (n) = hnh™' € Na G (@, es un automorfismo de N )

Los elementos de NH C G se multiplicaban mediante

(n1, h1) - (n2, ha) = (n1 - Pay (n2), by - ha)

Prop

La funcion f: N xgH —— NH es un isomorfismo del grupo N x¢ H en el subgrupo
(n,h) — n-h
de G, NH.

Dem.

Que f es isomorfismo es por definicion de la operacion en N x¢ H

Que f es sobreyectiva es directo.

La inyectividad de f viene de NN H = {1}

Kerf = {(n,h)/f(n,h) =1} ={(n,h)/n-h=1} ={(n,h)/n=h"'} =NNH

Prop

G grupo, NG, HaGy NNH = {1} .
Entonces N y H conmutan , (Vn € N,YVh e Hin-h=h-n)
vy NH=N xH ((n,h) = (n,h) ).
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Dem.

Solo hay que probar que N y H conmutan :

SeanneN,heH.

n,h)=n-h-n7'-h~ 1 e NNH= {1}

=n-h=h-n

(= ®(n)=h-n-h~'=n)

En el caso general , si llamamos G =N x4 H , podemos considerar los subconjuntos:
N={(n,1)/neN}CG

H={(1,h)/h € H} C G

Directamente |, N y H son subgrupos de G .

p1: N — N w2 H — H  son isomorfismos.
n — (n,1) h — (1,h)
También :

1. NNnH={(1,1)}
2. NaG
3. NH=G

4. La accion de H sobre N se convierte en accion por conjugaciondeH sobre N | via los
isomorfismos ¢ y s .

¢ Cudntos grupos de orden 6 hay ?

|1Gl=6=23
=| Py |=2= Py = (Zy,+)
| P3 |=3 = P3 = (Zs,+)
P, NP; = {1}
Nuamero de conjugados de Py = 1mod(2) , ademés debe dividir a 3 = 1,3

Hay dos posibilidades:

1. Existe un 2— subgrupo de Sylow = P, <G

2. Existen 3 2— subgrupos de Sylow=> no son normales.
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Nuamero de conjugados de P3 = 1mod(3) , divisor de 2 = 1, por lo tanto, P3< G .
Revisemos las posibilidades para P :

En la situacion 1.

Py, P3< G, PonPy = {1}

= Py P3 = Py x P3 = Zy x Zs Abeliano.

Hay , salvo isomorfismos , un sélo grupo abeliano de 6 elementos.

(Zg = Zs X Z3 , buscar un isomorfismo ).

En la situacion 2.

G = P3Py = P3 Xg Py = Z3 X Zs

Si queremos saber mas sobre que es G , hay que encontrar los posibles Zg X ¢ Zy ( con accion
no trivial de Zy en Zs ).

Acciones por automorfismos de Z, en Zs
¢ Loy — Aut(Zs)

¢o = ing
§251(7é idZs)

Hay que encontrar los posibles automorfismos de Z3 ®; :

-) no triviales (# id)

}morﬁsmo: ¢1 0 @1 = idg,

-) su cuadrado sea la identidad.

Veamos como son los automorfismos de Zs , pero primero , algo més general, los Endomor-
fismos de Z,, .

f: L, — L,
a+nb — fla+,b) = f(a)+, f(b)

faA+1) = f)+ (1)

flk) = k-fQ1)
= escogiendo f(1) definimos el endomorfismo.

VZEZn, fz: Zn — Zn
kE — kz

es endomorfismo , End(Z,) = Z,
. Biyectivos?

Aquellos f, en que z tiene inverso multiplicativo , es decir , f, en que z es primo relativo
conn .

(Aut(Zy),0) = (Z%,-,) (Z% : grupo multiplicativo de los invertibles de Z,, ).

n=3
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(AUt(Z3)7 O) = ({17 _1}7 '3)
Ambas , f1 y f_1 satisfacen fZ = f?, = id .Pero f; = id , por lo tanto el tinico automorfismo
que sirve para ser ¢ es f_q .

En la accion ¢ : Zo — Zs , en el caso 2. , ¢ € Aut(Z3) debe ser multiplicacion por —1 .
El caso 2. es Zy Xy Zs3 , con :

(n1, h1) - (n2,he) = (n1 +3 ¢, (n2), h1 +2 ha) = (n1 +3 (_1)}“7”02, hi +32 ha) Cnclusion: Hay
dos , salvo isomorfismos , grupos de orden 6 :

1. Zg Abeliano
2. S3 No Abeliano

Ejercicio:

Mostrar que hay dos grupos de orden 4 : Zy vy Zo X Z5 .

1.8 Pequeno estudio de (.5, o)

Recuerdo:
X, ={1,...,n}
S, = Biy(X,) = {0 : X,, — X,,/o es biyeccion}

(Sp,0) es un grupo de orden n! . (grupo simétrico de grado n )

. o 1 2 ... n
Notacion para o € S, : 0 = ( o) o(2) - o(n) )
Definicion
Un o € S, se dice “ciclo de largo k “ (k < n ) ssi Jiy, io, ..., i distintos entre si en X,, , tales

que o(i;) =iz j=1,... k—1yo(i)=isii¢ {in,....ix}.

Observacion:

No toda permutaciéon es un ciclo . Por ejemplo :

(1 2 3 4 g -
o= 91 4 3 € 04 Yy DO es un ciclo .

o es producto ( composicion) de dos ciclos :

123 4 123 4
71:(12):(2 13 4) 72:(34):<1 2 4 3)

T1 0T =T90T1 =0
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Definiciéon

Dos ciclos 0 = (i1...1x) € Spy 7™ = (J1...J1) € Sy, se dicen * disjuntos “ ssi {iy ...} N
{j1...5}=0.

Ejercicio:

Si o y 7 son ciclos disjuntos , entonces conmutan

Prop

Todo o € S, \ {1} se escribe de manera tnica ( salvo por el orden de los factores ) como
producto de ciclos disjuntos ( a pares ). ¢ =gy 0---00; o; y o; disjuntos Vj # 1 .
Dem.

Sea G =< {0} >={1,0,0%, ...,0"} subgrupo de S, .
Definamos la siguiente accion de G sobre X, :
Gx X, — X,

(1,4) — 7i = 7(1)

Si Oq,...,0; son las orbitas de la accion de G sobre X, de cardinal > 1 , entonces son
disjuntas , y 0 = o0y...0; , donde o; es el ciclo dado por: Tomamos ¢ € O; , 0; =
(ca(e)a?(c)...ac™ 1 (c)) con m; =| O; |(convencerse de que o es gy 0...00; ).

La unicidad , ( salvo orden de los factores ) sale de que si 0 = ¢y 0...00, , con los g; ciclos
disjuntos , entonces las orbitas ( de cardinal > 1) de o , seran los ciclos de los 7 .

Observacion:

1. Sio €S, es un ciclo de largo k , O(0) =| {0/i € Z} |= k

2. Si0y,...0, son ciclos disjuntos , (cj0030...00,) =0l o...00l De aqui resulta que

sioc €S, , O() =mem(O(0y),...,0(0ox)) cuando la descomposicion de o en ciclos
disjuntos es 0 = 0y 0... 00y O(0) = mem(largo de susu ciclos ) .

Algunas formulas ttiles:

1. Sio = (i1 ia...1) es un ciclo de largo k , y 7 € S, es cualquier permutacion , entonces
Tor = (7(iy) T(ia) ... T(ix)) .

2.(1 2 ... K)(k k+1 ... D=(12 ... k k+1 ... 10
3.(1 2 ... k=1 K)(k—=1Fk k+1 ... D=(12 ... k=1)(k k+1

l)
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Definiciéon

Una trasposicion 7 € S, es un ciclo de largo 2 : 7 = (i iz) .

Prop

Toda permutacion o € S, es producto de trasposiciones.

Prop

Paran >3, Z(S,) = {1} .

Dem.

SicesS,,o=/(iyiy...17)(j1...) 0 no conmuta con 7 = (ig j1) .

ToooT = (iyig...751)(lk...) £ 0,

si no ,0 = (iz43...) 0 no conmuta con 7 = (igi3) .

1.8.1 Signo de una permutaciéon
Sio €S, ,la matriz de permutacion P, , asociada a o es :
0

Po =1 €s(1) €02 --- €sm) cone;=| 1 | « jlacolumna jde I,

Prop

Sio,Te€S,, entonces P, - P, = P,;

Dem.

Por columnas:
colj(Py - Pr) = Py - colj(Py) = Py - e2(j) = Y11 0ir(j) * €ali) = €o(r(j))

= 6007(]’)

= col;(Pyor)



1.8. PEQUENO ESTUDIO DE (Sy, o) 41

Observacion:

o — P, es un morfismo inyectivo de (S,,0) a (GL(n), )
con GL(n) : matrices invertibles de n x n .

Definicién

El signo de una permutacion o € S,, se define como :

sign(o) = (—1)7 = det(P,)

Es claro que si 7 es trasposicion , (—1)7 = —1. Entonces , si ¢ € S, cualquiera , dado
que 0 = T{ 0...0T , CON Tq,...,Tx trasposiciones= B, = P, ----- P, = (—-1)7 =
det(Py -+ o) = (<17 (1) = (=1) - (—1) = (~1)}

Asi , tenemos una funcion sgn: S, — {-1,1} que es un epimorfismo de

o — sgn(o) = (=1)°
(Sn7 O) y ({_17 1}7 )
Ademés , sgn(o) = 1 si o se descompone como un niimero par de traspocisiones y sgn(o) =
—1 si 0 se descompone como un nimero impar de trasposiciones.

Notacion:

Si o € S, es tal que su signo es 1 , entonces decimos que o es par , si no , o se dice impar.
Definicién
Llamamos “Grupo Alternante de grado n “ a A,, = Ker(sgn)<S,, A, = {o € S,/o es par } .

Prop

|An|:n§!

Dem.

Sn/A, = {-1,1} =] S, /4, |= I'j:‘l —2=| A, =S =u

Notar que A, es un subgrupo propio (# S, ) maximal en S, :
SiS,2HDA,=1S,:4,]=2=][S,:HJHA,]
= ([S,:H=1y[H:A,)=2=H=S5,)0=([S,:H =2y H:A,]=1=H=A,)

Observacion : esto es una particularidad de los subgrupos de indice primo de un grupo
dado.
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Prop

A,, esta generado por los ciclos de largo 3.

Dem.

1. Un ciclo de largo 3 esta en A, :
(ijk)=(ij)(jk) € Ay

2. Todo elemento de A,, es producto de ciclos de largo 3 .
Basta hacerlo para productos 775 de 2 trasposiciones:

(a) m=m=0=1
(b) (i)(Gk)=(ijk) i #j#k
(c) (ij)(kl)=(ijk)(j k1) (disjuntos)

Prop

A, esta generado por los cuadrados de los elementos de .S, , es decir , A,, =< {02/ € S, } >.

Dem.

1. 02 es par

2. Los ciclos de largo 3 son cuadrados.

Definicion

Si G es un grupo , un subgrupo H de G , se dice subgrupo caracteristico ssi Vf : G — G
automorfismo , f(H) = H.

En particular , H subgrupo caracteristico de G = H < G . La implicancia reciproca no es
cierta.

Ejemplo:

Sea G = Zy X Zs , todo subgrupo de G es normal , pues es abeliano.
H, =Z, x {0}

Hy = {0} x Z,

Hs = {(0,0), (1,1)}

Son normales en G , pero no caracteristicos :

f(a,b) = (b,a) intercambia H; con Hy

g(a,b) = (a,a + b) intercambia Hy con Hy
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Prop

A, es un subgrupo caracteristico de S, .

Dem.

A, =<{o*/oc € S,} >

Si f:S, — S, es automorfismo= f(A,) =< {f(c?)/c € S,} >
=<{f(0)?/o € S,} >
=<{r?/r € S} >
—A,

Ejercicios
1. Si f: G — K es un morfismo de grupos , y A C G , entonces f(< A >) =< f(A) > .
2. Si f € End(S,) , entonces f(A) C A .

Corolario

SiN<A,y f:S,— S, es automorfismo , entonces f(N) <A, .

Prop

Sin > 5, los subgrupos normales de S,, son {1}, A, y S, .

Dem.

Probemos que si {1} # N <.S,, entonces A, C N.

Lo haremos como sigue: probaremos que un N con estas caracteristicas contiene algiin ciclo
de largo 3 .

Sea 0 € N\ {1} , 3 alguna trasposicion 7 € S, tal que ¢ no conmuta con 7 (7(5,) = {1} )
1# 0,7 =010 771 €N

! = 7, trasposicién ( conjugado de una trasposicion)

Ademas oTo~
por lo tanto , tenemos 73 07 € N\ {1}

(11 # 7 pues de lo contrario resultaria la identidad )

e Si 7y y 7 no son disjuntas:
7 = (i,5) 7= (5, k) T = (ijk) ciclo de largo 3 .
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e Si 71 y 7 son disjuntas:
tenemos (7,7)(k,1) en N (i, 7, k, [ distintas entre si ) y , por lo tanto , N contiene todos
los productos de dos trasposiciones disjuntas , por lo tanto , contiene a (k{)(jm) m ¢
{65,k 1} (n = 5)= (@))(kD)(ED)(Gm) = (ijm) €N .

Definiciéon

Un grupo G se dice simple ssi G # {1} y los tinicos subgrupos normales de G son {1} y G .

Teorema

Sin >5,A, es simple.

Lema Técnico

Sio € S,,n>4, conmuta con ToT V71 € S, trasposicion , entonces O(c) < 2.

Dem.

Por contradiccion:

Si O(0) > 2 = o se escribe en su descomposicion en ciclos disjuntos como o = (i, 5, k, .. .)
(tiene ciclo de largo > 3 ).

Sea | ¢ {i,j,k} ( esto es posible pues n >4 )y 7= (kl)
Tor = (ijl...), 0 no conmuta con con 7o7 . Calculemos:

ogotor(i) =k ToToo(i) =1 —

Dem. (Teorema)

Hay que probar que no existe N < A, tal que N # {1} y N # A, .

Por contradiccion :supongamos que tenemos algiun subgrupo normal propio (# {1} vy # A,
).

Ejercicio: Probar que st G es grupo y tiene algun subgrupo mormal propio , hay uno
mazimal que lo contiene (Zorn).

Entonces existe un subgrupo normal propio maximal con respecto a la inclusiéon , que lla-
maremos N .= Ng (N) = A4, .

Por lo tanto , V trasposicion 7 € S, 7TN7 # N . Y si 7,7 € A, son trasposiciones
77N(17)"' =N = 7N7 = 7yN7y .

(N tiene solo dos conjugados en S, , Ny 7N7 )
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Si consideramos K = NN 7Nt , K« S, = K= {1}

Por lo tanto , tenemos dos subgrupos normales de A,, , N y 7N7 | cuya interseccion es trivial
, por lo tanto , N(7N7) = N x 7N7 .

N(7NT) S,

N(7N7) C A, = N(7N7) = A4,

N(rN7) DN D {1}
Como N conmuta con 7N7 (dos subgrupos normales con interseccion trivial).

Si o € N = o conmuta con 7o7 V trasposicion 7 . Por el lema anterior = O(0) =2 = Vo €
N, Vo € N1, O(0) <2 =Vo € A,, O(c) <2
— <« (pues A, tiene los ciclos de largo 3 ).
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Capitulo 2

Anillos

2.1 Definiciones Basicas

Sea R un conjunto con dos leyes de composicion interna : + y - .(R, +,-) se dice anillo ssi:

—_

. (R, +) es grupo abeliano
2. - es asociativo en R
3. - distribuye con respecto a + en R

4. - tiene neutro 1, con 1 # 0, donde 0 es el neutro para + .Cuando se tiene esta cuarta
propiedad , se habla de “anillo unitario”.

Si ademaés - es conmutativo , el anillo se dice conmutativo.

Nota:

En general , nosotros trabajaremos con anillos unitarios conmutativos.
Ejercicio:
Si (R,+,-) es un anillo , entonces (Va,b € R) :

e a-0=0-a=0

e —a=(-1)-a

o ~(a )= () b=a-(-)
Asi , 0 no puede tener inverso para - .

47
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Definiciéon

Si (K, +,-) es un anillo conmutativo , se dice cuerpo ssi todo a € K\ {0} tiene inverso para

Definiciéon

Un anillo no necesariamente conmutativo , en el que todo elemento distinto de 0 tiene inverso
para -, se suele llamar “anillo con division”.

Ejercicio :

Un anillo R es cuerpo ssi (R \ {0}, ) es grupo abeliano.

Definicion

Si R es un anillo , un elemento a € R\ {0} se dird * divisor del cero” ssi: 3b € R\ {0} tq.
a-b=0obienb-a=0.

Definiciéon

Un elemento a € R\ {0} se dice “cancelable” para - ssi: (Vx,y € R) a-x=a-y =2 =
y y ra=y-a=>r=y

Ejercicio :
e Un anillo R NO tiene divisores del 0 ssi todo a € R\ {0} es cancelable para -
e En un anillo R, todo a € R con inverso para - es cancelable.

e En un cuerpo K no hay divisores del O .

Definiciéon

Un “Dominio de integridad” ( o “anillo de integridad” ) es un anillo conmutativo sin divisores
del cero.
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Ejemplos :
e (Z,+,-) es un dominio de integridad.

e Todo cuerpo (K, +, -) es dominio de integridad .(por ejemplo : (R, +,-), (C,+,-), (Q,+,-)
).

® (Zy,,+,-) es anillo conmutativo (m > 2 ).
Ly ={[n]=,,/n € Z}

rT=Ep,ySr—yem-Z

nll Eml 2 ny - li=, na - lo , por lo tanto , [n] - [ng] = [n1 - no] también tiene sentido.
1=,,2

e En Z,, , [n] no es divisor del cero < [n] tiene inverso para - < n es primo relativo con
m .

® 7., es cuerpo < Z,, es dominio de integridad < m es primo.

2.2 Anillos de Polinomios
Definicion

Si R es un anillo conmutativo , el conjunto de polinomios en una indeterminada x y a
coeficientes en R es R[z] = {(ao, a1, ..., apn,...) € RN/(3n,) tq a, =0Vn > n,} .

Definamos las siguientes operaciones en R[z] :

o (ai)ien + (bi)ien = (@; + b;)ien

® (a;)ien - (bi)ien = (¢i)ien , con ¢; = Z;:o aj - bij

(R[x], +, ) es anillo conmutativo.

Llamamos x = (0,1,0,...,0,...) € Rlz], deestaforma z"=g-...-z= (0, ...,0, 1, 0,...
nwveces T
7
, por lo tanto , (a,,a1,...,a,,0,...) = > ja; - 2" , donde identificamos los elementos
a € R con (a,0,...,0,...) € R[z] . Identificacion justificada por el hecho que la funcion
f: R — R [z] es una inyeccion que preserva +y - : f(a+b) = f(a)+ f(b)

a — (a,0,...,0,...)
y fla-b) = f(a)- f(b) .
Notar que : Y » ja;-a' =Y 1" jbi-a' € Rlz] < a; =b;Vie N.
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Definicién
Si p(x) = > a; - 2" € R[] definimos su grado como gr(p(z)) = Max{n € N/a,, # 0}(# 0 &

1€EN

p(z) #0) .gr(0) = —oco .

Convenciones:

n+—oco=-00+n=—-o00 YneNU{-o0}

—oco<n VneN

Prop
Vp(z),q(z) € R[z]

L gr(p(z) + q(z)) < Max{gr(p(z), gr(q(=))}

2. gr(p(z) - q(z)) < gr(p(z)) + gr(q(x))

Observaciones:

o gr(p(z) - q(z)) = gr(p(z)) + gr(q(z)) se tiene cuando NO hay divisores del cero.
e R es dominio de integridad< R[z] es dominio de integridad.

e Si R es un cuerpo , se tiene el teorema de la division :Si p(x), f(xz) € Rlz], f(z) #
0, Jlg(z),Ir(z)e Rlz] tq.
p(x) = q(x) - f(x) +r(z) gr(r(z)) <gr(f(z)) .

En general se tiene ( aunque R no sea un cuerpo) : Vp(z) € R[z],Va € R p(x) = q(z) - (v —
a) 4+ ¢ con ¢ € R .Donde ¢ = p(a) , en que p(a) es evaluar la funcion

p : R— R “funcion polinomial asociada al polinomio p(x) ¢
x — p(x) “formula del polinomio evaluada en el elemento z .
Es decir , p(z) =a,+ a1 -+ ...+ a, - 2" € R[z]
pla)=a,+a-a+...+a,-a" €R

Definiciéon

a € R se dice raiz de p(x) € R[z] ssi p(a) = 0 .Se obtiene : a raiz de p(z) ssi (zr —a) es un
factor de p(x) . (i.e p(x) =q(x) - (x —a) ).
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Corolario

Siaq,...,a; € Rson raices de p(z) distintas entre si, entonces (x—aq)-(x—as) - - - (x—ay) /p(x)

Corolario

Si p(x) € R[] tiene grado n € N entonces p(x) admite a lo mas n raices distintas.

Corolario

Si R es infinito y p(x),q(x) € R[z] entonces las funciones polinomiales p,q : R — R son
iguales ssi p(x) = ¢(x) .

Dem.

=) Va € R p(a) = q(a) = p(z) — q(z) tiene a todo a € R como raiz ( infinitas raices), por
lo tanto , su grado debe ser —oco=- p(z) — ¢(z) = 0 = p(z) = q(x) .

Observacion:

Si R es finito , R = {r,,..., 7} , entonces p(x) = (x —r,) - (x —r1) -+ (x — ry) € Rlz]
. gr(p(z)) = k+1 = p(z) # 0 .Sin embargo , la funciéon polinomial asociada a p(z) es
la funcion nula (Vi € {0,...,k}p(r;) = 0) . Es decir , p(z) y 0 tienen la misma funcion
polinomal asociada.

Definicion

Si R yP son anillos , un morfismo (u homomorfismo ) de R a P, seré una funcion f : R — P
tal que:

1. (V’I“l,’f‘g - R) f(rl +T2) = f(rl) +f(T2)
2. (Vri,re € R) f(r1-1mo) = f(r1) - f(r2)
3. f(1g) = 1p

Observacion:
1. y 2. no implican 3. Por ejemplo: f: R — P Satisface 1. y 2. pero no 3.
r — f(r)=0

Se tienen las nociones de isomorfismo, monomorfismo, epimorfismo ,endomorfismo , auto-
morfismo , etc. como se esperaria.
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2.3 Buenos Subconjuntos de un anillo
Definicién

Si R es un anillo ( conmutativo o no ) un subanillo S de R serd un subconjunto cerrado
para + y -, que contiene a 1 € R y tal que con + y - restringidos es anillo .

Definiciéon
Si (R, +,-) es un anillo conmutativo , un ideal I en R es un subgrupo de (R, +) tal que :
(VreR)(Vx €l)r-ze€l,yademas I C R. Sil=R hablamos de ideal degenerado.
. Para que sirven los ideales 7 , para hacer cuocientes.
(R,+) es grupo abeliano= (I,+) < (R, +) y tiene sentido el grupo abeliano (R/I,+) .
R/T=A{[z]/x € R} [x] =x +1
[z] + [y] = [z +y]
Observemos que :
[l =[Ny =] =[xy = [z V]
r—2r'ele (Fze)r=a"+=2
y—y ele (Fuel)y=y +2
. et L 4 . / . . . — !,
ry=x-y+2-ut+y-z+g Iu:>[93 yl = [2" -]
el €
Tenemos asi en R/I dos leyes:
[2] + [y] = [z + Y]
[] - [y] = [z - y]
(R/1,4+, ") es anillo , con [1] el neutro para -

Como I C R, R/I tiene mas de un elemento ( si v ¢ I = [r] # [0] = 1) y , por lo tanto ,
1=[1]#0=1.

Prop

Si f:(R,+,) — (S,+,+) es un morfismo de anillos , entonces Kerf = f~1({0}) es un ideal
. Ademés , todo ideal en R es un ntcleo de algiin morfismo de anillos.

Dem.

Kerf es subgrupo de (R,+) ysiz € Kerf y re R, f(r-z)=f(r) - f(x)=f(r)-0=0=
r-z € Kerf . Como f(1) =1#0=1¢ Kerf , por lo tanto , Kerf es ideal en R .

Sea I un ideal de R, la funcion v: R — R/I es un morfismo de anillos.
v — 1

Kerv =1, por lo tanto , todo ideal es ntcleo de un morfismo de anillos.
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Observacion:

En la definicion de ideal se puede reemplazar [ C R, por 1 ¢ I | y queda la misma nocion.

Ejemplo:

Ideales en (Z,+,-) .
Subgrupos de (Z,+) : m-Z, m € N .

Vm # 1 m-Z es ideal de Z . ( para m = 1 resulta un ideal degenerado)

2.3.1 Teorema del Factor

Si f:(R,+,:) — (5,+,-) es un morfismo de anillos y I C R es un ideal , con I C Kerf ,
entonces 3! morfismo de anillos f : R/T — S tal que el diagrama siguiente conmuta:

R/1

f = fov (evidentemente f([z]) = f(z) .
f inyectiva < I = Kerf

f sobreyectiva < f es sobreyectiva .
Ejemplo:

;Ideales en un cuerpo (K, +,-) ?

1. Un ideal en un anillo conmutativo NO contiene elementos invertibles (respecto a - )
(Ejercicio trivial)

2. En K todo x # 0 es invertible .

Por lo tanto , el tinico ideal de un cuerpo es I = {0} .
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Corolario

Si (K,+,) es un cuerpo y f : K — R es un morfismo de anillos , entonces Kerf = {0} . i.e
f es inyectiva.

Ejemplo:

.Si K es un cuerpo , Cudles son los ideales de (K[z],+,) 7

Si I es ideal en Klx] , entonces I = p(x) - K[z] , con p(x) € K[z] un polinomio fijo de grado
distinto de O .

Dem:
{0} = 0- Kfz]
Supongamos que I D {0} ( contenido estrictamente ).

Tomemos p(x) € T\ {0} de grado minimo . Veamos que (Vf(z) € I) f(z) = p(x) - q(z) para
algin ¢(z) . Paraello, si f(x) € T, dividamos por p(x) , obtenemos f(z) = q(z)-p(z)+r(z)
con gr(r(z)) < gr(p(z)) .

Notar que r(z) € I, pues r(z) = f(z)+ —q(z) - p(z) € I, y como p(z) es de grado minimo
I I
S S

dentro de I\ {0} = r(z) =0 = f(z) = q(z) - p(z) , por lo tanto , I = p(x) - K[z] .

Ideales generados por Subconjuntos
Sea R un anillo y A C R . Llamamos ideal generado por A al siguiente conjunto:

(A= N _1

Ies ideal, IDA

Ejercicio:
1. (A) = {Z?:l riai/n € N, a; € A,TZ‘ - R}
2. Si u € A es invertible = (A) =R .

Observacion:

Si R no fuera conmutativo , sus ideales se definen como:

e I C R (inclusién estricta )

e (I,+) subgrupode (R,+)yVre R,Vxel, r-x €lAz-rel.

Resulta :
(A)={>ri-wi-si/neN,r,s; € Roa; € A}
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Ejemplo de anillos no conmutativos:

1. Sea K un cuerpo , n > 2. R = {(a;;)ij=1..n/a;; € K} matrices de n x n a coeficientes

en K | con la suma y producto de matrices usuales. ( (1) 8 ) ( 8 (1) ) no conmutan.

2. El anillo de divisiéon de los cuaterniones:
H=R*=R xR3, + es componente a componente y - :
(a,v) - (byw) =(a-b— <v,w>a-w+b-v+vXxXw)

(a,v)™! = % con (a,v) = (a, —v)

Definiciéon

Un ideal en un anillo R se dice principal si es generado por un elemento.

Definiciéon

Un anillo R se llama “dominio ideal principal” (dip) ssi es dominio de integridad y todo
ideal en él es principal.

Ejemplos:

e El teorema de la division hace a (Z,+,-) y (K[z],+,-) (K cuerpo ) dip.

e Los cuerpos son dip (tnico ideal el 0 ).

Ejercicio:

El anillo de los enteros de Gauss G ={a+b-i/a,b € Z} C C con +,- de C son un dip.

Ejercicio:

Sea R un dominio de integridad. Definamos en R x R\ {0} la siguiente relacion:
(a,b) ~ (c,d) = a-d=b-c

Sea K=R x R\ {0}/ ~ . Definimos en K :

[(a,b)] + [(e,d)] =[a-d+b-c,b-d]

[(a,0)] - [(c,d)] = [(a- c,b-d)]

Probar que estas dos operaciones estan bien definidas , y que (K, +,+) es un cuerpo.

Verque ¢: R — K es un monomorfismo de anillos y que identificando a € R con
a — [(a,1)]

¢(a) = [(a,1)] € K entonces [(a,b)] = 4(=a-b"")Va,b e R,b#0 .

K se llama el cuerpo de fracciones de R . ( Si R = Z , entonces K = Q . Si R = K[z] ,

entonces K = “fracciones racionales”.Si R es un cuerpo k , entonces K =k ).
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Ejercicio:

Mostrar que si P es un cuerpo, y R C P es subanillo de P , entonces el cuerpo mas pequeno
incluido en P que contiene a R es isomorfo a K = “cuerpo de fracciones de R .

2.4 Algo de Divisibilidad en Anillos

Notemos que si R es un anillo (R*,-) con R* = {r € R/r es invertible } , forma un grupo.
Cuando R es conmutativo , R* es abeliano.

Los elementos u© € R* se suelen llamar unidades de R .
Definiciéon

Diremos que dos elementos a, b son “unitariamente equivalentes” ssi Ju € R* tal que b=u-a
. (i.e, a,b estan en la misma orbita de la accion de (R?,-) en R por multiplicacion ).

Notacion :

a ~ b ( probar que es de equivalencia ).

Definiciéon

(Divisibilidad) . Sean a,b € R . Decimos que a “divide” a bssi (Jc € R) talque b=c-a .

Observacion:

Sia~b=a/bAb/a .

En general , “/ “ no es de orden.

Ejercicio:

Ver que en un dominio de integridad a/bAb/a = a ~ b .Ademas , a/b,a ~ a', b~V = a'/V
, por lo tanto , se puede definir la relacion “/ “ en R/ ~ | y aqui si es de orden.

2.4.1 Caso en que R es un dip

a/b<=be (a) < (b) C(a)
Notar que a ~ b < (a) = (b) ( en un dominio de integridad) .
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Definicién
Sean a,b € R . Un elemento ¢ € R se dice maximo comun divisor (m.c.d) de a y b ssi:

e Es comun divisor : ¢/a A ¢/b
e Cualquier divisor comun de a y b, es también divisor de ¢ : (Vd € R) d/aAd/b=d/c

Notar que sices m.c.ddeay b,y ~ ¢, entonces ¢ también es m.c.ddeay b .

En un dominio de integridad , si ¢ es m.c.d de a y b, entonces ¢ esm.c.ddeay b c~ .

Prop

Si R esun dipy a,b € R, con alguno de los dos distinto de 0 , entonces dc m.c.d de a,b .

Dem.

Considerar I = (a,b) , por ser dip , I = (¢) , con c € R .

a€ (c)=c/a

be(c)=c/b

, por lo tanto , ¢ es un divisor comin de a y b . Sea d un divisor comtn de a y b :
a€ (d)=d/a

be (d)=d/b

{a,b} € (d) = (¢) = (a,b) C (d) = d/c

Notar que (a,b) = {a-a+ 3 -b/a,f €R, (a,b) =(¢c) =a-a+ [ -b/a, € R Igualdad de
Bezout

Ejercicio:

Dos elementos son “primos relativos” si m.c.d entre ellos es 1 .a,b primos relativos ssi
(Ja,peR)l=a-a+3"-b.

Corolario

Sea R un dip . Si a,b,c € R, con a,b primos relativos y a/(b - ¢) entonces a/c .

Dem.

a/(b-¢)=b-c=v-a,v€R
a,b primos relativos = 1=a-a+0-b,a0,0 € R=c=(c-a)-a+p-b-c
=c=(c-a+p-v)-a=a/c
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Definicién
Un dominio de integridad R se llama “dominio de factorizacion tnica” ssi (Va € R\{0}) Ip1, ..., pk
primos tnicos salvo por equivalencia unitaria y orden , tal que a ~ p;-pa-...-pi . ((unidades

conk=0a~1€R").

Prop

Todo dip es dominio de factorizacién tnica .

Dem.

1. Existencia de descomposicion en producto de primos para los elementos de R\ R* ( no
invertibles )

Por contradicion . Sea S = {a € R\ R*/a no es producto de primos } . Supongamos que

SAD .

Consideremos para a € S una cadena estrictamente creciente de ideales: (a,) C (a1) C -+ C
(a,) C -+ cona,=a.

Si es que esta cadena esta obligada a detenerse en (a,) , No existe a,+1 € S tal que (a,) C
(Gpt1) , por lo tanto , a, = c-dconc,d ¢ S . ¢,d ¢ S< tienen descomposicion en primos
=a, tiene descomposicion en primos.

Consideremos el ideal I = | (a,,)
neN

Ejercicio : La unién de una cadena de ideales es ideal .
I=U,cn(@n) esidealen R = 1= (a) ,a € R.

Pero el generador a € I debe pertenecer a algun (a,) ,y a € (a,) < (a) =1C (a,) , por lo
tanto , I = (a,) —+« la cadena terminé en (a,) .

=S5=10

2. Unicidad de la descomposicion
Seaa~pr-...-pp~qL-... q

Lo De~q = pr/(@ @)

(Si pr y 1 son primos relativos , pr/q1(q2 - @) = pr/(q2-..q) , por lo tanto, en el peor de
los casos , esto se detiene en py/q; )

Por lo tanto , pp ~¢q; ,algint=1...[.

Para que la notacion sea razonable , intercambiamos ¢; v ¢; y resulta px ~ ¢ = p1-- - Pr_1 ~
qr---qi-1 -

Se sigue inductivamente : pr_; ~ ¢-1 ( salvo reordenacion)

Prk—j ~ Qk—j
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Las dos descomposiciones deben acabar al mismo tiempo ( justificar) . Por lo tanto , (Vi =
1...1) pi ~ Go(;) para alguna permutacion o € Sy.

2.5 Mobdulos sobre un anillo R

Sea R un anillo , no necesariamente conmutativo . Un moédulo izquierdo M ( o R -mo6dulo
izquierdo ) sobre el anillo R | es un grupo abeliano (M, +) ( su neutro sera 0 ) dotado de
una “ley de composicion externa”

RxM — M
(r,m) — rm

Tal que:

1. Im=mVmeM

[\V]

. (Va, B € R)(Vm € M) a(fm) = (aff)m

w

. Vo, € R)(Vm € M) (a+ B)m = am + fm

4. (VYo € R)(Vmy,mg € M) a(my + ma) = amy + amy

Observacion:

Se pueden definir R - mdédulos derechos . Si R es conmutativo coinciden los derechos con los
izquierdos y se habla simplemente de R - mo6dulos.

Ejemplos 1:

R = K cuerpo , un K - médulo izquierdo es un K - espacio vectorial.

Ejemplo 2 :

R =7, los Z - mo6dulos son exactamente lo mismo que los grupos abelianos.En efecto:
Si (A, +) es grupo abeliano , definimos para o € Z,a € A |

a+...+a st >0

——

aa = 0 sia=0
(—a)+...4+(—a) sia<0

N J
g

—QVeces

Después de multiples inducciones se concluye que A , “con esta multiplicacion por escaler” |
resulta un Z - modulo .



60 CAPITULO 2. ANILLOS

Reciprocamente , partiendo con un Z - moédulo M , (M, +) es grupo abeliano.Si o € Z y
m € M | se tiene lo siguiente:

a>0=am=(0+...+1)m=Im+...+1lm=m+...+m
—— ———

a =0= am =0 ( propiedad general de R - modulos : Vr e R,Vm e M, r-0=0m =0)
a<0=—1(am) = (-la)ym = (a-—1)m = a(—1m)

= am = (—a)(—m) = (—m) + ...+ (—m) — aveces

Ejemplo 3 :

Sea K un cuerpo . Estudiemos los K[z] - m6dulos

Sea M un K]z| - médulo . Considerando que K puede ser identificado con el subanillo de los
polinomios constantes en K[z] (¢ — a+0-x+...) . Se puede restringir la “multiplicacion
por escalar” a escalares de K : K x M — M , con lo que M resulta ser un K - espacio
vectorial.

Notemos que si tomamos el elemento del anillo z € K|z]
x(my + ma) = xmy + xmeVmy, my € M
z(am) = a(zm) Ya € K,Vm e M

Asi, la funcion T: M — M
m — xm

es una transformacion lineal del K -e.v M en si mismo.

A la inversa , dados un e.v V sobre el cuerpo K , y una transformacién lineal 7': V — V|
podemos definir una estructura de K[z] - modulo de la siguiente manera:

La suma es la que V' trae como K - e.v , la “multiplicaciéon por escalares polinomios™
SiveVypx)=>"a; 2" €Kz], definimos p(T) = >" ja;T .

Facilmente se prueba que si p(x), ¢(x) € K|[x] entonces p-q(T') = p(T)-q(T') , y de ahi resulta
que la “ley de composicion externa” Kz] xV — V

(p(z),v) — plx)v =p(T)(v)

define una estructura de K[z] - modulo en V' en la que zv = T'(v)

2.5.1 Submoddulos

Si M es un modulo sobre el anillo R, un submoédulo N de M es un subconjunto N C M tal
que :

e (N, +) es subgrupo

e La multiplicacion por escalar es cerrada en N : (Vr € R)(Yn € N)rn € N .
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Notar que con estas condiciones , N resulta ser un R - moédulo.

Con las mismas demostraciones que en el caso de espacio vectorial , N C M es submoddulo
ssi:

1. N#£0

2. N es cerrado para combinaciones lineales: (Vri,7o € R)(Vny,ne € N) ring + rong € N

Ejemplo 1:

Los submodulos de un K - modulo: subespacios vectoriales.

Ejemplo2:

Los submodulos de un Z - modulo: subgrupos

Ejemplo 3:

Los submodulos de un K[z] -modulo:

El K[z] - modulo es un K - e.v V con S : V — V transformacion lineal. Si W es submodulo
,WCV
o WessevdeV

e Estable por S: (Yw e W) S(w) e W, (i.e S(W) C W ).

Nota de advertencia :

Sea M un R - médulo. r € R,m e M

rm = 0 NO implica r = 0V m = 0, (aunque el anillo no tenga divisores del cero) . NO
todas las propiedades de espacios vectoriales se mantienen para moédulos.

Ejemplo: en un Z - modulo puede pasar lo siguiente :

M=Z,,p€Z,p+#0,m=[1] se tiene p[l] = [p] = [0] .

Definiciéon

Si M es un R - modulo y m € M | se dice que m tiene torsion ( o es un elemento de/con
torsion) ssi 3r € R\ {0} tal que rm =0.
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Ejemplo:

Si R es un dominio de integridad , y M es un R - modulo , entonces : TM = {m € M/m es
de torsion } es un submodulo de M .

Ejemplo interesante de submodulos:

Sea R anillo conmutativo , tomemos M = R | i .e R como R - modulo. ( la multiplicacion
por escalar es la multiplicacion del anillo). Los submoddulos en este caso , son los ideales
(degenerado incluido ).

2.5.2 Buenas funciones

Si M y N son R - médulos , un “homomorfismo de R - modulos” (o transformacion lineal) es
una funcion T : M — N tal que:

o Vr,ye )T (z+vy)=T(x)+T(y)

o (VreR)(VxeM)T(rzx) =rT(z)

Ejemplo 1:

Si R = K cuerpo , tenemos las transformaciones lineales entre espacios vectoriales.

Ejemplo 2:

Si R =7, como Z— mo6dulo y grupo abeliano es lo mismo , resulta que las transformaciones
lineales entre Z - modulos simplemente son los morfismos de grupos.

Ejemplo 3:

R = KJz]. Recordemos que un K[z] -modulo es un espacio vectorial V' con una transformacion
lineal S : V — V | tal que para el escalar € K[x] y un vector v € V |, zv = S(v) .

Sea f : V. — W un morfismo de K[z] - modulos , y Si, 5, las transformaciones lineales
correspondientes a V' y W respectivamente.

1. f es K- lineal ( lineal entre los e.v V.y W)

2. Para z € K[z] , queremos que f(zv) = zf(v) (Vv € V) ,ie f(S1(v)) = Sof(v) Vv eV
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\J

S1 S2

\J

El diagrama conmuta.

2.5.3 Cuocientes

Sea M modulo sobre RR y N € M un submoédulo.

Considerando (M, +) como grupo abeliano , N es subgrupo normal . Podemos calcular
entonces (M/N, +) grupo abeliano, donde el cuociente es respecto a x ~y <y —x € N .

Buena propiedad:

[z] = [y] Av € R = [rz] = [ry| , por lo tanto , queda bien definida en M/N la multiplicacion
por escalar:

R x M/N — M/N
(r, [z]) — rlz] = [ra]
y M/N resulta ser R - modulo con v : M — M/N tal que v(z) = [z].

La misma serie de teoremas que se tiene para grupos y sus cuocientes vale en esta situacion:

Teorema de Correspondencia

Sea M un R - mo6dulo , N € M submoédulo . Hay una correspondencia 1-1 entre
submodulos de M que contienen a N«— submodulos de M/N .

14
NCPCM — P/N

Relevancia de Kerf , Imf si f : M — N es R - lineal:

o Kerf = f~1({0}) es submodulo de M
e Imf = f(M) es submodulo de N
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e f inyectiva < Kerff = {0}

e f sobreyectiva < Imf =N

Teorema del Factor

Sif:M — NesR-lineal y L submédulo de M , con L. C Kerf , entonces 3! f : M/L — N
tal que el siguiente diagrama conmuta:

M f N
\\/—
f

MIL

f(lz]) = f(=)
f inyectiva < L = Kerf ( Kerf = (Kerf)/L

f sobreyectiva < f sobreyectiva ( Imf = Imf )

Ejercicios :
1. Interseccion cualquiera de submodulos es submodulo

2. N+ L es submo6dulo de M .

Teoremas de Isomorfismos

1. Si M es un R - modulo y N | L son submodulos , entonces
N/NNL= (N+L)/L
[nlneL — [n]L

2. SiMes R - modulo y N C L € M submoédulo , entonces
(M/N)/(L/N) = M/L
[z]x]LNn — [z]L
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2.5.4 Sumas , Productos , Sumas directas , etc...
Definicién

Si M es un R - moédulo y A € M . Se define el submodulo generado por A como :

<A>= N N
ACN
N submodulo

< A > es un submodulo , y es el mas pequeno de los que contienen a A .

Claramente < A >={>"""  ra;/n € N,r; € R,a; € A} . < A > consiste en las combinacio-
nes lineales finitas de elementos de A .

Suma de Submoddulos

Sea M un R - modulo , y {M, : A € A} una familia cualquiera de submoédulos de M . La
suma de la familia es :

+aeaMy =< J My >
AEA

+xeaM, consiste en las sumas finitas de elementos en los distintos M, , i.e

+aeaMy = {Z?zl my,/n € N, A\ € A,my, € My, }

Definiciéon

La suma se dice directa , y se anota @@ My (= +reaM) ) ssi:
AEA

(V)\ € A) MX N (+A€A\{X}M/\) = {O} .
Prop (Ejercicio )

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. La suma N = +,cAM,, es directa
2. Todo n € N se escribe de manera tinica como suma finita de elementos de los M

3. V{1 .. A} C A con \; # \jsii # j, se tiene que my, + ... +my, = 0, my, €
M)\i:>m)\1:"':m)\k:0
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Producto de una familia de R - m6dulos

Sea {M)}rea una familia no vacia de R - modulos . Como conjunto , el producto de esta

familia es J] My = {(mx)rea/mx € My VA € A} .
AEA

m = (my)xea se puede entender de manera formal como una “funcion de eleccion”:

m:A— |J M,
AEA

)\—>m()\):mAEM,\
Si M = [] M, , podemos darle una estructura de R -méodulo . Definamos en M las opera-
AEA
ciones + y - :

o (Ma)aea + (Ma)aea = (Ma+Ma)rea  (m+m)(N) = m(A) +m(N)

e Multiplicacion por escalar en R : r(my)aea = (rma)aea  (rm)(A) = rm(A)

Ejercicio:

M , con las operaciones recién definidas , es un R - mdédulo.

Prop (Ejercicio)

Sea A\, € A . Definamos

f,\OIM)\O—>M: HM)\
AEA

0 si A# A,
Mo —= (Mahxen  commy =9 o\

[, es un monomorfismo de R - modulos , y por lo tanto , M contiene un submodulo fy, (M,,)
isomorfo a M,, ( los “vectores” con 0 en todas las componentes distintas a A, ).

Por otra parte , tenemos las “proyecciones” :
T, - M — M,
(Mma)aea — Ta, ((Ma)aen) = My,

m — m(X,) ( evaluacion en A, ). Las proyecciones son epimorfismos de modulos.

Prop

Sea (M) )aea una familia de R - médulos , y sea N otro R - mddulo . V familia de morfismos de

R - modulos {hy : N — M, }rea , 3! morfismo de R - modulos h: N — M | con M = [] M,
AEA

tal que , (VA € A) el diagrama siguiente conmuta :
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i.eWAOh:h,\

Dem.

h(n) = (hx(n))aea , la unicidad es directa .

Corolario

Si {Mx}rea v {Na}taea son familias de R - modulos , indexadas por el mismo A |, y
{hy : Ny — M, } ea una familia de transformaciones R - lineales , entonces 3! morfismo de

R -moédulos h: N = [] Ny — [ My = M tal que (VA € A) el diagrama siguiente conmuta
AEA AEA

La demostracion queda de ejercicio.
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Suma directa externa

(No tendremos , a priori , submddulos de un médulo dado).

Sea {Mj}xea una familia de R - modulos , sea M = {(mx)aea € [] My/m, = 0 para todos
AEA

los A € A salvo tal vez , un nimero finito de ellos ( para casi todo A € A)}.

Es directo que M es un submédulo de M = [] M, , lamamos a este submodulo M CMla
AEA
“suma directa de los M, “.

Observaciones:

1. (YA, € A) Im(f,,) € M, por lo tanto , podemos considerar esta funcion llegando a M
, anotemosla iy, : My, — M (monomorfismo) ( inyeccién candnica). Podemos entonces
identificar M, con iy, (M,,) C M .

2. Todo m € M es suma finita de elementos de los distintos M, :

m=(mx)rea = Y., my,asi M=< | M) >= +,caM, , ademas M = @ M, .
Atgmy7#0 AEA AEA

Ejercicios:

1. Si{M)} e es una familia de R - modulos , N es otro R - modulo y {hy : My — N}iea
es una familia de transformaciones R -lineales, entonces 3! transformacion R - lineal

h: & My — N tal que , (VA € A) el siguiente diagrama conmuta :
AEA

1. Si {M,}reay {Ni}rea son familias de R - modulos y {hy : My — Ny }ica es una familia
de transformaciones lineales , 3! h : @ M), — € N, , R -lineal tal que (VA € A) el
AEA AEA
diagrama siguiente conmuta :
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pE/\u >p€/\u
M = N
A A

h\

1. Sea {M,} ea una familia de R - modulos y (VA € A) N, C M, un submodulo , entonces

@ N, es un submodulo de € My y (6D M)/ (€D Ny) = @ (My/N,) .
AEA AEA AEA AEA AEA

2.5.5 Conjuntos linealmente independientes , Bases

Sea M un R -mo6dulo . Una familia de elementos de M : {my}rca se dice L.i en M ssi V
combinacion lineal finita tal que > rymy =0 ( I C A finito , 7, € R ) los escalares deben

Xel
ser 0:(VAel)ry=0

Observacion :

{my}ren es Li < toda subfamilia finita {my}rer ( { C A finito ) es Li.

Existen modulos SIN familias 1.i.

Ejemplo:
R =7 , M un Z -mbdulo finito cualquiera . Sabemos que todo m € M tiene orden r €
N\ {0} C Z finito , con r/ | M | , por lo tanto , rm = 0 = {m} no es lL.i.

La familia vacia es l.i por decreto , por lo tanto , es la tinica familia 1.i dentro de estos
modulos .

Ejemplo:

(Q,+) es un Z -modulo . Vm € Q\ {0}, {m} es Li .
Ninguna familia con 2 o més elementos de Q es l.i
(REVISAR).

En R como R - modulo , {1} es Li
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Definiciéon

Una base de un R - m6dulo M es una familia l.i que lo genera.

Ejemplo:
1. {1} es base de R
2. Ningin Z - modulo finito (excepto {0} , cuya base es () ) tiene base.

3. @Q no tiene base como Z - modulo

Ejercicio:
e Una base es un l.i maximal

o {my}rea base de M ssi todo m € M se escribe de manera tinica como combinacion
lineal finita de los m, .

Definicion

Un R - médulo se dira libre si tiene una base.

Ejemplo:

R como R - mddulo es libre . R” =[], R es libre (base canénica).

Caracterizacion de los R - médulos libres y sus bases
Prop

Sea M un modulo y {m)}rea una familia de elementos en M | entonces M es libre con base
{my}reassi VR -modulo N y V familia {n,},ca en N 3! funcion R - lineal f : M — N tal que
(V)\ € A) f(m)\) =Ny .

Dem.

=) M libre con base {my}ea. Tomamos una familia {ny} ca en N y definimos para m € M

, f(m) = > ryny,donde m = ) rym, es la tnica manera de escribir m como combinacion
AT NeT
lineal de los elementos de la base.

Es directo que es R - lineal , que f(m,) = n, , y que esta es la tinica posible definicion de f

, pues para que sea lineal | si f(m,) = n, , entonces f(>_ ramy) = > raf(my) .
Ael Ael
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<) Supongamos que »_ rymy =0 .Sea A, € I , y definamos la sgte funcion f: M — R tal

Ael
que :

my, — 1

my — 0 VA #£ X, , pero por hipoétesis existe una tnica funcion que hace esto , y como

STraf(my) = f(O° ramy) = f(0) =0, tenemos que ry,1 =0 = r,, =0, Si repetimos esto
AT Xel
VA € I, concluimos que 7y = 0 VA € I | por lo tanto , {m},es es familia 1.i

Veamos ahora que {my}re; = B genera M .

Sea N =< B > (VA € A) seleccionemos ny = my € N = 3! una funcion lineal f : M — N
tal que f(my) =my (YA € A)

N

Tomemos f: M — M como la composicion i o f , donde i : N <— M es la inclusion . Como

(VA € A)f(my) = i(f(my)) = f(mx) = ma . f M — M es la tnica funcion lineal tal que

my — my , por lo tanto , f = idy = Imf = Im(idy) = M , pero de la construcciéon de f
Imf=Im(iof)=Imf CN=<B>, porlotanto, MC< B> (CM)=M=<B>.

Moédulo libre sobre un conjunto A

Sea R anillo conmutativo. Si a es un elemento , podemos construir R, = R x {a} =
{(r,a)/r € R}, con la suma (r,a) + (s,a) = (r +s,a) , y la multiplicacion por escalar en R
r(s,a) = (r-s,a) .

R, es un modulo isomorfo a R ((r,a) <> ) . Como R es un modulo libre con base {1} = R,
es libre con base {(1,a)} . Anotaremos (1,a) = a € R, , por lo tanto , diremos que R, es
libre con base {a} . Como r(1,a) = (r,a) , se tiene R, = {ra/r € R} =Ra .

Si ahora hacemos esto Va € A | tenemos una familia de modulos libres {Rgy}aca , con R, de
base {a} . Anotamos Fy = @ R, .

ac€A

Prop

F4 es libre con base A .
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Dem.

Vz € Fs , x es suma finita de elementos en los sumandos

r= a1 +--+ 1) =ray+---+rpax,r; €ER,a; € A, conesto, A genera Fy , por otro
~— ~—
€Ra, €Ra,

lado , si Zle r;a; = 0 para r; € R, a; € A distintos entre si.

Recordemos que a; visto como elemento de F4 es (0,...,0,a;,0,...,0) , por lo tanto ,
Zleriai =(0...,maj,...,0,...,70;,0...) =0 rja;, =0en Ra; Vj & r; =0Vj .
Prop

Todo R -modulo es cuociente de algin R -modulo libre (mas bien isomorfo ).

Dem.

Sea M un R -mo6dulo. Sea A C M un generador : < A >= M .Aplicando la construccion
anterior , A C Fy .

Por la caracterizacion de modulo libre con base A | 3! funcion lineal f : F4 — M tal que
(Va € A) f(a) =a . f esun epimorfismo =

FA

\J

FA/Kerf f([z]) = f(x)

La funcion lineal inducida en el cuociente f : Fa/Kerf — M | es un isomorfismo.
.Que hay en Kerf ?

reKerf o r=ra®d - Orrag, f(r)=01ex=ria® - -drrag tal que ra;+- - -+rpa, =
Oen M .

Prop

Sean M y N dos modulos libres con bases {by}aea ¥ {cr}rea respectivamente , ambas de
igual cardinal == M = N .
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Dem.

Por la caracterizacion de modulos libres , 3! funcion lineal f : M — N tal que f(by) =
cx VA € A . Si se prefiere mirar a N como el mddulo libre , 3! funcién lineal g : N — M tal
que g(cy) = by YA € A, compongamos :

f g
M — N — M

b)\—>C)\—>b)\

gof: M — M es lineal tal que g o f(by) = by , por lo tanto , por la caracterizacion de
modulos libres , g o f(by) = idy . Construyendo fog , resulta fog = idy = fy g son
isomorfismos inversos uno del otro.

Nota:

Muchas de las propiedades de los espacios vectoriales no valen en general para modulos.

Prop

Si M es un R - modulo libre y N € M submoédulo , entonces N | ni siquiera tiene por que ser
libre.

Ejemplo:

R = (Z¢,+,-) como modulo sobre si mismo . La suma y el producto por escalar son los de
R, es libre con base {1} .Sus submoédulos son los ideales. I = (2) = {0,2,4} es un ideal y
no es libre.

Hay casos donde estas cosas andan bien , por ejemplo R = Z como modulo sobre si mismo.
Sus submodulos son los ideales (n) =n - Z , libres con base {n} sin #2000 sin=20.

Teorema

Si R es un dip , L es un R - modulo libre con base {by}aea , y M C L es un submodulo ,
entonces M es libre , y tiene una base {m,}er , I CTA .

Dem.

Consideremos los subconjuntos A’ C A y los submodulos libres de L : Ly =< {by}ren > .
Llamamos My = M N Ly .

Interesara considerar aquellos casos en que My es libre , con base {m,},er vy | I |<| A" .

Trabajaremos con tuplas de la forma (A, Ly, Mar,m' = {m,},er) , con las condiciones de
més arriba.
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Sea A el conjunto de estas tuplas , lo que queremos probar es que A posee un elemento (
tupla ) parael A=A (= Ly =L, My =M, y por lo tanto , M es submodulo libre de L ,
con base de cardinal <| A" |=| A | ).

Usaremos Zorn. Ordenemos A :

Diremos que

(A, L, Mar,m" = {my buerr) <(A”, Ly, My, m” = {m)) }ern) & A" C A (= My € Myw
) vy la base m” de My~ es una extension de la base m’ de My: , es decir , IV C I" y

(Vu € I") my, =m], .

< es claramente de orden en A .
A#£D,pues (N =0,Ly = {0}, My ={0},m' =0 (I"=0) e A.

Veamos que (A, <) tiene las hipotesis que requiere el lema de Zorn:

e A£()

e Sea {(A}, Ly, Mpr,mj = {mg)}uepg)}ig = ¢ una cadena en A | es decir , una familia
totalmente ordenada. P.d.q ( tiene una cota superior:

Tomemos A" = |J A; C A, y para My tendremos la base m’ = {m,},er , con I = I, y
iel iel

my, = ms) si € I'; (esta bien definido , por que las bases de los distintos My son extensiones

de las otras ).

P.d m’ es 1.i y genera M/

e Lineal independencia :

Una combinacion lineal finita de los m,, serd una combinacion lineal en algan My, , y en ese
lugar los mff) son Li

e Generan My, :

x €My =Ly NME e Ly =< {br}lrear > A € M = z es combinacion lineal finita
de los by , y los A que aparezcan estaran todos en algin A, = x € Ly MM = My, =z es
combinacion lineal de los {m,,},cn; € m' .

Evidentemente , | A’ |>| IV | y m' es una extension de todas las bases m, , A’ O Al | por lo
tanto , (A’, Ly, Ma/,m’) es una cota superior de la cadena ( .

Por Zorn , A tiene un elemento maximal (A’, L/, Ma/, m’).
P.d : para este elemento maximal , A’ = A .

Como de costumbre , al usar Zorn , suponemos que para este elemento maximal , A’ C A,y
llegaremos a una contradiccion haciendo crecer estrictamente este elemento maximal dentro

de A .
Tomemos A\, € A\ A" . Sea A" =N U{\}.
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Podria ocurrir que My» = My, , en ese caso m” = m' | y resulta que (A,...,m') <
(A”,...,m") , por lo tanto creceria el maximal —+«—

Si eso no ocurre , My» D My, . Veremos que se le puede agregar un elemento a la base de
Ma» y habremos crecido estrictamente —«— .

Hagémoslo: ;Qué elementos hay en Mp» 7

x € Mpyr & 2 € MAxz € Lyvn(= Ly @Rby,) , por lo tanto , = se puede escribir como
x=y+rby, ,cony €Ly ,7€R,yademas x € M .

Nuestra tarea:

Encontrar un elemento mas para agregar a la base de M,/ y hacer aparecer una base de M~

Sea [ ={r € R/(Jy € La/) y+1by, € Mpr} . I es un ideal ( posiblemente degenerado ) en
R . Como R es un dip = I = (r,) , para algin r, € R .

Sea my, = Yo + 1obx, € Mp» ( existe , pues r, € I ). Veamos que m' U {m,_} es base para
MA” .
e Lineal independencia

/ p—

Sea smy, + > 7, m), =0 51,0\, + 5y, + ZrumL: 0
~~ ~ = —

cm/ €L,/ EMAIQLA/
= 8Yo + D T, € Ly = sy, + Y rum), = Yo taby
A# X
Ae A

Como los {by} son Li = sr, = 0 todos los ty = 0, pero en nuestra situacion r, # 0 ( pues
7o =0= My =My» ) = s =0, por lo tanto , todos los otros r, =0 .

e Generador

M” = M N (Ly @ Rby,) . Vimos que un z cualquiera de My~ es de la forma = = y + rby,
,cony € Ly , y ademas r = sr, € I . Tomando x — smy, = y— sy, , por lo tanto ,
—

ey MM
—_——

M,/

T—Smy, = Tum, =T =Smy, + . T,m, .

Ejercicio:

Si R es un dominio de integridad y L es un R - mo6dulo , entonces todas las bases de L tienen
el mismo cardinal.

Ejercicios:

Sea R un anillo conmutativo , I € R un ideal.
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. SiMesun R - modulo , definimos IM = {>"" | s,;m;/n € N, s, € I, m; € M} . Probar

que IM es submodulo de M | y de hecho , IM=< {sm/s € I,m € M} > .

. Sobre M/IM definimos la multiplicacion por escalares en el anillo cuociente R/I :

[r] - [m] = [rm] . Ver que esto da una funcion bien definida R/I x M/IM — M/IM y
que con esto , M/IM resulta ser un R/I - modulo .

.SiM = & M, , con los M) submodulos de M , entonces IM = € IM, , y de aqui

A€A A€A
que M/IM = @ M,/IM, , > my] < > [m,] , y este isomorfismo es como modulos
AEA
sobre R y también sobre el anillo.

. Si M es libre , como R - modulo , de base B = {by}en , entonces M/IM es libre como

R/I - modulo , con base {[vx]}ren -

. Elideal I C R (estrictamente incluido ) , se dice MAXIMAL ssi es maximal con

respecto a la inclusion dentro de los ideales propios de R . i.e , si J es un ideal propio
deRyJDOI=1=J.
Probar que:

(a) Todo ideal propio J C R esta contenido en algin ideal maximal de R (Zorn ). En
particular , R siempre tiene ideales maximales.

(b) R/I es cuerpo < I es ideal maximal de R .

. Probar que si M es libre , como R - moédulo , con dos bases By y By , entonces

| Bi |[=| By | .

Definiciéon

Se llama Rango de un R— modulo libre , al cardinal de su base.

2.5.6 Modbdulos finitamente generados

R serd un anillo conmutativo.

Definiciéon

Un R - modulo M se dice de “tipo finito” o “finitamente generado” ssi 34 = {ay,...,a;x} C
M finito , tal que M =< A >= {37 Nja;/\ € R} .

Ejemplos:

e (Q no es finitamente generado sobre Z .
e R” es finitamente generado sobre R, ( y libre , con la base canénica )

e Todo grupo abeliano finito es finitamente generado como Z - médulo.
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Definicién
Un R -moédulo M se diré ciclico ssi es finitamente generado por un conjunto de la forma

A={a}.

De aqui en adelante , R ser& un dip.

;Coémo son los R - médulos ciclicos ?

M ciclico : M =< {m,} >= Rm, = {rm,/r € R} con m, € M .

Sabemos que si F es el R - modulo libre con un generador ( por ejemplo F = R | {1} es base)
, la funcion

¢:R(=F) — M =Rm,
r(=rl) — rm,
es un epimorfismo

= M = R/Kerp . Pero Kerp es un submodulo de R = Kery = [ | un ideal de R (
posiblemente todo R ).

Notar que Kergp = {r € R/rm, =0} = {r € R/(VYm € M)rm = 0} = “anulador de M .
En resumen: un R - modulo ciclico M es isomorfo a (R/anulador de M) = M .

Tenemos que Kerp = anulador de M = [ ideal en R , Luego [ es principal , [ = (r,) =R -1,
para algin r, € R .

r, se llama anulador minimal , o bien , orden de M .

Asi tenemos que M = R/(r,) = R/R -7, ( Lo mismo que ya tenfamos para Z - méodulos
ciclicos ).

Notar que el orden 7, de M esta determinado salvo por multiplicacion por elementos inver-
tibles . ie (r,=r;) © (FueR*) ri=u-r,.

Observacion:
o r,~1& M={0}

e 7, =0 < M es libre con base {m,}

Antes de ver que sucede en el caso general con los R - modulos finitamente generados |,
estudiemos lo siguiente:
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Funciones lineales entre modulos libres

Las funciones lineales entre modulos libres sobre un anillo conmutativo R , se pueden describir
( tal como el caso de espacios vectoriales ) con matrices a coeficientes en R .

Sean F; y Fo R - modulos libres con bases By = {a1,...,a,} y By = {b1,...,b,} respecti-
vamente.

Una funcion f : F; — Fy queda completamente (y unicamente) determinada si conocemos

f(al), Ce ,f((ln) € F2 .

Por su parte , estas imégenes estan completamente determinadas por sus coordenadas en la
base B, :

15
f(aj) =r1by + ... + 7p;by , el vector de coordenadas es : = [f(a;)]B, -

ij

Asi , f se representa de manera tnica por la matriz

[f] € My (R) .
Hay biyeccion :
L(Fy,Fs) < M, (R)

f=1f]

Més aun , L(Fy,F3) es un R - modulo ( (f + g)(z) = f(z) + g9(x) y (rf)(z) = rf(z) ) que
resulta isomorfo (como R - médulo ) con el R - modulo M,,,(R) . ( el isomorfismo es la
biyeccion anterior ).

A partirde [f+9g] = [f] + 9] v (rf)(x) = rf(x) , se tiene que si F1, Fy y F3 son libres
con bases By, By y Bjs respectivamente, y f : F; — Fy , g : Fo — F3 son lineales , entonces
g0 fleiB, = [9]BsBs - [f]B1B, ( Producto usual de matrices ).

Se tienen los mismos resultados que en algebra lineal :

of : Fi — F5 es un isomorfismo < [f]p, p, es invertible en M,,(R) , con [f]5 5, = [/ B0

eMatrices de Pasaje:

Sean By y Bj bases de Fy

Pp,p; = [idy,|ps;  Ppis, = [idr, BB, ngBi = Ppp, (Vo € F1)[x]p, = Pp,p;[7]B,
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B,B
B Fl 122, F By,
f
A
_ -1

P id id P
B B A FL B B’
1 1 2 2

Y

F1 f > F2
B’ [f] B’
1 B; B 2

/1By, = nglBg /1818, Py 5

Definicién

Dos matrices A, A’ € M,,,(R) se dicen equivalentes ssi 3P € M,,,,,(R), Q € M,,(R) inverti-
bles , tales que A’ = P~LAQ .

(Dos matrices son equivalentes ssi representan a la misma transformacion lineal , cambiando
las bases ).

Ejemplo:
2] € M11(Z) no es invertible:
f:Z—7Z
x — 2z, su inversa serfa 5] ¢ M;1(Z)
Nota:

Toda la teoria de determinantes en que las demostraciones NO requieran division , vale para
matrices en M,,(R) . En particular:

1. |AB|=|A|-|B]|

2. A es invertible ssi | A | es invertible en R , y en este caso, | A™' |= (| A|)~!

Caso general : R - médulos finitamente generados

Sea M =< {my,...,m,} >=Rmy + ...+ Rm, un modulo finitamente generado sobre el dip

R.
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Si F =Ra; & ...® Ra, es un R-moédulo libre finitamente generado, Entonces la funcién
p:F—M

r=nra1+...+1r,ap — 1M +...+1r,my,

es un epimorfismo , y por lo tanto , M = F /Keryp .

Por un teorema visto con anterioridad , el submodulo L = Kergp C F es también libre , con
base de cardinal £ , donde k < n .

Consideremos el caso general en que L = Imf , con f: F' — F , para F' otro modulo libre
finitamente generado. ( por ejemplo : F' =L | f =4, coni:L < F la inclusion).

Asi, el problema de estudiar médulos finitamente generados sobre un dip R , equivale a
estudiar modulos del tipo F/Imf | donde f : F* — F lineal , F/ y F son R -mo6dulos libres
de rango finito m y n respectivamente.

Dadas una base B’ de F' y B de F | f tiene matriz representante A = [f|p'p .

. Qué sucederia si somos capaces de encontrar una base B’ en F’ | y otra B en F | de modo
que A = [f] tenga la siguiente forma ?

5
7 \
S / \
N
N ! I
\ /
\
& v
-~
N
// N O
\ N
! I N
\ , N
N , N
~_ - O

. Qué podemos decir del cuociente F/Imf ?
B = {bl,...,bm} B = {al,...,an}

f(bl) = 01a;
f(bz) = 020y
f(bT‘) = 5rar
fbra) == f(bn) =0

= Imf =Rdoia1 ®---PRéa. &0 Ademis, F=Ra1 P ---®Ra, P ---® Ra,

= F/Imf 2 Ra;/Ré1a,®- - -BRa, /Ré,a, ®Ra, 18- - -@Ra, (UN EJERCICIO ANTERIOR)
= F/Imf = (R/Ro)[a] @ - -- & (R/RS,)[a,] @ F” , con F” libre de base {a,41,...,a,}
Asi, F/Imf = R/(6,)) @ - @ R/(6,) ® F”

Conluiriamos entonces , que el modulo original M = F/L = F/Imf es , salvo isomorfismos ,
una suma finita de modulos ciclicos @ un modulo libre de rango finito.

Veamos que A puede ser de la forma que queremos:
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Teorema

Toda matriz A € M,,,(R) , con R un dip , es equivalente a una matriz de la forma

con 61/dy/ - /0, #0 .

Dem

Aplicaremos operaciones elementales a la matriz A para llevarla a la forma deseada.
Operaciones elementales :
1. Operaciones Primarias

a) Sumar a una fila ( o columna ) un multiplo de otra

Epq(A)= q _|___A

(qu(/\))_l = qu(_)‘)
E,,(A) - A: Suma a la fila ¢ de A, su fila p multiplicada por A
A - E,(X) : Suma a la columna p de A , su columna ¢ multiplicada por A

b) Intercambiar filas o columnas
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q p
1 |
1
q..|............. 0 .............. 1.
Ipg= S
Pl o
1

L= 1y
I, - A : intercambia filas p y ¢
A - I,, : intercambia columnas p yq

¢) Multiplicar filas (D - A ) o columnas (A - D ) por elementos invertibles

dy,...,d, € R*
a O
2. Ademas necesitaremos la operacioén secundaria S - A , donde S = v 0 Con
O In72
. a 3. .
determinante de [ v b } invertible .
air ... m
Si A= as ... , queremos obtener S - A = 0o --- con m = med(ayy, as) .
A A’
Para esto , debemos escoger de manera apropiada o, 3,7y ¢ .
a B ) app aay; + Bag
S-A= v 0 Qg1 - = ya11 + dag
A A
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Como R es dip , sabemos que existen o, 3 € R tales que &a;; + 'as; = m . Entonces , si
) b b
escogemos o = o’ y § = ' tenemos aaqy + fBaz; =m .

m/aj; A mjasy = Ju, v € R tales que a;; = pm y as; = vm . Escogamos v = —vy d =u ,
de esta forma tenemos que yay, + dasy = —vum + uvm = 0 . Ademéas aaq, + Bag; = ms

aum+ fvm =m < apu+ v =1, pero au + Pr = det [ _Oéy i ]:> es invertible.

En resumen : Si escogemos «a, (3,7, y ¢ de tal forma que aai + fan = med (a1, as1) y
aj; = mo , as = m(—7) , se obtiene A de la forma deseada.

Para continuer la demostracion , necesitaremos el siguiente lema:

Lema

Si A # 0, es equivalente a una matriz del tipo

con 0 divisor de todos los elementos de B .

Dem

Es claro que en la esquina (1, 1) podemos ubicar un elemento distinto de cero , y usarlo para
anular , con operaciones secundarias , toda la columna bajo él. Llegamos a lo siguiente:

con m divisor de toda la primera columna original.

Paso siguiente: hacemos lo mismo por columnas , con el fin de anular la fila a la derecha de
m . Obtenemos:
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con my/m . Al siguiente paso obtenemos:

con mgy/my

Se genera una sucesion de esquinas - - - ms/msy/my/m, = m cada uno asociado a matrices

Afirmamos que los m; se “estabilizan” .

Consideremos los ideales (m,) C (m;) C (mg) C -+ C (m;) C (my41) C - -

Sea [ = U (m;) , I es ideal en R | y por ser este un dip , 3m € R tal que I = (m) .
e I T € N tal que 7 € (my) = () C (mi) € ()= I = () = (my) , por lo tanto ,
(Vj > i) (m;) = (m;) & m;j = um; con u invertible .

Por lo tanto , en algin momento pasamos de

mi| - mi 0 0

L i L ._(oalrevés)



2.5. MODULOS SOBRE UN ANILLO R 85

Alser m; = myq (0 m; ~ m;;q ) se tiene que m; = m;1 es un divisor de todos los elementos
de la derecha de m; en la primera matriz , y en vez de hacer este tultimo paso , podemos
pivotear por Gauss y anular el resto de la fila sin alterar los ceros bajo m; . Hemos llegado
a:

Pero aun no se sabe si m divide a las componentes de B’ . Para lograr que las divida hacemos
lo siguiente :

Si m no divide a (B’);; , sumamos la fila ¢ a la primera , y hacemos el mismo procedimiento
, Se genera

BH

m’ divide a (B');; y am .

Terminamos cuendo se estabilizan los m . Por inducciéon se concluye el teorema.

Corolario

Toda matriz cuadrada invertible sobre un dip es equivalente a una matriz diagonal de dia-
gonal invertible.

Observacion:

En R = Z o R = KJz] (K cuerpo ) sélo se requieren operaciones primarias , por que las

b } € Mx»(R)

) . o . a
secundarias se pueden obtener a partir de las primarias. Mejor aun |, [ ¢ d

se puede transformar en ( con m = m.c.d(a,b) ) solo a través de operaciones

m
0
primarias , esto gracias al algoritmo de Euclides.
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Corolario

Todo modulo finitamente generado sobre un dip R, es isomorfo a uno del tipo R/(6;) ®- - - &
R/(6x) @ F , con F un modulo libre finitamente generado , y 1 o 01/dy/ - /6 # 0 .

Cuando R = Z , todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a Zs, ® - - - ® Zs, & L™
con 2 < 6y/---/0; # 0 . Todo grupo abeliano finito es de la forma Zs, & --- & Zs, ,
2 <61/ /0 # 0y el cardinal del grupo es Hle ;.

Ejemplo:

Si A es abeliano , con |A| = 24

Loy 323
Loy, 2322
Ly® Ly DL 2-2-3-2

Corolario

Toda matriz A € M,,,,(R) es producto de matrices elementales y secundarias. Sobre R = Z
o R =K]|z] ( K cuerpo ) , A serd producto de elementales.

Ejerciciol:

Sea M un R - mo6dulo y TM su modulo de torsion

1. Si f: M — M es un isomorfismo de R - modulos , entonces f(TM) = TM' .
2. T(R/(61) @ ---®R/(6) DF) =R/(61) @ --- ®R/(6r)
3. M/TM = F

Corolario

Si R es un dip y M es un modulo sin torsion ( i.e TM = {0} ) y finitamente generado ,
entonces M es libre .

Ejercicio2 :

Sea M un R - modulo , ¢ € Ry f.: M — M la multiplicacion por ¢ ( f.(x) = cz ) . Anotamos
Imf. = cM . Notar que cM = (¢)M .

1. SiM=M; & M,
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(a) eM = cM; & cM;
(b) M/CM = M1/0M1 D M2/0M2

2. Si ¢y d son primos relativos , entonces ¢ - R/(d) = R/(d)

3. Sid=a-c(a,c#0),entonces c-R/(ac) = (¢)/(ac) = R/(a) y (R/(ac))/(c-R/(ac)) =
R/(¢)

4. Si d =mecd(c,b) , entonces ¢-R/(b) = R/(b/d)

5. Recuerdo : Si M = Rm, es un R - mddulo ciclico , el anulador de M =1 = {r €

R/rmy, =0} = (r,) . 7o = 0(M) es el orden de M.
Probar que : Si M;, My son modulos ciclicos , entonces o(M;)/0o(Ms) = o(e¢M;)/o(cMy)

Teorema

Si R es un dip , todo R - mddulo finitamente generado M es isomorfo a R/(01)®---R/(6,) BF
con 1~ dy/--- /6, # 0y F libre finitamente generado. El rango de F y los §; ( salvo multiplos
invertibles ) son tnicos.

Dem

La existencia del isomorfismo se deduce del teorema anterior.

Veamos que sucede con la unicidad de esta descomposicion : Supongamos que M = R/(d;) &
--R/(0,) BF=R/(6])®---R/(0)) ®F', con F,F',5;1 <i <r yd,1<i<s verificando las
condiciones del teorema.

Del Ejercicio 1, se concluye facilmente que L = R/(6;)®---R/(0,) 2= L' =R/(6])®---R/(0))
yF=F,

Probemos que » = s . Por contradiccion , supongamos que 7 > s .

Sea p primo tal que p/d; = p/d; Vi € {1...r} , entonces , del ejercicio 2 , fR//(‘(ng) ~R/(p)

Si p/d] , se tiene ;‘P{/(‘(‘;Q) =~ R/(p) ,sino, py d; son primos relativos = L'/pL’ = 0 ( ejercicio
2).
Ast, L/pL =L/ /pL/ equivale a R/(p) ®--- ®R/(p) = R/(p) & --- D R/(p)

W W
r veces <s veces

como p es primo , I = (p) es maximal < R/I = R/(p) es cuerpo. El isomorfismo anterior
es como R/(p) - modulos , pero por ser R/(p) cuerpo , es un isomorfismo entre R/(p) - e.v
—«— pues tienen distinta dimension (r > s ).

Veamos ahora que 9; ~ 9; V1 < i < s . Por contradiccion , supongamos que 31 < j < s tal
que 0; » 6.
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INO ~ 0; .

Sea j la ultima vez que d; ~ Nod; , i.e 6, ~ 0p,0,_y ~ 0p—1,...,0; 1 ~ 0iy1,0;

0 NO ~ §; significa que 0; no divide a d; o §; no divide a ¢;, supongamos que J; no divide a
i

Multipliquemos L por §; : desde j = 1 hasta j =4 0,/d; , por lo tanto , ;R C (4;) =
0;R/(8;) =0 . Resulta entonces R/(d;11/0;) & --- & R/(0,/0;)

Como 641 = 0j41,...,6, =0,
L'~ S @ R/(d;/med(c, 6;))BR/(0ir1/c) & - - - ® R/(d,/¢) méas largo que L —«, por lo tanto

#0

Definicién
® J1,...,0, se llaman “factores invariantes” del R - modulo M

e El rango de F se llama rango de M | r(M) .

Corolario

Si M es un grupo abeliano , finitamente generado , entonces M se escribe de manera tnica
como M~ Z, @& ®Z, ®Z" ,con 1< q/.../q # 0 naturales tinicos , y k > 0 tnico ,
llamado el rango del grupo abeliano.

Sea R un dip . Si M es un R - modulo , su anulador es I = {r € R/(Ym € M)} rm =0} . I
es un ideal , por lo tanto , 3e € R tal que I = (e) . e se llama “anulador minimal” | “anulador
principal” o “exponente” de M ( si M es ciclico se llama “orden de M” ). Anotamos e = e(M)
, definido unicamente , salvo multiplicaciéon por elementos invertibles.

Si M es finitamente generado : M =< {my,...,mp} >=Rmy +--- + Rmy, .
r € Anulador de M < rm; =0 V1 <i <k, porlo tanto , I = {r € R/rm; = 0V1 <i <

k} = (e) .
Es directo que e = e(M) = MCM{o(my), ...,o(ms)}, donde (a)N(b) = (MCM{o(m4),...,o(my)})

Sabemos que M =R/(61)®---®R/(0,) @ F
F#£{0}=¢eM)=0
F = {0} & M es de torsion

Entonces mi = [1]r/s,)s - - -»Mr = [1]r/(5,) son generadores de ( la copia isomorfa de )M y
sus respectivos ordenes son 01, ...,9, , y su MCM es §, = e¢(M) .

Tenemos que si M es finitamente generado , M =TM & F | con T'"M modulo de torsion y FF
modulo libre.

Veamos otra descomposicion de TM o mejor , supongamos que M es de torsion (otra des-
composicion de M ).
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Dado un primo p € R, la componente p— primaria de M es T,M = {m € M/3i >
0 tal que p'm = 0} , para M no necesariamente finitamente generado.

T,M es un submodulo de M . En efecto:

e 0eTM

e Simy,me € T,M, p'm; =0, pPPmy = 0= p"™(rmy+smy) =0r,s € R = rmi+smy €
M

Prop

Sea M un R - modulo de torsion . Supongamos que {py}rea es una familia de primos en R,
con cada py un representante de una clase unitaria de primos . Todas las clases representadas

una y solo una vez cada una , entonces M = @ 7, M .
AEA

Dem.

Sea xz € M\ {0} , y sea n € R su orden o anulador minimal (o(z) =n ) .
n no es invertible , sino, x =0. n # 0, pues x es de torsion .

Sea n = p}! - p;’: -u la descomposicion de n como producto de primos , ( « es un elemento
invertible ) . Veamos que z =1 +---+xpconx; € T, M1 <i<k.

Seani:#,lgigk
g

Ejercicio: ( induccion) 36,...,0r € R tal que fing + --- + Bgni = 1 ( puesto que en
conjunto , no de a pares , ny,...,n, son primos relativos : med(ng,...,ng) =1 .

; (¢%) . —
= = Pzt A0, v = Ginge 1 <@ <k piie = Bipiniv = 0= Tie,, MoM=tyeaTp, M

La suma es directa , esto equivale a : ( Ejercicio )

Stz € T,, MA\i # Njsii#j 1 <4,j<k,yx+ -+z =0, entonces z; =0 V1 <
i<k=x =213~ —x1, pero o(x1) =p}, y o(—x2 —x3 — -+ —x1) = P> - PyF
, 1o que no es posible si a; # 0, por lo tanto , a3 = 0 = x; = 0 . Repitiendo el mismo
argumento , se concluye que z; = 0V1 < < k.

Ejercicio:

Si M # {0} es ciclico y de torsion , sabemos que M =2 R/(d) § = o(M) = e(M) € R\ ({0}UR?)
0 = pite-pfu py, ..., pg primos , u € R* | oy €> 0V1 < i < k. Entonces R/(J) =
R/(p") & - & R/(p").

Aplicando todo esto resulta lo siguiente : Si M es un R - modulo de torsion finitamente
;1

generado , entonces M = @, [R/(p{"")®---®R/(p; "*")] , con pi, .. ., pi primos que aparecen
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en la descomposicion de 6, , con 61/ --- /6, los factores invariantes . «;; exponente de p;
en alguno de los §; . R/(p;™') @ --- @ R/(p;,"") = T,,M . Los p;™ se llaman divisores
elementales de M .

Ejemplo:

A grupo abeliano de 24 elementos .

51 :323 Z24 (Al)
=2 03=3-2 Lo ®Zys @ (A)
51:2 52:2 53:32 ZQ@ZQ@Z(;(A:;)

En términos de divisores elementales :

Alg Zg @Zg Agg Zg @Z4@Z2 AggZQ@ZQ@ZQ@ Zg
N~ = e N—— N e N~
T3A1 T2A1 T3A2 T2A2 T2A3 T3A3

K[z] -Mo6dulos de Torsiéon Finitamente Generados

Recordemos que si M es K[x] - modulo , entonces M = V' espacio vectorial sobre K junto
con una transformacion lineal T': V' — V que corresponde a la multiplicacion por z € K[x]
SiveVypx)=a,+ax+- -+ a,a™ € K[z] , la multiplicacion por escalar esta definida
por p(x)v = p(T)(v) con p(T) = aid + a1 T + - - - + a, T" .

Si V es de dimensioén finita y B = {v1,...,v.} es su base , la funcion ¢ : V — K* tal que
A1

av = A\vp+ -+ A\ le asigna p(v) = : , es un isomorfismo de K[z| - modulos :
Ak

(V,T) — (K*, Ty)

T

vV oV

(0 (0

k K

K o K
Ta

con Thx = Az, A=[T|pp .
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Observacion:

Si V es e.v de dimension n < oo sobre K | sabemos que L(V, V) = M,,,(K) ( como e.v ) ,
por lo tanto , L(V, V) es de dimension n? . Entonces , si T : V — V es una transformacion
lineal , {T°, 7", 7% ..., T% ...} = {T*/k € N} es L.d= Ja,,a1,...,a; € K no todos nulos
tal que a,T° +a T  + -+ apT% = 0. Si p(x) = ap + a1z + - - - + apz® = p(x) € K[z]/{0} y
p(T)=0.

Sea I = {p(x) € K[z]/p(T') = 0} , I es un ideal en Klz] , por lo tanto , I = (m(x)) ,
pues K[z] es dip . m(z) esta tnicamente definido , salvo por multiplicacion por constantes
distintas de cero ( i.e , los invertibles en K|z] ).

m(z) se escoge como el tinico moénico ( coeficiente de la mayor potencia de z es 1) y se llama
polinomio minimo de la transformacion lineal 7' . m(z) es el polinomio monico distinto
de cero de menor grado tal que m(7T) =0 .
(Vp(z) € K[z]) p(T) = 0 = p(z) es multiplo de m(x) .
Considerando el par (V,T) como un K[z] - modulo ( con 7" la multiplicacion por z ) :
m(z)v=0Vv € V |, por lo tanto , V es de torsion y m(x) es su anulador minimal.
{p(z) € K[z]|/p(x) -v =0V € V}
pr)v=0Vo eV < p(Thv=0Vw eV < p(T)=0ec L(V,V)
m(z) es anulador minimal entonces.
Notar también que , dado que V' es de dimension finita como K— e.v | tiene base {vy ... v,}
,(VweV)yv= A\ vy+--+ A\, v,, pero K C K[z] , por lo tanto , V es generado como

<~ <~

eK €K

Klz]— modulo por vy ... v, .

En resumen , si V es e.v sobre el cuerpo Ky T': V— V es lineal :

1. Im(z) € Klz] \ {0} , moénico , tal que m(T) = 0 y m(z) es el polinomio ,distinto
de cero , de menor grado que hace esto , mas aun , si P(T') = 0 , para p(z) € K[z]
= m(z)/p(x)

2. Considerando V' como K]z| -modulo ( con zv = T'(v) ) V es de torsion , con anulador
minimal m(x) ( el polinomio minimo de 7" ) y finitamente generado.

A la inversa : comenzamos con un modulo M de torsion finitamente generado sobre K[z] .

Sabemos que M es un espacio vectorial V' sobre K , con una transformaciéon K - lineal
T:V — V. Ademéas M = K[z|/(61(z)) @ - - - & K[z]/(6,(z)) (como K[z] - mddulos) , con
0 (x)/ -+ /6.(x) # 0 los factores invariantes del modulo , tinicos si se piden moénicos ( son
tinicos salvo factores invertibles , i.e constantes distintas de cero ).

Veamos primero el caso M ciclico : M = K[z]/(d(z)) , con §(x) el orden de M . Ademés Fv, €
V(=M), tal que M = Klz]v, , i.e (Yo € V)(Ip(x) € K[z]) v = p(T)(v,) = aov, + a1 T (v,) +
ot ap T (o) = {00, T(0,), ..., T*(v,), T* 1 (v,), ...} genera V como espacio vectorial sobre
K.
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Pero si p(z) € K[z] , podemos dividirlo por §(z) : p(z) = q(x)p(x) + r(z) , con gr(r(z)) <

gr(d(z)) =n = v = p(T)(vo) = q(T) 0(T)(vo) +7(T) (o) = r(T)(vs) = by + b1T(vo) + -+ +
5(2)v9=0

b1 T" Y (v,) ,por lo tanto , {v,, T'(v,), ..., T" *(v,)} generan V como e.v sobre K , i.e V|

como e.v sobre K |, es de dimension finita, .

Mejor aun : {v,, T'(v,), ..., 7" (v,)} son Li, y por lo tanto , constituyen una base del e.v
sobre el cuerpo K . En efecto :

Si AVt M T (Vo) + - -+ An 1T H(v,) =0 N, € K V0O <i <n—1, entonces p(T)(v,) = 0, para

p(x) = N+ Mz+- -+ N 12" 1 = p(x)v, = 0 en la estructura de K[z] -modulo= p(x)V =0
, pues V esta generado como Klz| - médulo por {v,} = p(x) es multiplo de §(z) , pero

gr(p(z)) < gr(d(z)) = p(x) = 0 = sus coeficientes A, = -+ = A\,_1 =0 .
. Cuél es la matriz de T con respecto a la base B = {v,, T(v,),...,T" }(v,)} del e.v V' ?
v = Uy Tvy, = Tv, = 1y
v = T(v,) Tv, = T*, = v
Vpo = T 2(v,) Tv,y = TV, = v,
Vo1 = T Yv,) Tv, = T, = 7

Sea §(z) = c,+c1x+ -+ ¢, 12"+ 2" (el anulador minimal del K[z] -modulo M = (V. T)

).

Calculemos T"v, : 6(x)v, =0 = covo+ 1TV + - - Cpo1 TV +T" "0y = Ty = —CoUe — 1TV, —
co— ey T 0, = —cov] — -+ — Cp_q Uy,

Por lo tanto ,

_ . -
|
0 0 01 -¢;
0 " C2
A=[T]=l0 1 0 Lo
B : !
10 @
0 1 0
|
LO-— 0 1' 'Cn_l_
“Matriz companera de §(x)” . Anotamos [T]p = Cy(y)
Ejercicio:
El polinomio caracteristico de la matriz compafiera de d(z) es pc,,, = (—1)"0(z) . Notar

que el polinomio minimo de 7" es §(x) .
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Prop

Sea M un K[z] -mo6dulo de modo que M = (V,T) , con V e.vsobre Ky T : V — V la
multiplicacion por z . Sea §(z) € K|z] \ {0} moénico . Entonces , M es ciclico de orden
d(x) ssi V tiene una base B tal que la matriz representante de 7' en esta base es la matriz
companera de 6(x) .

Dem.

=) Esta demostrado

<) B=A{vi,...,v,},0(x) =co+ax+ -+ coz" 2" . [T]p = Cy significa :

Tvy, = v9 — TV = Vg
Tv, = wv3 — 2207 = v3
Tv,1 = v, — " 'vy = v,
Tv, = —CyU1 — C1Uy — **+ — Cp_1Un

Como KJz] - modulo ; M =V es generado por {v,} , i.e M es ciclico.

Ademés Tv, = 2™v; = —c,v; — 1TV — -+ — C_12" 1wy & §(z)vy = 0, por lo tanto , §(z)
anula todo M =V .

Por ser V' = M ciclico , tiene anulador minimal ¢'(z) de grado igual a dimV = n , por
ser anulador minimal ¢'(z)/d(x) , pero gr(d’'(xz)) = gr(d(z)) = n y ambos son monicos
= '(z) = d(x) .

~

Generalicemos para el caso en que M es de torsion finitamente generado sobre K[z] : M

Kla]/(61(x)) @ - -- @ K[z]/(0:(x)) , con 61(x)/ -~ /dp(2) # 0, gr(0a(x)) = 1.

d,(x) es el anulador minimal de todo M , i.e (Vv € V) é,.(z)v = 6,(T)v =0 (6(T) = 0) .
Ademas , cualquier polinomio p(z) tal que p(T) = 0 , satisface (Vv € V') p(x)v = 0 i.e p(z)
anula todo M= 6,.(z)/p(x) .

Asi, 6,(z) es el polinomio minimo m(x) de la transformacion lineal T .
Ademés , el e.v V se descompone como V =V, @ --- @V, |, con T(V;) C V; y V; tiene una

base tal que la matriz representante de 1" en ella es Cj(,) , de esta forma , V = M tiene una
base ( como e.v sobre K ) en la que la matriz representante de T es
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C // T N
%1 (x) K K
‘ !
C \\\ ///

% (x) —-c
{ s
\\ // C
NP & (X)
d1(x),...,6,.(x) son los factores invariantes del K[z] - modulo M .

Recordando que todo par (V,T) , con V e.v sobre K de dimension finita , 7': V' — V lineal
, es un K[z| -mo6dulo de torsion finitamente generado , concluimos lo siguiente :

Moédulos finitamente generados de torsion sobre K|xz] ssi e.v de dimension finita sobre K con
una transformacion lineal en si mismo .

Aplicaciéon a Matrices de n x n a coeficientes en un Cuerpo

Sea A € M,,,(K) . A define una transformacion K— lineal
Ty : K" — K"
r — Ax

(K™, T4) produce un K[z]| - modulo finitamente generado y de torsion=- 3! lista de polino-
mios monicos 01(z)/ - /0.(z) # 0 (gr(d1(z)) > 1) y una base de K" , tal que la matriz
representante de T4 con respecto a esta base es

C //’—\\
3 (%) / Y
I
\ |
C \\ ///
&) -
C= .
== N
// \\ \\
// \\ N
| I
\ I C
\\\ /// 6r (X)

“Forma canonica racional de A”
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Ademés , 0,(x) es el polinomio minimo de A . A es similar a C' , pues ambas representan la
misma transformacion lineal.

Usando que el polinomio caracteristico de Cs(,) es (—1)8"@@)§(2) y que el polinomio carac-
teristico de una matriz de la forma

Al ///’—\\\
| \
\ |
A2 \\\_///
= Polcar(A 4 )Polcar(A ,) - Polcar(A )
// \\ I
| !

\ / A
\\\ /// r

€S Pa, DA, - - - Da, donde py, es el polinomio caracteristico de A4; 1 < ¢ < r |y que el polinomio
caracteristico de matrices similares es el mismo , resulta:

Corolario 1

Si A € M,,,(K) , su polinomio caracteristico es pa(z) = (—1)"61(z)---0,(x) . ( Salvo signos
, pa(z) es el producto de los factores invariantes de A ).

Corolario 2

Si A € M,,(K) y m(z) es su polinomio minimal , entonces m(z)/pa(x) ( pues m(z) = d,(x)

).

Corolario 3 ( Teorema de Cauchy-Hamilton )

Si A€ M,,(K) y pa(x) su polinomio caracteristico , entonces pa(A4) =0 .

Aplicacién de la descomposicién primaria de R - médulos finitamente generados
de torsiéon

Sea R un dip y M un R - médulo finitamente generado de torsion=- M = B_ R/ @
- ®R/(p;"™) ( suma finita ).

)

Tomemos R = Kl[z] y p(z) = z — A, polinomio primo en K[z] ( generalmente hay maés
polinomios primos ).Estudiemos K[x]/(p(x)*) :
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Sabemos que es ciclico de orden p(x)f , M= (V,T) , M = K[z]v, .

v = Vo
vg = T,
) base de V =M
v, = TF o,
[T]Base = Cpaye - P(T)vo = (T — Xid)*v, =0, (x — \)F

M ( polinomio minimo de 7" ).

Nueva base para V =M :

(T - Nid)*v, = 0
(T — Nid)* v, =
(T — Nid)*2v, Wy

(T — Nid)v, = w1

Vo = Wi

w; 0V1 <i < k. {w,..
de T' con respecto a esta base :

Wr—1 = ka — )\wk

wy_o = (T — Nid)*v, = (T — Nid)wy_1 = Twg_1 — Mwy_y

U
Tw, = Awg+wi_q
Twi—1 = Ap_1 + Wr_2
T’LUQ = )\’LUQ + wq
Tw1 = )\U)l

Por lo tanto , la matriz de T' en esta base es

p(2)k es el anulador minimal de

.,wi} son una base de V . Calculemos la matriz representante
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“Bloque de Jordan”

{wy, ..., wi}es una base de V por que tiene el nimero correcto de elementos , y dimV =
gr((z — \)*) = k y ademés es Li

ay (T — Xid)* v, + -+ - + apv, = 0, multipicando por (T — Xid)* ™! = a;, =0 .
( REVISAR)

Si en K[z] los tinicos polinomios primos monicos son de la forma z — A ( por ejemplo K = C
) , entonces V e.v V' de dimension finita sobre Ky V1" : V' — V lineal , existe una base B de
V' tal que la matriz representante de 7" con respecto a esta base , es de la forma

/—\\ ]
7 N\
/ \
I |
\ I
\ /
N /
- _-
1
! N
// \ AN
\
! . Al
\ / m_ 1
o }‘m

“Forma canénica de Jordan de 17

A1, .-+ A sOn los valores propios de 1", y los bloques

1 g b
. , N
/ \
A1 ‘
\ I
\ /
A Lo 2
AN \\\_,/
S S
S S
N N
- - = N\ N\
Pie ~ N N
S S S
4 \ N




98 CAPITULO 2. ANILLOS

(en niimero y tamano) para cada \; estan unicamente determinados .

El bloque
5 1 S
1o |
! /
SR
II/ \\ \\\ l
‘\ /l )\I 1
| |
[ 1
proviene de una parte {w1, ..., w;} de la base B ( correspondiente al sumando ciclico primario
K[z]/((z — \)!) del médulo (V,T) ), que es tal que w; es vector propio de T : Tw; = \jw; (
con valor propio asociado A; ) y wa, ..., w; son vectores porpios generados de T', “colas” de
wy que satisfacen
Twy, = Nws + w;
T’LUg = )\,’UJg + Wo
T’LU[ = )\iwl + w1

( Esta base viene de un generador w, en K[z]/((z — \)!) tal que (z — \)'w, = 0 — w; =
(=N, y (2 —N)wy=0i=1...01 (T — N\id)'w; =0)

SiV=K',Ae M,,(K), T=T4:K"— K" con Tx(x) = Az

I |
\ I
.1 =J=IT
N Talg
T
" ‘. !
\ K m_‘-.l
| A
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tal que PAP™ ' =J

Asi, A es diagonalizable ssi todos los bloques de Jordan son de 1 x 1 < todos los divisores
elementales del K[z] - moédulo (K", T4) son del tipo (z — \;)! .

Pregunta: ;Qué matriz en K[z| hay que “diagonalizar”’ para obtener los factores invariantes
d1(x),...,6.(x) , en el caso de un K[z] modulo finitamente generado y de torsion (i.e (V,T)
, V e.v sobre K de dimension finitay 7': V' — V lineal ) ?

Sea B = {v1,...,v,} base de V ( como e.v sobre K )= {vy,...,v,} genera V como K[z] -
modulo ( pero ya no es 1.i ) . Podemos escribir V' como cuociente de un K|z] - médulo libre

Sea F un Klz| - modulo libre con base {by,...,b,} (F = K[z]") .

Sea ¢ el tnico epimorfismo ( de K[z] -médulos) de F en V' (= M ) tal que p(b;) = v; Vi €
{1,...,n} . ¢:F — V epimorfismo = V = F/Kery . Estudiemos més en detalle Keryp :

zv; = T(v;) = Y1, a;;v; , donde a;; es el elemento ij de la matriz A de la transformacion
lineal 7" en la base B .
v — Z?zl a;;v; = 0 Formula en V' .

EnF: Seac; =xb; —> "  a;b €F

o(cj) = plab; — Y0 aizhi) = zo(by) — >0 aijbi = xv; — > a;v; = 0, por lo tanto ,
c; € Kerp .

Probemos algo mejor : Kerp =< {¢1,...,¢,} >

Sea L =< {c1,...,¢,} >, sabemos que L C Kerp C F =< {vy,...,v,} >

ixb; modulo L 7

[2b]L = [225 aijbi]

[2%b;]L = [zab;] = x[xb;] = z[d 1 ai;b)] = Do, Aibi] A € K . Inductivamente z*b; =,

Yoy Ab; A € K por lo tanto , Vp(z) € Klz] , p(x)b; =1 > i Aib; . asi, Vz € F
Z =L Z?:l b A eK

En particular , si z € Kerp :
z=L Yy b N eK
|
0=>" Nopb)=0=>" Av;=X\ ==X, =0, es decir ,
zeKerp=2=,0,z€L.
En restimen :

¢ : F — V epimorfismo de K[z] -modulos , F/Kerp = V' como K|z] -médulos . Kerp =<
{Cl,...,Cn} > .

Sea F/ modulo libre de rango n , de base {b,...,b} v f: F' — F la tnica transformacion
Klz] - lineal que a b} le asigna f(b}) = ¢; Vi € {1,...,n} . Resulta Imf =< {cy,...,c,} >=
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Kerp , V = F/Imf como Klz]| - modulos . Por lo tanto , la matriz a “diagonalizar” para
calcular los factores invariantes de V' ( como K[z] - modulo) es [f]p 5

T —ag

. n —az

columna 1 de esta matriz : [f(V})|p = [c1]p = [z — D1, ainbi]p =
—ap1
Columna j : [f(0))]s = [¢j]p = [xb; — Y 1 asbils = - _: 0. | opor lo tanto , la matriz
27

esxl,— A .
Prop

Los factores invariantes de 7' : V' — V son los tinicos polinomios ménicos d1(x)/ - - /6,.(z)
con gr(d;(z)) > 1, tal que al “diagonalizar” xI,, — A resulta .

_51(X) . ]
N s \
\ ! \
\\ i I
N \ /
N \\//
\.
JUR e
\
/
: ) Q
\ / N
Se_ v 0

Ejercicio:

Sea R un dip , n € N\ {0} . Miremos los elementos del R - modulo libre R™ como columnas
1
)

r = ) . Sean my,...,m, € R" y formemos la matriz A = [m4|---|m,] € M,,(R) .
TTL

Sea A = det(A) . Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. El submédulo M =< {my,...,m,} >C R" es libre
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2. {mq,...,m,} es li
3. A#0

4. R™/M es de torsion , finitamente generado . Ademas :

(a) Si R =7, R"/M es de torsion finitamente generado < R™/M es finito ( grupo
abeliano finito ) y en este caso |[R"/M| = | A |

(b) Si R = K]Jz| , K cuerpo , R"/M es de torsion , finitamente generado < K[z]"/M
es de dimension finita como e.v sobre K | y en este caso , gr(A) = dimgV' .
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Capitulo 3

Teoria de Cuerpos

3.1 Algo mas sobre Polinomios

Sean R un anillo conmutativo y X = {xx}xea , con A # () | una familia de elementos que
llamaremos “indeterminadas” .

Queremos definir polinomios a coeficientes en el anillo R con variables x) : A € A, con el
fin de dar sentido a expresiones del tipo 273z — 3wsx3Ty + 25 — 7 .

Para formalizar esto ( y las operaciones + y - que esperariamos que existan entre polinomios)
definiremos lo siguiente :

Sea a: A — N una funcion tal que VA € A, salvo un nimero finito de ellos ,
A — a()) =ay
ay = 0. Sea F el conjunto de estas funciones « .

La suma queda bien definida en F :

Sean o, € F a+: A — N
A — ax+ B

+ es asociativa , conmutativa y tiene neutro 0 . Todo « es cancelable para + .

A cada o € F le asociamos el monomio % = wijl X a:i:’“ donde
{)\17-~-7)\k} = {)\GA/O&)\#O} .

El conjunto de polinomios a coeficientes en R con indeterminada X = {x}rea sera
R[X]| = R{zr}rea] = @ Rz . Notar que (R[X],+) es un R - médulo libre de base {2} ,er

acl

Definimos ahora el producto en R[X] como sigue :

Para dos elementos de la base : z® - 27 = 2% |y luego se extiende linealmente en cada

factor = (307 rix®) (30T, sja) 3 ris acith
1=1...m
j=1...n

103
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Ejercicio:
1. Probar que tenemos un producto bien definido en R[X] y que (R[X],+,-) es un anillo
conmutativo de neutro z° =1 .
2. La funcion ¢ : R — R[X] tal que a r le asigna ¢(r) = r2° es un monomorfismo de
anillos , que permite identificar » € R con rz® € R[X] .
3. Sean A € Ay a € F tal que
1 sip=A
O‘(“)_{ 0 sip#\
Llamando z, al elemento x , probar que V3 € F | si {A1,..., M} = {X € A/B\ #},
entonces z° = xf\;il x xfz’“
4. Si R no tiene divisores del 0= R[X] no tiene divisores del 0.
5. R[X] tiene la siguiente “propiedad universal” : Si S es un anillo cualquiera,y ¢ : R — S
es un homomorfismo de anillos y {s)}rca es una familia de elementos en el anillo S
que conmutan entre si, Entonces 3! homomorfismo de anillos ¢ : R[X] — S tal que
o(r) = p(r)¥r € R,y ¢(xx) = sy YA € A . En particular , si ¢ : R — R es la
identidad , esto significa que , seleccionando para cada incognita z, un valor sy € R ,
cada polinomio Y r;z* € R[X] da origen a su evaluacion en la familia {s)}ea -
6. Interpretar todo esto en X = {z}

3.2 Extensiones de Cuerpos

Sean K y k dos cuerpos . K se dice una extension de k (K|y) ssi k es subcuerpo de K .

K es un espacio vectorial sobre k , y su dimension se anota [K : k] = dimK . La extension
se dice finita si [K : k] = dimK es finita.

Definiciéon

Sea K| una extension . Un elemento o € K se dice algebraico sobre k ssi Ip(z) € k[z]\ {0}
, tal que p(a) = 0 . La extension K|y se dice algebraica ssi todo a € K es algebraico sobre

k.

Ejemplo: R|g : 3v/2 es algebraico sobre Q , pues z° — 2 € Q[z] lo tiene como raiz .

Prop

Si la extension K| es finita , entonces es algebraica.
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Dem.

Si a € K, entonces {1,a,a?, ...} C K. Este conjunto no es Li , pues al ser dimK < oo
,cualquier conjunto l.i sera finito =3\,,..., A, € k, no todos nulos , tal que \,1 4+ \ja +
Aoa? + -+ Apa™ = 0. Tomando p(z) = A\, + Mz + -+ + \a™ € Klz] \ {0} , se tiene
p(a) = 0 = a es algebraico.

Definiciéon

Sean K|i una extension de cuerpos y A C K. El “subcuerpo de K generado por A sobre k”
sera el subcuerpo de K mas pequetio que contiene a k y a A . Anotamos k(A) .

Este subcuerpo existe y es

k(A) = {%/n € Nop(zy...xn),q(zy ... xy) € Ky, 2], a1...a, € Ajqlay...a,) #
0}

K se dice finitamente generado sobre k si A es finito.

Prop

Si K|k es una extension finita , entonces K es finitamente generado como cuerpo sobre k .

Dem.

Si {v;...v,} es base de K como espacio vectorial sobre k , entonces K = k(vq,...,v,) .

Nota : La reciproca de esta propiedad no es cierta . Veamos un ejemplo:
Sean k un cuerpo cualquiera y k(x) el cuerpo cuociente de k[z] :

k(z) = {58 /p(), q(x) € Kla], q(x) 0} .

k C k[z] C k(z) , por lo tanto , k(z) es una extension finitamente generada (generada por
x) sobre k y [k(z) : k] = 00 .

Polinomio minimo de un elemento algebraico
Sean K| y a € K algebraico sobre k . Sea I = {p(z) € k[z|/p(a) = 0}

e I D {0} (inclusion estricta) , pues a es algebraico sobre k .

e [ es un ideal en k[z] ( no degenerado , pues 1 ¢ 1)

k[x] es un dip, por lo tanto, I = (m(z)) , con m(z) tnico generador monico de grado minimo.

m(z) es primo , si no lo fuera:
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m(:c)(:))p(x)q(x) con gr(p(z)) vy gr(g(x)) ambos mayores o iguales que 1 y menores que
gr(m(x)) .

I = (m(z))= m(a) = pla)g(a) = 0 =p(a) = 0V g(a) = 0= p(z) € 1V g(z) € 1

= gr(p(z)) = m(x) V gr(q(x)) = m(r)——

Por lo tanto , 3!m(x) € klz| primo , ménico y de grado minimo tal que

{p(z) € K[z]/p(a) = 0} = m(x) - K[z]

m(z) se llama “polinomio minimo
cuerpo k

” o “polinomio irreducible” de a con respecto al

Notar que I = Kerg , con ¢ el morfismo de anillos ¢ : k[z] — K tal que a p(x) € k[z] le
asigna ¢(p(x)) = p(a) . Asi, la imagen de ¢ , que anotaremos k[a] es un subanillo de K
, y es isomorfo , como subanillo de K , a k[z]/Kerp, de esta forma, k[a] = k[z]/(m(z)) (

pla) — [p(a)] ) -
Notemos que , debido a que m(x) es irreducible , el ideal I = (m(x)) es un ideal maximal
.En efecto:

Si J = (p(z)) , no degenerado , es tal que (m(z)) C J ( inclusion estricta ) , entonces
p(x)/m(r) — .

I ideal maximal = k[z]/(m(x)) cuerpo= kla] = { Ao+ a+---+ A, a"/n e N, A\, ...\, € k}
es un cuerpo , y es el subcuerpo de K generado por k y a . En efecto:

Es claro que k[a] C k(a) .

La otra inclusion es cierta , pues a y k estan contenidos en k[a] .

Problema Relacionado

Sea k un cuerpo y p(x) € k[z] un polinomio primo .
JExiste algun cuerpo K | extension de k , tal que p(z) tenga al menos una raiz a € K 7
Existe , y se construye de la siguiente manera :

Consideremos el ideal I = (p(x)) C k[z]|. Este ideal es maximal (pues p(z) es primo), por lo
tanto , E = k[z]|/(p(x)) es cuerpo .

Sea v: k — E
a — v(a)=|[a]

7 es un morfismo de cuerpos , por lo tanto , es inyectivo ( recordar que el inico ideal de un
cuerpo es {0} ). Asi , k se puede ver como subcuerpo de E ( identificando o € k con [a] € E

).

En E hay una raiz para p(x) . En efecto:

E = {[f(@)]/f(z) € k[z]} , pero si f(x) = a, + a1z + --- + a,2" , entonces [f(z)] =
o+ arf[z] + - +anla]" = E = {f([z])/f(z) € k[z]} .

[f(z)] = f([z]) = 0 < f(z) es un maltiplo de p(x) , por lo tanto p([z]) = 0 . De esta forma
, concluimos que [z] € E es raiz de p(x) .
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Ejemplo:

k=R, p(r) =2*+ 1, polinomio primo en R[z] . E = R[z]/(z* + 1) .
Sea f(x) =a, + a1+ -+ + a,2" € Rlz] = [f(z)] = ao + ar[z] + - - - + a,[z]"

Sabemos que [z? +1] = 0 = [z]*> + 1, = [x]* = —1, por lo tanto , V[f(x)] € E, [f(x)] =
al + blx] . Asi como e.v sobre R , E =< {1, [z]} > .

{1,[z]} son Li:

Sido+M[z]=0en B = N+ Mz] =0= N+ Mz =q2) (2*+1) = X=X =0
N——— N——
grado 1 grado 2
E es un espacio vectorial de dimension 2 sobre R con base {1, [z]} .
., Como es la multiplicacion ?
(a+b[x])(c + d[z]) = ac + (ad + be)[x] + bd[z]* = (ac — bd) + (ad + be)|x]
E es isomorfo a los Complejos .

Volvamos al caso general : k un cuerpo y p(z) € k[z] un polinomio primo. Veamos que Ely
es una extension finita , con [E : k] = gr(p(z)) :

Sea p(x) =a, + a1+ -+ apg™ + 2™ aq; €k, Vi=1...m—1

p([x]) = ap + ar[x] + -+ @ [2]" 4 2] = 0 = [2]™ = 37, (—ai)[z]' Por induccion se
tiene que [z]Y =< {1,[z],...,[z]""'} >Vj > m . Luego , como espacio vectorial sobre k , E
esté generado por {1, [x],...,[z]™ '} .Ademas , esta es una familia L.i sobre k :

Si 2% Al =0 = [Zm Al = 0= 3T e € (p(e)) s e Yo7 diat = q(a)p(e) qlx) €

klx] , perogr(zZ o )\a:)gm—1<m:gr(p(:n)):>q( )—O:>Z;ng Az’ = 0 en klz
= \=0Vi=0.. —-1.

El primer resultado era :

K| una extension , a € K algebraico sobre k , m(z) primo en k[z] . K contiene un subcuerpo
isomorfo a k[z]/(m(z)) , donde m(z) tiene a a como raiz , este subcuerpo es k(a) = k[a] =
k[xz]/(m(z)) , de dimension finita sobre k , con [k(a) : k] = gr(m(x)) .

Asi , dado un polinomio p(x) € k[x] primo , la extensién minimal de k en la que p(x) tiene
una raiz es k[z]/(p(x)) .

Consecuencias:

Obsercacion : Si k — K < E ( cadena de extensiones de cuerpos ) , entonces [E : k] = [K :
k|[E : K] , sean finitos o infinitos los cardinales involucrados .

Dem. Si {e): A € A} es una base de E sobre Ky {f, : 1 € I'} es una base de K sobre k ,
entonces {f, - ex/(1, A) € I' x A} es una base de E como e.v sobre k . DE aqui:

E|x es extension finita < E|k y K|k son extensiones finitas.
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Corolario

Sean K|, una extension y ay, ..., a, € K algebraicos sobre k , entonces k(ay, ..., a,)|x es una
extension algebraica.

Dem.

Consideremos la siguiente cadena de subcuerpos de K :
k =k, — k(a;) =k; — -+ — k(ay...a,) =k, . Notar que k;11 = k;(a;41)

a; 41 es algebraico sobre k =-es algebraico sobre k; 2O k . Sea m(z) el polinomio irreducible
de a;y1 sobre k, m(z) € k;[z] D k[z] , sin embargo , m(x) podria no ser el polinomio
irreducible de a;41 sobre el cuerpo k; , asi , [k(a;41) : k;] < oo, concluimos entonces que
K, |k, = k(a; ...a,)|x es una extension finita , y por lo tanto , algebraica.

Observacion: si tenemos la cadena de extensiones de cuerpos k — K — E y a € E es
algebraico sobre k , también lo es sobre K .

Corolario

Si K| es una extension con K = k(ay : A € A) y ay es algebraico sobre k , VA € A | entonces
K]k es una extension algebraica.

Dem.

Sia e K=k(ay: A€ A) =a= Por @) o p(xy...xn),q(xy ... xy) € Klxy. .. 1)

q((z)\1 ayn,,)

qglay, ...ax,) #0 =a € k(ay,...a,) € K,y ya probamos que k(ay, ...a,,) es extension
algebraica de k , por lo tanto , a es algebraico sobre k .

Ejercicio:

Dada una cadena de extensiones k — K — E | E| es algebraica ssi E|; y K|i son algebraicas.

3.2.1 Cerradura algebraica
Definicién

Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado ssi todo polinomio p(z) € k[x] de grado
> 1 tiene raices en K .

Ejemplo: el teorema fundamental del algebra asegura que C es algebraicamente cerrado.
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Definicién
Una extension K de un cuerpo k se dice cerradura algebraica de k ssi :

1. La extension K|y es algebraica.

2. K es algebraicamente cerrado.

Ejemplo: C es cerradura algebraica de R .

Ejercicio:

Sea k un cuerpo y K O k una extension algebraicamente cerrada . Probemos que existe
k C k C K cerradura algebraica de k :

Sea k = {a € K/a es algebraico sobre k} .Sabemos que :

e k es un cuerpo
e k|, es algebraico
e kCkCK

Debemos probar que k es algebraicamente cerrado : Sea f(z) € k[z] de grado > 1 .Sabemos
que f(x) tiene una raiz a € K .

Sea E = k(a, . ..ay) , donde a, . ..a, € k son tales que f(z) = a,+a1x+---+a,z" . E es ex-
tension finita y algebraica sobre k. f(x) € E[z], a es raiz de f(x) = a es algebraico sobre E

k — E , E < E(a) son extensiones finitas= k < E(a) es extension finita = es algebraica
= a es algebraico sobre k = a €k .
Ejercicio:

1. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado , y E es una extension algebraica de K =
E=K.

2. Si K es algebraicamente cerrado , todo polinomio f(x) € K[z] de grado > 1 se descom-
pone en K[z| como f(z) = a(x — ¢)

3. Ningin cuerpo finito es algebraicamente cerrado

Apuntamos ahora a encontrarle una clausura algebraica a cualquier cuerpo k .
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Lema

Sik es un cuerpoy fi(z)... fu(x) son una cantidad finita de polinomios de grado > 1 en k[z]
, entonces existe una extension algebraica finita E|x en la que cada uno de estos polinomios
tiene al menos una raiz.

Dem.

Primero tomemos py(z), ..., p,(z) primos en k[z] , con p;(z)/f;(x) . Extendamos k para que
los p;(x) tengan raices ( y por lo tanto , los f;(z) también las tendran ).

Sabemos que podemos extender k a Ey = k[x]/(pi(z)) y resulta E; = k(a;) , con a; raiz
de pi(z) (y [E1 : k] = gr(pi(x)) ). po(x) €k[z] C Eq[x] , pero podria no ser primo en
Ei[z] . Sea py(z) un factor primo de po(z) en E;[z] . Sabemos que E; se puede extender a
Es = Eq[z]/(p2(x)) vy Eo = Eq(az) , con ay raiz de py(x) , y por lo tanto , de po(z) . Asi,
E; = k(a1)(az) = k(a,az) , y como [Ey : Ej] < oo, entonces [Eq : k] < 00 .

Con el mismo argumento (induccion) , extendemos Ey , E3 = Es(as) , con a3 raiz de ps(z)
- E, =E,_1(a,) =k(a; ...a,) extension finita de k con a; raiz de p;(x) .

Lema

Sea k un cuerpo . Existe una extension algebraica E de k tal que todo polinomio f(x) € k[z]
de grado > 1 tiene al menos una raiz en E . Mas aun , si {fy(z)}ea es la familia de todos
los polinomios de grado > 1 a coeficientes en k , podemos pedir que (VA € A)(Jay € E) raiz
de fa(z) y E=k(ay: A€ A).

Dem.

Sea X = {x) }rea - Trabajemos en el “gran” anillo de polinomios a coeficientes en k e
indeterminadas en X : k[X] . Dentro de este anillo , sea I el ideal generado por los elementos

de {fa(@)}ren, I = ({/a(2)}rer) - (cosas como fi(z1) + @374 f2(22) estédn en T).
Veamos que I es un ideal no degenerado :

Por contradiccion , supongamos que 1 € I, ie 1 = Y " g;(X) - fr,(z5) , con g (X) €
k[X]Vi=1...n.

(@) - fa, (zy,) son una cantidad finita de generadores . Extendamos k a un cuerpo K

en el que fy,(xy,) ... fr,(xy,) tengan raices ay, ..., a, respectivamente .
En K[z] Dk[z] , 1 =>"" | ¢:(X) - fi,(x),) sigue siendo cierto .
a; siA= /\z n
Definamos ahora a, = 0 sino Y evaluemos 1 = > 7 ¢;(X) - fr,(zy,) en xy =

VA eA=1=>3" 6(X) fr(z))=0—— porlotanto, 1 ¢ 1.

Como [ es ideal no degenerado , hay algiin ideal maximal J C k[X] que lo contiene . Llamemos
E =k[X]/J , cuerpo , pues J es maximal.
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1 v
k — k[X] — k[X]/J=E
v o4 es morfismo de cuerpos=- es inyectiva , por lo tanto , podemos pensar que k C E .
Ademas , los elementos de E son de la forma > o;fxy, | -+ [x, ] , E = K[[z)] : A € A] .
E esta generado a partir de k por {[z,] : A € A} y ademéas en E : fy([xa]) = [fa(za)] = 0.
—

St}
Llamando by = [z,] € E | tenemos E =k(by : A € A) ,f1(by) =0.
Teorema
Todo cuerpo k tiene clausura algebraica .
Dem.
E, =k, E; la extension de E, del lema anterior , ... . En general , E, ; es la extension de

E, dada por el lema anterior . Tenemos: k=E, CE; C..-CE, CE,,; C---

Sea K= J E, , es cuerpo por ser union creciente de cuerpos .
neN

K es algebraico sobre k : Si a € K= dn € N tal que a € E,, , pero E,, es algebraico sobre k
= K es algebraico sobre k .

K es algebraicamente cerrado : Sea f(x) = a, + - - -+ a,2™ € K[z] = Im,, ..., m, € N tales
que a, ...,a, estan en E,, ;... E, respectivamente , Si E,, es el mayor ( con respecto a
la inlcusion ) de estos cuerpos , entonces f(x) € E,,[x] = tiene raiz en E,;, ;1 CK .

3.2.2 Inmersiones

Si k y K son cuerpos , un morfismo de cuerpos o : k — K se suele llamar una inmersién de
k en K . Recordar que o es necesariamente inyectivo.

Si ahora L|x es una extension de cuerpos

L

A \
/

K

N\

k

y 7 : L — K es una inmersion que extiende o , se dice que “7 va sobre o” .

Caso particular , si ¢ e una inclusion, se dice que “va sobre k” .
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Ejemplo:

conj.

Lema

Sea K| una extension algebraica de cuerpos.

/

\

Sea ¢ una inmersion sobre k ( o(z) =z Vo € k) , entonces 0 : K — K es un automorfismo
de cuerpos.
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Dem.

Observacionl: Si o : K — K es una inmersion sobre k , entonces es una funcion lineal de K
en K con escalares en k : o(z +y) =o(z) +0(y) y o(Ax) =c(N)o(z) ,si A ek a(A) =\,
por lo tanto , o es k - lineal.

Observacion? : Asi, si [K : k] < 0o , este es el teorema de élgebra lineal: funcion lineal
inyectiva de un e.v de dim n a otro de dim n es un isomorfismo.

Hay que probar la sobreyectividad de o .

Sea a € Ky E = k(a) , sabemos que , por ser a algebraico sobre k | [E : k] = grado del
polinomio minimo de a en k[z] < oo .

Probemos que o(E) CE .

Sea p(z) = b, + bix + -+ + b, 12" ' + 2™ € k[z] el polinomio minimo de a = p(a)

bo+bia+---+b, 1a" ' +a"=0. Siaplicamos o a p(a) : o(p(a)) =0="0,+bio(a)+--+
by_10(a)" ' 4+ o(a)” = o(a) es otra raiz de p(z) en K .

Supongamos que aj, ..., a, son las raices de p(z) en K . Tratemos de trabajar con L. =
k(ay,...,a,), o(L) =k(o(ay),...,0(a.)) , por el argumento anterior , o(a;) es raiz de p(x

— —

en K = o(L) C L ( en realidad, es directamente igual ). como a; = a € L = a = o(q,
algtin j .

Un poco mas de nomenclatura :

Sea o : k — K un morfismo de cuerpos , y sea p(x) = a,+ajx+---+a,z" € k[x] . Anotamos
por p?(x) al polinomio de K[z] dado por p?(x) = o(a,) + o(ar)x + -+ - + o(a,)z" .

Tenemos un monomorfismo de anillos

kfz]  —  Klz]

p(z) — p7(x)
Ademaés , a € k raiz de p(z) = o(a) € K raiz de p?(z) .
Lema *

Sean K| una extension de cuerpos, o : k — E una inmersion y a € K algebraico sobre k
. Sea p(z) € k[z] el polinomio minimo de a. Entonces , por cada raiz b € E del polinomio
p°(x) € E[z] , existe una tnica extension 7 : k(a) — E de o tal que 7(a) = b . Llamemos

T, a esta extension . Ademads , toda extension de o a 7 : k(a) — E es de la forma 7, , para
algin b raiz de p?(z) en E .

Dem.

Existencia de 7, :
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k(a)
S
N
T
E
J
k

Sabemos que :
k(a) = Kz]/(p(z))
A Aek
a [z]
Consideremos la funcion :
v k[z] — E
Aek — oA €eE y(eo+cax+---+cx™) =0(c,) +o(cr)r+ -+ o(c,)z”
x — b

( Es el inico morfismo de anillos que extiende ¢ a todo k[z] y que manda = en b ).

Tenemos entonces que :

f gl
k(a) = Kazl/(p(x)) — E
Aek — Aek — a(A)
— b

Tb:AVVOfestaIQue{T(g):U(b) si A €k

a — [x]

La unicidad de 7, viene del hecho que k(a) esta generado por kU {a} y 7, esta fijo en k y en
a . El que todas las extensiones sean de esta forma es directo.

Revisemos la demostracion del lema . Tenemos

k(@)
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Recordemos que en k(a) los elementos son de la forma y = «a, + aja + -+ + a,a™ con
a€kVi=1...n(y= fla), f(z)€Kk[z]).

7, debiera satisfacer que () + T(a1)(a) + - - - + Ty ()" = o(a,) + o(a)b+--- +
o(a,)b™ . Pero y podria escribirse de varias maneras como polinomio evaluado en a . {Coémo
garantizamos que o(q,) 4+ o(a1)b+- -+ o(a,)b" no depende del polinomio que usamos para
escribir y ?

Para resolver este problema , recordemos que k(a) = k[z]|/(p(z)) mediante o € k — a
x — [z] . Definamos entonces :

klz] — L
ac€k — o(a) p tnico morfismo de anillos
x — b

q(x) = ot ozt -+ — p(q(x)) = o(ao) +o(a)bt- - +o(a)b” e(p(z)) = p7(b) =0
0 ind?ce)lgn tnico ¢ : k[z]/(p(z)) — L tal que o, + a[z] + - -+ an[z]” — o) +o(ar)b+
ot o(a)bn

Corolario *

Sea K|y extension algebraica y o : k — L una inmersion de k en un cuerpo algebraicamente
cerrado L . Entonces existen inmersiones 7 : K — L sobre o .

AK\
T

L

U/

k

Si ademas , K es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre o(k) , entonces cualquiera
de tales 7 es un isomorfismo.

Dem.

1) Existencia de extensiones 7: K — L :

Por Zorn , sea A={p:J—-L/kCJCK, ulx=o0}
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a) A es ordenado : py, e € A, 1 = o < 1o es extension de g

b) Si {ur}ren €s una cadena en A

Sea J = |J Jy . J es un subcuerpo que contiene a k . Definamos a J - L
AEA yedy — my)

, 1t estd bien definida , y es morfismo de cuerpos sobre ¢ , por lo tanto , 4 € A, y por
definicion , es cota superior de la familia {x)}rep = Existe un elemento maximal
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Si J C K ( estrictamente incluido ), como K es algebraico sobre k ; lo es sobre J . Tomando
a € K\ J, aplicamos el lema con k = K | K = K(a) y podemos extender u por 7 a K(a) , lo
que contradice que p sea maximal .

2) Tenemos el siguiente diagrama

alg. K

cerrado ' \
/

L alg.

cerrado

N\

k

y queremos probar que 7 es isomorfismo . Soélo resta probar que 7 es sobreyectiva . Sea
K™ = 7(K) C L . k7 es isomorfo a k y , por lo tanto , también algebraicamente cerrado ,
tenemos : k% — K7 < L | con L| algebraica

= L|k- extension algebraica = L = K" .
Corolario

Si K| v L|x son dos cerraduras algebraicas del mismo k , entonces existe un isomorfismo
7: K — L sobre k .

Dem.

Usar el corolario anterior a

Ejemplo: C es la cerradura algebraica de R . ( teorema fundamental del algebra )
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C ,
&x
C
] /
R

3.2.3 Cuerpos de descomposiciéon
Definicién

Sik es un cuerpoy f(z) € k[x] es un polinomio de grado > 1, un “ cuerpo de descomposicion
para f(x) es una extension K de k tal que:

1. f(x) tiene todas sus raices en K . i.e f(x) se descompone en factores lineales en K[x]
c f(x) =Mz —c1)---(x —¢,) con cq,. .., ¢, las raices de f(x) .

2. K se genera a partir de k mediante las raices de f(z) ,i.e K=k(c;...¢,) .
Prop
Si f(z) es de grado > 1 en k[z] , entonces:

1. Existe un cuerpo de descomposicion para f(z) .

2. Si K|x y Elx son dos cuerpos de descomposicion de f(x) , entonces existen isomorfismos
7:K— Esobre k (ie (Vo €k) 7(x) =x).

Dem.

k C _E k ¢ . EC _E

o
inclusion w

inclusion
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Sea E cerradura algebraica de E . Notar que , como E es algebraico sobre E y E es algebraico
sobre k , entonces E es algebraico sobre k. Ademas E es algebraicamente cerrado = E es
cerradura algebraica de k .

Tenemos el siguiente diagrama :

k C » E alg. cerrado

Por un corolario anterior , la inclusiéon ¢ : k — E se puede extender a una inmersion
7 : K — E sobre k .

Debemos probar que 7(K) = E .

Como K y E son cuerpos de descomposicion de f(z) € k[z] , entonces , en K[z] = k(c; ... ¢,)
fle) =Xz —c1) - (x—cp) yen Elz] =k(c]...d,) flx) =Xz —) - (x— ).
() : Klr] — E[z] morfismo de anillos
gx) — g'(x)
Notar que f(z) = f7(z)
f@)=XNo—c)--(x—c,) — f(z) = Mo —TF(c1)) -+ (x — T(cn)) , Asi , en E |, f(z) se
descompone en factores primos como f(z) = ANz —7(c1)) - (x —T(cn))-

Como E C E, f(z) tiene dos descomposiciones en E[z] :

1) f(z) = Mz —7(c1)) -+ (z — T(cn))

2) fla) =AMz —d))--(x—c,)

Por unicidad de descomposicion en factores primos, en el dip E[z] , estas dos descom-
posiciones son la misma , salvo tal vez el orden de los factores , por lo tanto , Vi =

lL...n3j=1...ntal que 7(c;) = ¢, T({c1,...,cn}) ={c},. .., ¢} Pero K=k(cy,...,ca) y
E=k(d,...,d,) , por lo tanto , T(k):k(T(cl),...,T(cn)):k(c’l,...,cgl):E

Definiciéon

Si F = {f\(2)}reaes una familia cualquiera de polinomios de grado > 1 en k[z] , un cuerpo
de descomposicion de la familia es una extension K|y tal que
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1. Cada fy(x) de la familia se escribe como producto de factores lineales en K .

2. K esta generado a partir de k por las raices de todos los polinomios de la familia.
Nota:

e El cuerpo de descomposicion de f(z) es el de la familia {f(x)}

e El cuerpo de descomposicion de la familia vacia es k .

Ejercicio:
1. F tiene cuerpo de descomposicién

2. Si K|k y E|x son cuerpos de descomposicion de la familia F | entonces son isomorfos
sobre k . Mas aun , si 7 : K — E es una inmersion de K en la clausura algebraica E de
E , sobre k , entonces 7(K) = E | y define un isomorfismo entre K y E sobre k .

3.3 Aplicacion a cuerpos finitos

3.3.1 Definiciones Preliminares

Sea R un anillo conmutativo con unidad .;Cuél es el subanillo mas pequeno que contiene R?

En ese anillo deben estar 0,1, 1+ 1,14+ 1+1,...,n-1,.... SeaP ={n-1/n € Z} , este el
subanillo més pequeno en R .P se suele llamar el “subanillo primo de R”

P, +) es un grupo ciclico generado por {1} , por lo tanto , es isomorfo a (Zp|, +) si es finito
g g |P|
0 (Z,+)sinoloes .

Si P es finito , |P| = m es la primera vez que 1 +--- 4+ 1 =0, en caso contrario , 1 +---+1
—_——

m veces
se anula.

Si (P,+) & (Zm,+) , el anillo R se dice de “caracteristica m” si (P, +) = (Z,+) , se dice
de “caracteristica 0” .

Notar que , en el caso de caracteristica m , el isomorfismo

P Zn es morfismo de anillos.
n-1 — [n]

Nota:
sil+-+4+1=0=WMeR)a+---F+a=a(l+---+1)=0
—_— —_—— —_—

Si R no tiene divisores del 0 ( dominio de integridad ) su caracteristica es 0 o primo. En
efecto :
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Sabemos que si R no es finito , en cualquier caso , su caracteristica es 0 , por lo tanto , s6lo
basta probar la afirmacion para R finito de caracteristica m .

Supongamos que m no es primo ( recordar que {1,0} C R, por lo tanto , m > 2 ) = Jk >
2, l<m-—1talquem==k-1l. Llamemosa =k-1y b=1-1, ambos son distintos de 0 ,
pues k y [ son menores que m y la primera vez que una suma de “unos” se anula es con m .
Pero a-b= (k-1)1 =ml =0= ay bson divisores del 0 —« .

Notar que en este caso , R de caracteristica prima m , el subanillo primo (P,+,-) es un
cuerpo ( pues es isomorfo al cuerpo (Z,, +,-) ) llamado subcuerpo primo .

Observacion:

En general , el anillo R es un médulo sobre cualquier subanillo , en particular sobre su
subanillo primo , por lo tanto, si R es de caracteristica prima , entonces R es un espacio
vectorial sobre el subcuerpo primo.

Caso R =k, con k cuerpo
No tiene divisores del 0 , por lo tanto , es de caracteristica 0 o p prima, .

1. Caso caracteristica p prima : k sera espacio vectorial sobre el subcuerpo primo k, =
(Z,,+, ) . Asi, k es una extension de k, = Z,, .k sera un e.v vectorial de dimension finita
( no podria tener una base infinita ) sobre k;, .Si dimy k = n , entonces k = kp = (Z,)"
como e.v.

2. Caso caracteristica 0 : El subanillo primo P es isomorfo a (Z,+,-) . Si tomamos los
cuocientes entre elementos de P | resulta un subcuerpo , el subcuerpo mas pequeno en
k , llamado subcuerpo primo de k ( anotamos kg ) , que es isomorfo a (Q,+,) . k es
una extension de kg y , por lo tanto , un e.v sobre kg .

Teorema 1

Si k es un cuerpo finito , entonces |k| = p" , donde p = car(k) primo ,y 1 <n € N.
Para la demostracion del siguiente teorema necesitaremos los siguientes resultados:
Lema

En caracteristica p , (a +b)? =a” + 0" ,i e N.

Dem.

(a+b)P = ?ZO(§>ajbp_j:ap+bp+ Z (?)ajbpj

0<j<p

J/

~
0

Por induccién sobre ¢ se concluye .
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. Cémo saber si un polinomio tiene raices repetidas 7

Si g(x) € k[z] tiene a a como raiz repetida , entonces (z — a)"q(z) = g(x) .

Cuando k es un cuerpo , definimos la derivada , como la tnica funcion k - lineal D : k[z] —
k[z] , tal que D(z") = nz"' (ejercicio). Se prueba facilmente que si f(z),g(x) € k[z] ,
entonces D(f(z), g(z)) = D(f(z)) - g(x) + f(z) - D(g(x)) -

De lo anterior concluimos que a es raiz multiple de g(z) € k[z] < a es raiz de g(x) y D(g(z))

Teorema 2

Vp primo , Vn > 1, hay cuerpo finitos F de p™ elementos.

Dem.

. Donde buscar F 7

Si F existe , debera ser una extension algebraica de Z, (F,, ) , pues dimz,F = n finito ( ext.
finita = ext. algebraica ).

Comencemos con K = Z, , la cerradura algebraica de Z, ( ext. algebraica mas grande posible

de Z, ) . Llamemos ¢ = p™ . Queremos buscar en K = Z, un subcuerpo de ¢ elementos .

Para la busqueda : Si F existiera , tomamos G = (F \ {0}, ) grupo multiplicativo con g — 1
elementos = (Vx € G) 297! =1 = 29 = z . Tendriamos entonces : (Vz € F)z? =z .

Sea ahora f(z) = 29 — x € Zy[z] C K[z] .Sea F el cuerpo de descomposicion de 27 — z ( se
puede buscar dentro de K ) . Mostremos que F = {raices de 27 — z}

{raices de x? — x} es cuerpo , en efecto :

Si a,b €{raices de 27 — z}

e (a-b)=a?-b"=a-b=a-be {raices de 27 — z}
e Sia#0, (2)7=2 =1= atiene inverso en {raices de 29 — z}
o 19=1=1 € {raices de 27 — x}

09 =0 = 0 € {raices de 27 — z}

Por el lema anterior (a + b)? = a? + b? = a + b= (a + b) € {raices de z7 — x}

(—a)? = (=1)%a? = (=1)%a .

Sip>3,(-1)1=—-1=(—a)?=—a.
Sip=2,(-a)?!=a,peroa+a=0=a=—a=(—a)? = —a, por lo tanto —a €
{raices de x7 — z}.
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Asi , {raices de 7 — z} es cuerpo.
,Cuantos elementos tiene ?
Lo ideal es que tenga g elementos , es decir , que sean q raices distintas .

Para esto calculemos la derivada de f(z) = 27—z : Df(z) = qz9' —1 = —1 | no tiene
raices , por lo tanto , f(x) no tiene raices repetidas .

Podemos concluir entonces que F = {raices de 27 — z} es un cuerpo con ¢ = p" elementos.

Teorema 3

Sipesprimoyn > 1, entonces dos cuerpos cualquiera Ky F con p™ elementos son isomorfos.

Dem.
Los elementos de F y de K satisfacen la ecuacion z9 —x = 0 . Pero 29 — x € Z,[z] tiene a lo

mas ¢ raices , y en F (' y también en K ) hay ¢ raices , por lo tanto , F ( y también K ) es
cuerpo de descomposiciéon de z? — x sobre Z, , por lo tanto , F = K .

Notacion: Siq=p" , se suele anotar como I, al cuerpo finito con ¢ elementos.

Teorema 4

1. Sea F un subcuerpo de F, . Entonces |F| =p’ | con j/n

2. Vj/n , 3! subcuerpo F de F, con r = p’ elementos .

Dem.

La demostracion queda de ejercicio, pero se pueden tomar en cuenta las siguientes indica-
ciones :

1. Sik— K< E , entonces [E: k] =[E: K]-[K:k].

2. Probar que (r —1)/(¢ — 1) , ademas si G es grupo abeliano con m = ¢ — 1 elementos
y I/m , entonces existe H C G con [ elementos .

Ejemplo:

Estructura de Subgrupos de Fy5
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-,
I~
N

Ejercicio:

Si k es un cuerpo cualquiera y (G, ) C (k*,-) es un subgrupo multiplicativo finito , entonces
(G, ) es ciclico.

Dem.

Como (G, ) es finito , (G, -) es ciclico ssi (G, )= (Z,,+), con n = |G| .
Sea n = pi'---p;" la descomposicion de n en producto de primos distintos entre si.

Zn = Zp?l---p?l = Zp?l ©® 5>, Zplal
—~— N~
Tpl (Zn) Tpl (Zn)

Lo que haremos para la demostracion es entonces tomar una componente primaria cualquiera

T,(G) = {a € G/a” =1, algin j} de G , y probar que es ciclico.

Sea H = T,(C) una componente p - primaria , H = {z € G/2¥ = 1, algin j} = {z €
G/O(< {z}>) =p’ , algin j} .

Si H fuera ciclico como queremos , entonces H =< {a} >, O(a) = p' . p' serd el maximo
orden de elementos en H .

Sea p' = Max{O(z)/z € H} y a un elemento de H de orden p' . Claramente : p' = O(a) =
| < {a} >|/|H| . Ademés , (Vo € H)2? =1, pues O(z) = p’ < p' .

Recordar que H es subgrupo de (k*,-). Asi, los elementos de H son raices en k del polinomio
27 — 1,y este polinomio no puede tener més de p' raices = |H| < p!, por lo tanto , |H| = p'
, v como el subgrupo < {a} >C H tiene también p' elementos =< {a} >= H.
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Ejercicio:

1. Sea K|, una extension de cuerpos con K = k ( cerradura algebraica de k ) . Sea a € K
, v sea p(z) el polinomio minimo de a en k[z] . Si r es la multiplicidad de p(z) ( i.e
en la descomposicion de p(x) en K[z]| , (z — a) aparece elevado a r ), entonces , todas
las raices de p(z) en K tienen multiplicidad 7 .

2. Car(k)=0=r=1

Dem.

1. p(z) = (x —a))™ - (x —a)™ en K[z] , con a;...q las raices de p(z) en Klz| de
multiplicidades r; ... respectivamente . Podemos tomar a; = a y , por lo tanto , ry =1 .

(Esta descomposicion de p(z) es valida también en E = k(a;...q;) C K | el cuerpo de
descomposicion de p(x) ).

Veamos que ocurre si existe una inmersion sobre k 7 : E — E tal que 7(a1) = ag. Si tal
cosa ocurriera , p(x) = (x —a)™ - (x —a)" = p'(x) = (x — 7(ar))™ -+ (v — 7(a)))"
= (x—ag)" (x—7(ag))™? - (x—7(a;))" , otra descomposicion en factores lineales de p(x) en
E[z] = debe ser la misma , salvo el orden de los factores , = el factor (z —a2)™ de la primera
descomposicion debe coincidir con el factor (z — az)™ de la nueva descomposicion=- r; = 1y
. Con esto , probariamos 1. del ejercicio.

Buscamos

k C - E

Nuestra situacion es:
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k C - K=Kk

Primero, extendamos o (inclusion) a 7,, : k(a) — K . Obtenemos:

usando el Corolario * | podemos extender la inmersion 7,, a toda la extension algebraica E
de k(a) . Llegamos a 7 : E — K extension de 7,
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y
J

kSa) .

k C

7 extiende la inclusion y ademés 7(a) = 7(az) . El tnico problema es como asegurar que
T(E) CE.

B=kor-.ar) = 7(E) = K(r(ar) .. 7(@) .
; Qué valores tienen 7(ay)...7(a;) ?

() = (x—a)t - (z —a)" , p(z) = p(z) = (x — (@) (x — 7(a))" en Klz]
= 7(ay)...7(q;) son las raices de p(z) en K = 7 _ _

Asi

k C - E

Por lo tanto , 71 = o ( del mismo modo , ry =7; Vj=1...1)

2. Hay que probar que en caracteristica 0 , » =1 . Es decir , si p(x) € k[z] es irreducible de
grado> 1, no tiene raices repetidas.

p(z) = 2" + ap_12" ' + - -+ + a, € k[z] irreducible
Dp(z) =nz" '+ (n — a, 12" %+ - +a; €klz].

Si a € k es raiz repetida de p(z) , entonces también es raiz de Dp(z) —+« pues gr(Dp(z)) <
gr(p(z)) , lo que contradice que p(x) sea el polinomio minimo de a .
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Ejemplo de un polinomio irreducible con raices miiltiples

Sea o un elemento no algebraico sobre Zs = Fy | y k = Zs(a) ( Ejemplo : tomar k = Zy(z) =
{%/p(m%q(m) € ZLslz], q(z) # 0} a =z ) . Entonces a no tiene raiz cuadrada en k ( es

decir , x no se puede escribir como <%)2 con p(x),q(z) € Zs[x])

Notar que : Cark = 2 ( su subcuerpo primo es Z, ) y tiene un elemento « sin raiz cuadrada.
Tomemos el polinomio p(z) = x? — a € k[z] . p(x) es irreducible.

Extendamos k a E = k(b) con b raiz de p(x).

V»—a=0en E = b = a= p(xr) = 2> — b* en E[z] . Pero estamos en caracteristica
2 = p(r) = 2% — ? = (z — b)? = b es una raiz doble de p(z) .

Observacion:

Si Cark =p , la funcion k — k es un morfismo de cuerpos. (y + 2)? =3P + 2P es un
r — ¥
morfismo aditivo inyectivo. Si ademas k es finito =-es sobreyectivo.

En particular , si k es finito y Cark = p =todo elemento de k tiene raiz p - ésima ( y también
p’ - ésimaenk )enk.

Retomemos la teoria de extensiones de cuerpos :

Teorema
Las siguientes propiedades de una extension algebraica K| son equivalentes :

1. K es cuerpo de descomposicion sobre k de una familia de polinomios irreducibles a
coeficientes en k .

2. Todo polinomio irreducible p(z) € k[z] que tiene una raiz a € K | se descompone
completamente en factores lineales en K[z] .

3. Sea k una cerradura algebraica de k que contiene a K ( por ejemplo k=K ), cualquier
inmersion o : K — k sobre k es un automorfismo de K .

Dem.

2. = 1.

Sea F la familia de todos los polinomios irreducibles p(x) € k[z]| que tienen una raiz a € K
, 2. dice que cada poinomio de esta familia se descompone en factores lineales en K[z] . Sus
raices generan K sobre k pues todo a € K es raiz de algin polinomio irreducible en k[z] : su
polinomio minimo en k[z] .

3. = 2.
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-
-

=~

Sea p(z) € k[z] irreducible con una raiz a € K . Sabemos que en k[z] , p(z) se descompone
en factores lineales : p(x) = Az —ay) -+ (x — ay) .

Necesitamos probar que a; . .. a, , las raices de p(z) , estan en K C k .

Con un argumento ya usado antes , se puede extender la inclusion k <—>_E a un morfismo
Ta, - k(a) — k tal que 7,,(a) = as , y luego este , a un morfismo o : K — k .

K

I\
k(a
"

%/

k

o es una extension de 7,, = o(a) = 7,,(a) = as , pero 3. dice que o¢(K) = K, por lo tanto
,as € K . (1o mismo para as . ..a, ).

1.)=3)

K es cuerpo de descomposicion de {fx(x)}rea , familia de polinomios irreducibles , entonces
K se genera sobre k con las raices de los f) .

Probemos entonces que si a; . . . a, son las raices de uno de estos f , entonces o(aq) ...o(a,) €
K. filz)=pulx—ay) - (x—a,) en Klz] , p € k.
Consideremos K[z] — k7]

p(xr) — p°(x)
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f (x) K
" \
K £
X
A
g /

k

£,00

f(@) = (@ —ar) -+~ (2 — a,) en Kla]
4
f5(2) = (@ — o) - (¢ — o(a,)) en ko]

Tenemos dos descomposiciones del mismo polinomio en E[x] = son iguales , salvo orden =
Vi, 3j tal que o(a;) =a; e K= 0(K) CK.

Tenemos entonces el siguiente diagrama :

K K| ‘ algebraica

A \
inm. _

o inmersion sobre k , K| algebraica = por un ejercicio anterior , o es automorfismo.

Definiciéon

Una extension algebraica con estas tres propiedades equivalentes , se dice normal.

Observacion:

Recordemos las tres propiedades equivalentes que caracterizan a una extension normal.

a) En la propiedad 1. , la familia de polinomios irreducibles puede tomarse como una familia
de polinomios cualquiera , i.e , la frase “ polinomios irreducibles” puede ser reemplazada por
“polinomios”.
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b) En la propiedad 2. no se puede eliminar la palabra irreducible . Demos un ejemplo de
ello :

Sean a € ky q(z) € k[z] , tal que este altimo no tenga raices en K . Sea p(z) = (z —a)q(z) ,
p(x) € k[z] ( evidentemente no es irreducible), p(z) tiene una raiz a € K y no se descompone
en factores lineales en k[z] .

Ejemplo:

Toda extension K|i de grado 2 (i.e [K: k] =2 ) es normal .

Dem.

Sea p(z) € k[z] irreducible con alguna raiz a € K .Supongamos que a ¢ k . Consideremos
su polinomio minimo sobre k.

Afirmamos que gr(p(z)) =2 .

k—k(a) —K
—_———

k(a) = klz|/(p(x)) , ademas k(a) = K
K : k] =[K:k(a)]k(a): k] = [k(a) : k] =2.

N——
1

Ejemplo:

Ejemplo de una extension que no es normal .

Consideremos Q[*v/2] = Q(*Vv/2) como una extensién de Q . Sea p(z) = z* — 2 € Q[z] ,
veamos que este polinomio es irreducible en Q|x] .

p(z) = (x —*V2)(z +*v2)(x — i*v2)(x +i*V/2) en C[z] . Es facil ver que ningiin producto
de estos cuatro factores ( excepto de los cuatro juntos) esta en Q[z]= p(x) es el polinomio
minimo de *y/2 sobre Q , sin embargo , p(x) tiene una raiz *v/2 en Q[*v/2] C R, pero no las
dos siguientes : i*v/2 , —i*\/2 .

Notar que Q C Q[v2] € Q[*V/2] . Ambas extensiones en la cadena : Q(v/2)|g y Q(4\/§)|Q(\/§)
son de grado 2 , por lo tanto ,normales .Sin embargo , Q(*v/2)|g no lo es .

Continuemos con el estudio de extensiones de inmersiones :
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T
k(a
A ‘b
L
) /
k
El mismo diagrama :
K t .~ L
ext. ext. algebraicamente
algebraica cerradade o (k)
k o > a(k)

isom. de cuerpos

Notar que , dado que K| es extension algebraica , entonces 7(k) es extension algebraica de
7(k) = o(k) , por lo tanto , 7(k) C “Clausura algebraica de o(k) dentro de L” .

Asi , L se puede reemplazar ( y no se pierden ni se ganan extensiones 7 de ¢ ) por la clausura

algebraica o(k) C L . Supondremos en lo que sigue que L = o(k) .

., Qué sucede si tenemos dos situaciones como las anteriores 7
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\J

0'(K) < o k o o (k)

\J

Por el corolario *. el isomorfismo ¢’ o 67! : o(k) — o’(k) se extiende a un isomorfismo
b

w: L' — L ( dado que L , ademés de ser algebraicamente cerrado es algebraico sobre o’ (k)
, v L, ademés de ser algebraico sobre o(k)a es algebraicamente cerrado).

Si definimos los siguientes conjuntos :
Ext(o) = {7 : K — L/7 es una inmersion extension de o }
Ext(o’') = {7 : K — L//7 es una inmersion extension de o’ }

Se deduce entonces que la funcion ¢ : Ext(c) —  Ext(c’) es una biyeccion .
T — WOoT = 7/

En un caso simple : K = k(a) , a algebraico sobre k . ;Qué se puede decir sobre el niimero
de extensiones de o ?

k()

\J

\J

o= id

Si p(z) es el polinomio minimo de a , del lema *, por cada raiz b de p’(z) , hay una y so6lo
una extension 7, : k(a) — k , y estas son todas las extensiones de o que hay . Por lo tanto
, 0 tiene tantas extensiones como el nimero de raices (distintas entre si) de p(z) . Sabemos
que todas las raices de p(x) tienen multiplicidad r , por lo tanto , si las raices distintas de
p(x)sonby...b ,p(x)=[(r—ay) - (x—a,)|" , porlo tanto , gr(p(z)) = r-1 = n = nimero
de extensiones es < n .
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Definicién
Llamamos grado de separabilidad de la extension k(a)|; al nimero de extensiones de o .
Anotamos [k(a) : k]; < [k(a) : k] . Notar que [k(a) : k];/[k(a) : k] .

Esta definicion se generaliza para cualquier extension K]y .

Prop
Sea k — K <— E una cadena de extensiones algebraicas . Entonces :

1. [E:k]s=[K:k];-[E: K] .

2. Si K es una extension finita [K : k], < [K: k],

Dem.

Probemos 2. a partir de 1.

K extension finita < K =k(a; ...a,) con a; .. .a, algebraicos sobre k .
Tenemos la siguiente cadena

k — k(a;) — - —=k(ay--a,_1)(a,) =K

En cada uno de estos pasos aplicamos que [k(a) : k|;/[k(a) : k] . Obtenemos:
k(1) : Kls dvisor o [k(@1) : K]

[k<a1 e a”) : k(al te an—1>]s <divisor de [k(al . an> : k(a1 ce an_l)]
multiplicando y usando 1.
[K : k]s <divisor de [K : k]

Demostremos 1.
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Sea Ext(o) = {7}ics la familia de todas las extensiones de ¢ a morfismos de K en L |
K : k|, = |[Ext(0)| = |I| . Para cada i € I , sea Ext(7;) = {7i;}jes, la familia de extensiones
de 7; a inmersiones de E en L (Vi € I)[E : K|; = |Ext(r;)| = |J;| . Entonces , llamando
Extg(o) a la familia de todas las extensiones posibles de ¢ a un morfismo de E en L, resulta
Extg(o) ={m;:i€l,j€ Ji}y |Extg(o)|=[E:kls=|]1J => |/ =I|[E: K], = [K:

iel iel
k|s[E : k|

Definicién
Una extension finita K|, se dice separable ssi [K : k], = [K : k.
e Si E|x es una extension algebraica de k , un elemento a € E se dice separable sobre

k ssi k(a)|, es una extension separable (ssi el polinomio minimo de a en k[z] no tiene
raices repetidas).

e Un polinomio f(x) € k[z] se dice separable ssi f(z) no tiene raices repetidas en su
cuerpo de descomposicion.

e Si K|k es una extension algebraica ( finita o infinita) , decimos que es separable si toda
subextension finita es separable ( i.e , si ¥V subcuerpo k C F C K | F|; es separable).

Propiedades simples

1. Sik < K < E es una cadena de extensiones finitas , entonces E| es separable < E|x
y K]x son separables .

2. Si k — K — E es una cadena de extensiones algebraicas , entonces , si a € E es
separable sobre k , también lo es sobre K .

Dem.

Para demostrar 1. | usar lo siguiente:
[E:kl,=[E:K|,-[K:k]; [E:kl=[E:K]-[K:K].
Demostremos 2. :

Si px(z) es el polinomio minimo de a en k[z] y pk(z) es su polinomio minimo en K[z] =
pr(x)/pk(z) en K[z] , por lo tanto , si px(z) no tiene raices repetidas , entonces px(z)
tampoco .

Prop

Una extension algebraica K|i es separable ssi toda a € K es separable sobre k .
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Dem.

=)

k(a) es extension finita siobre k , por lo tanto , por definicion de K|y separable , debe ser
separable .

<)

Sea F|x una subextension finita de K| . Entonces F = k(a;...a,) , con a;...a, € K.
Tenemos la siguiente cadena :

k — k(a;) — k(ay,a9) — ... = F

Aplicando las dos propiedades anteriores se concluye .

Prop

1. Sea K =k(ay : A € A) extension de k por la familia {a)} ep de elementos algebraicos
. Entonces K|x es separable < a, separable Y\ € A .

2. Si k — K < E es una cadena de extensiones algebraicas , entonces E|y es separable
< Elk y K|k son separables.

La demostracion queda de ejercicio.

Observacion:

En cuerpos de caracteristica 0 , los poinomios irreducibles tienen raices simples (no repetidas)
, por lo tanto , toda extension algebraica en caracteristica 0 es separable.

Ejemplo :

Extension normal “generada” por una extension finita K|y

Sea K| una extension finita no necesariamente normal ,

K=k

F\
\JC/

k
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Probar que el cuerpo E , subcuerpo de K , generado por {7(K)/7 inmersion de K en K sobre
k} es una extension finita de K | normal sobre k , y la menor posible. Tenemos :

Si existe tal E , este debe contener a 7(K) , V7 : K — K inmersion sobre k . En efecto :
si 7 : K — K es inmersion sobre k , debe poder extenderse a 7 : E — K inmersion sobre
k , y por la normalidad de E|xy = 7(E) = E = 7(K) = 7(K) € 7(E) = E . Notar que
tales inmersiones 7 : K — K sobre k son un nimero finito : Hay [K : k], < [K : k] < oo .
Sean i ... 7, tales inmersiones .Sea E el cuerpo mas pequeinio que contiene a 7 (K)...7.(K)
(subcuerpo de K ). Si E|; es normal , buscamos:

Definicion:

Sean K, Ky dos subcuerpos de un cuerpo L . El compuesto de K; y K5 , que se anota K;Ks
(0 K;VKy ), es el subcuerpo més pequeno de L que contiene a K; y a Ky . Este subcuerpo
es:

Kk = { &2 /i, ) € Ko,y € Ko, Yty £ 0
KiKs = Ky (Ks) = Ka(Kp) y KiKp oo Ky = Ko (- Ka(KoKy) -+ )

En el caso del ejemplo , E = 71(K) - - - 7,.(K) . Probaremos luego que E|; es extension finita.
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E
J T
K
A
E=k
\J(/
k

Sea 7 : E — E una inmersion sobre k .

T(E)=71(nK) - 7.(K)) = 7(n(K)7(r2(K)) - - - 7(7-(K)) = Tor(K)Tomp(K) - - - To7,.(K) .

TOT,

es inmersion sobre k = es algtin 7;

Como 7 es inyectiva : ¢ # j =707, #7107 = |{rom/i=1...r} =r, por lo tanto ,
{ror/i=1...r}={r/i=1...r}=7170on(K)ton(K) --7o7.(K)=7(K) - - 7.(K) = E

Solo resta ver que si K| y K|k son dos extensiones finitas de k, con k, Ky, Ky C L cuerpo
, entonces K;Ks|x es extension finita. [K1K, : k] = [KKy : Kq] [Ks : k] . Esperariamos que
——

finito

KiKs : Ky < [Kj K]

1) Si Ky = k(a)

KKz = k(a)Ky = Ka(k(
Ks(a) : Ky < [k(a) :

a)) = Ks(a) , luego
k] = q(x)/p(z)

[
gr(a(z)).q(z)€Kz[x] gr(p(z))
2) [Ka(a) : Kol < [k(a) :
[Ka(ar,a2) : Ko] = [Ka(ar, az) : Ka(ag)|[Ka(ag) : Ky
< [k(ayaz) : k(az)][k(az) : k] = [k(aias) : K]
Por lo tanto , [KiKs : k] < [Kj : k][Ks : K]
Asi , por ejemplo , [1(K)...7.(K) : k] < [K: k]
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Definicion

Sea K|k extension de cuerpos . Un elemento a € K se dice primitivo para K|y ssi K = k(a)
. En tal caso , K|i se llama extension primitiva.

Teorema del elemento primitivo

Sea K|i extension algebraica:

1. K| es primitiva ssi existe un ntiimero finito de “cuerpos intermedios” para la extension.
Es decir , [{Fcuerpo /k CF CK}| < 00 .

2. Si la extension K|y es finita separable , entonces es primitiva .

Dem.

Caso K finito :
Lo tnico ha probar ., es que toda extension siempre tiene primitivos.

Consideremos (K \ {0},-) , es grupo finito= es ciclico & Ja € K\ {0} tal que K\ {0} =
{a":n e N} = K=k(a) .

Caso K no finito:

Demostremos primero 1.

=)

a elemento primitivo < K = k(a) . Sea p(z) € k[z] el polinomio minimo de a .

Si F es cuerpo intermedio , entonces K = F(a) . Sea pr(x) € F[z] el polinomio minimo de a
en F .

k C F , entonces , como pp(z) se anula en a = pr(z)/p(x) .

p(z) tiene un ntimero finito de divisores ( en su su cuerpo de descomposicion) , por lo tanto
, i probamos que : F y F’ cuerpos intermedios =pg(x) # pp(z) , estariamos demostrando
1.

Veamos que pp(z) determina F . Sea F’ el cuerpo construido a partir de k agregando los
coeficientes del polinomio pp(x) € F[z] . Obviamente k C F' C F | probaremos que en
realidad F/ = F .

Como F’ se construye a partir de los coeficientes de pp(z) , entonces pp(x) € F'[z] , ademas
pr(a) = 0 . Pero también pp(z) es irreducible en F'[z] | por lo tanto pr(x) es el polinomio
minimo de a en F'[z] : pp(x) = pp(2) .

Ademas F(a) = K = F'(a) , luego :

][;If :F] =gr(pr(z)) = gr(pp(z)) =[K:F|]= [K:F]=[K:F|[F:F|]=[F:F]=1=F=
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Asi | si pp(z) es el polinomio a coeficientes en Flz] , entonces F esta generado sobre k por
los coeficientes de pg(z) .

<)
Si hay un nimero finito de cuerpos intermedios= K = k(a)
algan a . [K: K] finito = K =k(a; ... a,).

Probaremos por induccion en n que (Vn € N) | si K =k(a;...a,) entonces K = k(a) , para
algin a .

Paso clave es con n = 2 (= paso inductivo ).

k(ay...ans1) =k(ay...a)(ans1) ,

HI = k(a;...a,) =k(d) =

k(ay...ans1) =k(ay...a,)(ans1) = k(d'ansr) =k(@”) (n=2).

n =2 : Queremos probar que K = k(a;,as) = K =k(a) algin a € K .
Aqui usaremos K infinito = k infinito

Para A en k , sea a® = a; + Aag , y sea Fy = k(a*) = k(a; + \ag) .

Existe un nimero finito de subcuerpos F y un nimero infinito de elementos A = d\;, Ay € k
,Al%)\gtalqueF,\le,\QzF.

a; + MNag €F

a; + Nag € F

restando: (A\; — Ag)ag € F = as € F | a1 = (a1 + Aeag) — Mjag = a1 € F
—— ~————

£0€k €F €F
CL17CLQEF:>KQFQK

Probemos 2.

K|k finita separable < [K : k], = [K: k] =n

A\
b

k

K=k

Hay n inmersiones distintas entre si 7 ...7, : K — K =k sobre k .

Igual que en la demostracion anterior , basta probar la propiedad para K = k(aq, as) y luego
aplicar induccion.
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Sea f(z) € K[z] el polinomio siguiente:

fle)=TI (&1 4 zas)™ — (a1 + xas)™) € K[z]

f(z) # 0 en Klz].
Como Vi < j , 7 # 7 = 7i(a1) # 1;(a1) V 1i(az) # 7j(az)

Por lo tanto , cada factor de f(z) es distinto de 0 = f(x) tiene s6lo un niimero finito de
raices en K = como k C K es infinito , habra al menos un A € k tal que f(\) #0 .

Para este A : 7;(a; + Aag) # 7j(a1 + Aag) para i < j

a

= {7i(a)}_, son n elementos distintos en K .
Si p(z) € k[z] es el polinomio minimo de a = p™(x) = p(x)

= como p(a) =0, p(r;(a)) = pT(7i(a)) = 0. Luego , p(x) tiene como raices al menos a los
n elementos distintos 7i(a) ... 7,(a) = gr(p(x)) > n

K:k]=n=k(a) € K.
Ejercicio: Encontrar los cuerpos intermedios de Q[\/i, \/§]|Q )

3.4 Teoria de Galois

Sea K| una extension de cuerpos algebraica . La extension se dice de Galois ssi es normal
y separable .

e El Grupo de Galois de una extension K| es por definicion G = Gal(K|y) = {0 :
K — K/o es automorfismo sobre k}

e Dado un cuerpo K , y G un grupo de automorfismos de K , el cuerpo fijo de G es
K¢ = {z € K/o(x) = z,Vo € G}
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3.4.1 Teorema fundamental de la teoria de Galois

Sea K|, una extension finita de Galois . Entonces la funcion «y , que toma subgrupos del grupo
G = Gal(KJx) y entrega cuerpos intermedios k C F C K , dada por H(subgrupo de G) —
K" = F | es una biyeccion decreciente (i.e , H C Hy & KM D KHz2 ),

VH subgrupo de G , la extension K|gu es de Galois , y Gal(K|gu) = H , ademas |H| = [K : KH]

Por otra parte , H<1 G < K| es de Galois , y se tiene una biyecciéon entre subgrupos
normales H de G y subextensiones de Galois F| de K|x . Ademas , cuando H< G

o] — 0|

Antes de demostrar el teorema , demos una aplicacion de él :

Teorema fundamental del algebra

R=C

Dem.

Aparte de la teoria del dlgebra que utilizaremos en la demostracion , necesitaremos las dos
propiedades siguientes ( de naturaleza topologica de R ) :

1. Todo r > 0 en R tiene exactamente una raiz cuadrada o« > 0 en R . En efecto ,
a=sup{q€Q/q>0, ¢*<r}.

2. Todo polinomio p(z) € R[z] de grado impar , tiene al menos una raiz en R :

p(x) = 2"+ a, 12" ' + -+ + a, monico , n impar.
Siz#0,px)=a"(1+L+. .+ %) como funcién

plr) — oo plr) — -0
T — 00 T — —00

Por lo tanto , 3z, 22 € R tal que p(z1) <0, p(x2) > 0, y como p es continua , 37 € R tal
que p(T) =0

Notar que de 1. se deduce que todo z € C tiene raiz cuadrada en C :

CHVOEE | eon(b) _a+¢2m) _

. . .t
Si 2 =a+bi , entonces z = (z + yi)* , con T + yi :—(
Y por lo tanto , cualquier ecuacién de segundo grado a coeficientes en C tiene sus raices en
C.
Consecuencia: C no tiene extensiones de grado 2 .

Probar que R = C , equivale a probar que C = C , y esto equivale a probar que toda
extension finita E|c es C .
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Sea E una extension finita de C . Entonces E es una extensién finita de R .

Como la caracteristica de todos estos cuerpos es 0 , todas las xtensiones son separables ,
pero E|g podria no ser normal , por lo tanto , E|g podria no ser Galois.

Usando un ejercicio anterior , podemos extender E a la “ extensién normal generada por E”
: K=01(E)---0,.(E) , con oy ...0, las inversiones de E en E sobre R .

K|g es de Galois , por lo tanto , podemos aplicar el teorema fundamental . Llamemos
G = Gal(Kg) -

1) Probaremos que |G| = 2™ | para algiin m .

Sea P C G un 2 - subgrupo de Sylow , |[P| = 2", con |G| = 2" -1, con [ impar. Sea F el
cuerpo fijode P : F =K¥ = {x € K/o(z) = z, Vo € P} .

T.f de Galois : K|p es de Galois , P = Gal(K|r) , |P| = [K : F]

Luego,[F:R]:%zz;z:l

Deduciremos usando 2. que F =R :
Sea a € F y p(z) su polinomio minimo en R[z] . gr(p(z)) = [R(a) : R]/[F : R] impar

= gr(p(x)) es impar = p(x) tiene alguna raiz en R . Pero p(z) es irreducible en R =
plx)=xz—a(gradol) =aceR=I1=1=[K:R]=2".

Notando que K es extension de E | y por lo tanto , de C | se tiene [K : C] = % =2r-1

Consideremos K como extension de C . Al ser R < C — K = K|¢ es de Galois.

Sea_@ = Gal(K|c), |G| = [K:C] =2""'. Gesun 2 - grupo , y tendra subgrupos ( normales
en G ) de todos los ordenes intermedios . En particular , 3H C G tal que |[H| = 2772 ( a
menos que r =1y K=C).

Sea L =K', 22 = [H| = [K: L] = [L: ] = [{F = 25 =2

Lo que no puede ser , pues por 1. , C no tiene extensiones de orden 2 , por lo tanto ,
rl=1=K=C.

Demostracion del teorema fundamental de Galois
Lema 1

Sean K|y extension de Galois y G = Gal(K]y) .

1. K¢ =k

2. Si H es subgrupo de G y F = K! | entonces K|r es extension de Galois.
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Dem.

1.

G = {0 : K — K/o automorfismo tq o(x) = z Vx € k}

K¢ = {z € K/o(x) = z,Vo € G}

Por definicion de G , k C K& . Probemos la otra inclusion :

Sea a € Ky p(x) su polinomio minimo en k[z]. a € k k(a) =k <[k(a) : k] = gr(p(z)) =1

Como K| es separable , p(z) tiene raices simples , por lo tanto , hay que probar que p(z)
tiene una sola raiz a .

Por cada raiz b € K de p(z) , 3! extension de la inclusién k — K a 7, : k(a) — K .

K!k(a) es algebraica , por lo tanto , 7, se puede extender a ¢ : K — K . Obviamente o
también sera una extension de la inclusion k — K.

K]k es normal = o(K) = K . Tenemos entonces o : K — K automorfismo de K sobre k , i.e
ocecG.

a € K¢ = g(a) = a , pero dado que o extiende a 7, , o(a) = 7,(a) = b = b = a = la tnica
raiz de p(x) es a , y por ser de multipicidad 1 , concluios que p(x) tiene solo una raiz.

2.
k — F < K. Queremos demostrar que F|y es normal y separable ( de Galois ) .
La separabilidad de F|, se desprende de la separabilidad de K]y .

Para la normalidad de K| :

K
F
A

/ q

\

Si o : K — K es inmersion sobre F | lo es sobre k = ¢(K) = K , por lo tanto , K| es normal

(F|x podria no ser normal ).
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Corolario

Sean K| extension de Galois y G = Gal(K|y) . Definamos los siguientes conjuntos y funcio-
nes:

C ={F/ k C F C K cuerpo intermedio}
A = {H/Hsubgrupo de G}

F — Gal(Klp) H — K

vyomn:C— Ceside. Asi, n es inyectiva y 7 es sobreyectiva.

Dem.

Sea F € C , por 2. del lema anterior , K|r es de Galois. Sea H = Gal(K|r) ( H=n(F) ) .
Aplicando 1. del lema 1 a la extension K|p = K =F (y(n(F)) =F ).
Ejercicio:
Sea K| extension de Galois y G = Gal(K|x) . Sean Hj, Hy dos subgrupos de G y F; =
K Fy, = KM2 | Entonces:

1. ngHg(:)FlQFg

2. Sea H=H,NHy, y F = K" | entonces F = F,F, .

3. SiH:H1H2:<H1UH2>yF:KH,entoncesF:FlﬂFQ.

Lema 2

Sea K| una extension algebraica y separable tal que In > 1,n € N (Va € K)[k(a) : k] <n .
Entonces la extension K| es finita con [K: k] <n .

Dem.

Sea r = Max{7/7 = [k(a) : k] , para algiin a € K} .Sea a € K tal que [k(a) : k] =

Supongamos que k(a) # K . Sea b € K\ k(a) . Tomemos k(a,b) = k(a)
de k , separable = tiene elementos primitivos , i.e dc € k(a,b) C K tq
k(a) C k(a,b) ( inclusion estricta)= r = [k(a) : k] < [k(a,b) : k] =
tanto , K=k(a) = [K:kl=r<n.

(b) , extension finita
k(a,b) =k(c) . Pero
[k(c) : k] =« , por lo
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Teorema de Artin

Sea K un cuerpo . Sea G un grupo finito de autoorfismos de K . Sea K = k . Entonces K|y
es de Galois , con Gal(K|,) =G, [K: k| =|G|=n.

Dem.

Sea a € K . Sean o7 ...0, una cantidad maximal de elementos de G tal que oy(a)...o.(a)
son todos distintos de 0 . Notar que la identidad es uno de estos r elementos.

Sea p(x) = (¢ — o1(a)) -+ (¢ — 0,(a)) . pla) = 0

Para cada 0 € G | p?(x) = (z — 00y(a)) --- (x — 0o,.(a)) , por lo tanto , los elementos de G
dejan invariantes los coeficientes de p(z) , i.e estdn en k = K | por lo tanto , a es algebraico
sobre k = K]y es algebraica.

Ademas , p(z) tiene raices distintas en K | por lo tanto , ¢(x) , el polinomio minimo de a ,
que divide a p(x) , tiene raices simples = a es separable = K|y es separable.

Por ultimo , p(z) tiene r raices = el namero de raices de g(x) es < r = gr(g(x)) <r <n
= [k(a) : k] <n . Por el lema 2 : K| es una extension finita , con [K: k] <n .

Falta probar G = Gal(Kly), [K:k]=|G|=n
La inclusion G C Gal(K|y) es directa .
n = |G| < |Gal(K|y)| = [K:k]s = [K:k] <n, porlotanto , G = Gal(K|x) y [K: k] =n .

Corolario

C — A — C
id¢ F — Gal(K|p)
H — KH

Por el teorema de Artin , Gal(K|gn) = H ( la composicion que faltaba ).

Para terminar de probar el teorema fundamental de la teoria de Galois consideremos la
siguiente situacion:

K A isom. K

\j

A
k -~ k= A(K)
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K|x extension de Galois < K*|,» es de Galois

A

K A . K
A A

N\ N\ )\

A
cuerpo __, F - F=AXF)

intermedio A
N\ N\

A
K A - K

;Qué relacion hay entre Gal(F|y) y Gal(FA|) ?

A
k -~ k= A(K)

Gal(F|) & Gal(FMp)  Gal(K|p) = Gal(K )

o — Mogo)\t

Caso que nos interesara:
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K _ A . K
A A

F E . F

k - K

Ao Gal(K|p) o A = Gal(K|p)

Si K|k es de Galois y F cuerpo intermedio , con estas consideraciones se prueba la siguiente
propiedad:

Prop
Si K|x es de Galois , F cuerpo intermedio , G = Gal(K|y) , H = Gal(K|r) , entonces F|y es

de Galois & H< G , y en este caso , la restriccion o € G, o|p : F — F es un epimorfismo de
G en Gal(F|x) , con H su nticleo y F| es de Galois , G/H = Gal(F|y) .



