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PROBLEMA 1:

(i).- Veamos que (a) implica (b). Sea W; C W, C ... cadena infinita estrictamente creciente
de submodulos de V. Sea W = U,,>1 W,,. Es fécil ver que W es un R-mddulo de V. Sigue que
W es finitamente generado, digamos por wy,...,w, € W. Sea m; tal que w; € W,,, y m =
max {m; : i=1,...,n}. Sigue que W = (wy,...,wy)r C Wy, C W,,.1 C W, contradiccion.

Veamos ahora que (b) implica (a). Supongamos que W no es finitamente generado. Sea
wi € W. Como (w;)gr C W (de lo contrario W seria finitamente generado), sigue que existe
wy € W\ (wy)g. Como (wi,wr)g C W (de lo contrario W serfa finitamente generado),
sigue que existe w3 € W\ (w1, wp)g, y asi seguimos construyendo wy,ws, ... tales que si
definimos W; = (wy,...,w;)g vemos que Wy C W, C ... es una cadena infinita estrictamente
creciente de submoédulos de V, contradiccion.

(i1).- Sea I} = 1. Si I} es maximal, estamos listos. Si no, entonces existe un ideal I # R
tal que I} C . Si I, es maximal, estamos listos. Si no, entonces existe un ideal I3 # R
tal que I, C I3, y asi seguimos hasta encontrar un ideal maximal estrictamente contenido
en R y que contiene a I, o generar una cadena estrictamente creciente de ideales I} C
I, € ... de R. Recordando que un ideal en un anillo R es un submddulo de R, y que R es
noetheriano, descartamos la existencia de la cadena creciente de ideales y concluimos el
resultado deseado.

(iii).- Como Ker(¢) e Im(¢) son R-médulos finitamente generados, existen uy,...,u, €
Ker(@) y wi,...,wy € Im(@) tales que Ker(Q) = (u1,...,u,)r € Im(@) = (wi,...,wn)r.
Sea v; tal que @(v;) = w;, i = 1,...,m. Afirmamos que uy,...,u,,vy,...,v;, generan V. En

efecto, sea v € V. Sigue que existen by,...,b,, € R tales que @(v) = byw| + ...+ bypwp,.
SeaVv' =byvi +...4 byVvy. Como @ es homomorfismo, 9(v') =b1@(vi)+...+bu@(vy) =
biwi + ...+ byuwy = @(v). Por lo tanto, v —V' € Ker(9). Sigue que existen ay,...,a, € R
tales que v—V = ajuy + ...+ ayu,. Luego, v =ajuj + ... +anuy, +b1vi + ...+ byv,. Esto
concluye la demostracion de la afirmacion.

(iv).- Si m = 1, el resultado se obtiene trivialmente a partir de la definicion de anillo noet-
heriano y recordando que los submédulos de R son los ideales de R. Supongamos que




el resultado se tiene para m > 1. Veamos que se cumple para m + 1. Sea W submoddu-
lo de R™*!. Consideremos la proyeccién T : W — R tal que ®t(ay,...,dms1) = Gl
Recordar que Im(m) es un submédulo de W, puesto que m es un morfismo entre R-
moédulos. Luego, como R es noetheriano, Im(7) es finitamente generado. Por otro lado,
Ker(m) = W N (R™ x {0}) es un submédulo de (R™ x {0}) = R™, luego finitamente gene-
rado por hipétesis de induccion. Por (iii) se concluye lo deseado.

(v).- Sean vy,...,v, generadores de V. Sigue que ¢ : R — V tal que Q(ry,...,ry) =
rivi + ...+ rmvm es un epimorfismo de R-modulos. Sea S es un submodulo de V. Co-
mo la preimdgen de un submédulo via un morfismo es submédulo, se tiene que @~ (S) es
un submédulo de R™. Por (iv) sigue que L = ¢~ (S) es finitamente generado, digamos por
ly,..., 4. Es facil ver que S estd generado por @(¢1),...,0(¢;).

(vi).- SeaVv: R — R/I = R la proyeccién canénica. Sea J un ideal de Ry J =v~!(J). Como
la preimédgen de un submodulo via un morfismo es submddulo, se tiene que J es submodulo
de R. Como R es noetheriano, sigue que J es finitamente generado. Luego, v(J) = J también
es finitamente generado (por la imdgen por v de los generadores de J).

(vii).- Sea a0 € A;. Por definicidn, o es el coeficiente lider de un f € I. Para r € R se
tiene entonces que ro. es el coeficiente lider de rf € I. Luego, ro. € A;. Sean o, 3 € A;. Por
definicién, oy B son los coeficientes lideres de un f'y g en I, respectivamente. Supongamos
que fy g tienen grado m y n, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, asumimos que
m > n. Sigue que f+x""g estd en I y tiene coeficiente lider o+ B, es decir o+ 3 € A;.

(viii.1).- Como I y P, son R-submddulos de R[x] e interseccién de submédulos es submddu-
lo, sigue inmediatamente que S, C P, es R-submddulo del R-médulo P,.

La aplicacién de (v) para demostrar la existencia de Ay, ..., hg es trivial.

(viii.2).- Dado que f1,..., fx,h1,...,hs € I, sigue trivialmente que el ideal que generan, o
sea J, esta contenido en /.

(viii.3).- Si g es polinomio de grado menor que 7, entonces g € P,. Si ademds se tiene que
g €1, entonces g € INP, = S,. Luego, g es combinacion R-lineal de hy,..., ks, y por lo
tanto esta en J.

(viii.4).- Sea « el coeficiente lider de g. Por definicion, o € A;. Como A; es finitamente
generado por 0.1, ...,0 € R tales que o; es coeficiente lider de un f; € I, sigue que existen
ri,...,rx € R tales que a0 = ri0 + ...+ rray es el coeficiente lider de p(x) como en el
enunciado. Notar que p € J C I (porque f1,...,fx € J C I eIy J son ideales). Como el
grado de p y g coinciden, dado que sus coeficientes lider también coinciden, y puesto que
gy p estan en el ideal /, sigue que g1 = g — p estd en I y tiene grado menor que m. Por
induccion, g1 € J. Como p € J, sigueque g = g1 +p € J.



