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PROBLEMA 1:

(i).- Veamos que (a) implica (b). Sea W1 (W2 ( . . . cadena infinita estrictamente creciente
de submódulos de V . Sea W =∪n≥1Wn. Es fácil ver que W es un R-módulo de V . Sigue que
W es finitamente generado, digamos por w1, . . . ,wn ∈W . Sea mi tal que wi ∈Wmi y m =
máx{mi : i = 1, . . . ,n}. Sigue que W = 〈w1, . . . ,wn〉R ⊆Wm (Wm+1 ⊆W , contradicción.

Veamos ahora que (b) implica (a). Supongamos que W no es finitamente generado. Sea
w1 ∈W . Como 〈w1〉R (W (de lo contrario W serı́a finitamente generado), sigue que existe
w2 ∈ W \ 〈w1〉R. Como 〈w1,w2〉R ( W (de lo contrario W serı́a finitamente generado),
sigue que existe w3 ∈W \ 〈w1,w2〉R, y ası́ seguimos construyendo w1,w2, . . . tales que si
definimos Wi = 〈w1, . . . ,wi〉R vemos que W1 (W2 ( . . . es una cadena infinita estrictamente
creciente de submódulos de V , contradicción.

(ii).- Sea I1 = I. Si I1 es maximal, estamos listos. Si no, entonces existe un ideal I2 6= R
tal que I1 ( I2. Si I2 es maximal, estamos listos. Si no, entonces existe un ideal I3 6= R
tal que I2 ( I3, y ası́ seguimos hasta encontrar un ideal maximal estrictamente contenido
en R y que contiene a I, o generar una cadena estrictamente creciente de ideales I1 (
I2 ( . . . de R. Recordando que un ideal en un anillo R es un submódulo de R, y que R es
noetheriano, descartamos la existencia de la cadena creciente de ideales y concluimos el
resultado deseado.

(iii).- Como Ker(ϕ) e Im(ϕ) son R-módulos finitamente generados, existen u1, . . . ,un ∈
Ker(ϕ) y w1, . . . ,wm ∈ Im(ϕ) tales que Ker(ϕ) = 〈u1, . . . ,un〉R e Im(ϕ) = 〈w1, . . . ,wm〉R.
Sea vi tal que ϕ(vi) = wi, i = 1, . . . ,m. Afirmamos que u1, . . . ,un,v1, . . . ,vm generan V . En
efecto, sea v ∈ V . Sigue que existen b1, . . . ,bm ∈ R tales que ϕ(v) = b1w1 + . . .+ bmwm.
Sea v′ = b1v1+ . . .+bmvm. Como ϕ es homomorfismo, ϕ(v′) = b1ϕ(v1)+ . . .+bmϕ(vm) =
b1w1 + . . .+ bmwm = ϕ(v). Por lo tanto, v− v′ ∈ Ker(ϕ). Sigue que existen a1, . . . ,an ∈ R
tales que v−v′ = a1u1 + . . .+anun. Luego, v = a1u1 + . . .+anun +b1v1 + . . .+bmvn. Esto
concluye la demostración de la afirmación.

(iv).- Si m = 1, el resultado se obtiene trivialmente a partir de la definición de anillo noet-
heriano y recordando que los submódulos de R son los ideales de R. Supongamos que
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el resultado se tiene para m > 1. Veamos que se cumple para m+ 1. Sea W submódu-
lo de Rm+1. Consideremos la proyección π : W → R tal que π(a1, . . . ,am+1) = am+1.
Recordar que Im(π) es un submódulo de W , puesto que π es un morfismo entre R-
módulos. Luego, como R es noetheriano, Im(π) es finitamente generado. Por otro lado,
Ker(π) = W ∩ (Rm×{0}) es un submódulo de (Rm×{0}) ∼= Rm, luego finitamente gene-
rado por hipótesis de inducción. Por (iii) se concluye lo deseado.

(v).- Sean v1, . . . ,vm generadores de V . Sigue que ϕ : Rm → V tal que ϕ(r1, . . . ,rm) =
r1v1 + . . .+ rmvm es un epimorfismo de R-módulos. Sea S es un submódulo de V . Co-
mo la preimágen de un submódulo vı́a un morfismo es submódulo, se tiene que ϕ−1(S) es
un submódulo de Rm. Por (iv) sigue que L = ϕ−1(S) es finitamente generado, digamos por
`1, . . . , `m. Es fácil ver que S está generado por ϕ(`1), . . . ,ϕ(`m).

(vi).- Sea ν : R→ R/I = R la proyección canónica. Sea J un ideal de R y J = ν−1(J). Como
la preimágen de un submódulo vı́a un morfismo es submódulo, se tiene que J es submódulo
de R. Como R es noetheriano, sigue que J es finitamente generado. Luego, ν(J)= J también
es finitamente generado (por la imágen por ν de los generadores de J).

(vii).- Sea α ∈ AI . Por definición, α es el coeficiente lı́der de un f ∈ I. Para r ∈ R se
tiene entonces que rα es el coeficiente lı́der de r f ∈ I. Luego, rα ∈ AI . Sean α,β ∈ AI . Por
definición, α y β son los coeficientes lı́deres de un f y g en I, respectivamente. Supongamos
que f y g tienen grado m y n, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, asumimos que
m≥ n. Sigue que f + xm−ng está en I y tiene coeficiente lı́der α+β, es decir α+β ∈ AI .

(viii.1).- Como I y Pn son R-submódulos de R[x] e intersección de submódulos es submódu-
lo, sigue inmediatamente que Sn ⊆ Pn es R-submódulo del R-módulo Pn.

La aplicación de (v) para demostrar la existencia de h1, . . . ,hs es trivial.

(viii.2).- Dado que f1, . . . , fk,h1, . . . ,hs ∈ I, sigue trivialmente que el ideal que generan, o
sea J, esta contenido en I.

(viii.3).- Si g es polinomio de grado menor que n, entonces g ∈ Pn. Si además se tiene que
g ∈ I, entonces g ∈ I ∩Pn = Sn. Luego, g es combinación R-lineal de h1, . . . ,hs, y por lo
tanto está en J.

(viii.4).- Sea α el coeficiente lı́der de g. Por definición, α ∈ AI . Como AI es finitamente
generado por α1, . . . ,αk ∈ R tales que αi es coeficiente lı́der de un fi ∈ I, sigue que existen
r1, . . . ,rk ∈ R tales que α = r1α1 + . . .+ rkαk es el coeficiente lı́der de p(x) como en el
enunciado. Notar que p ∈ J ⊆ I (porque f1, . . . , fk ∈ J ⊆ I e I y J son ideales). Como el
grado de p y g coinciden, dado que sus coeficientes lı́der también coinciden, y puesto que
g y p están en el ideal I, sigue que g1 = g− p está en I y tiene grado menor que m. Por
inducción, g1 ∈ J. Como p ∈ J, sigue que g = g1 + p ∈ J.
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