Ma3101 Elementos de Algebra 20 de Septiembre, 2011

Examen
Prof. Cdtedra: M. Kiw: Prof. Auxiliar: O. Rivera, D. Salas

TIEMPO 4.5 HRS.

PROBLEMA 1: (40%)

Si R es un anillo y existe N\ {0} tal que nr = 0 para todo r € R, entonces al menor
tal n se le llama caracteristica de R, y se dice que R tiene caracteristica positiva. Si
no existe tal n se dice que R tiene caracteristica 0.

Un cuerpo que no contiene subcuerpos propios se denomina cuerpo primo. Sea [F
cuerpo. Observe (no lo pruebe) que la interseccién de todos los subcuerpos de F es un
cuerpo primo. De hecho, es el tinico tal cuerpo y se denomina subcuerpo primo de F.

(i).- (1.5 pts) Pruebe que todo anillo con unidad de caracteristica positiva y sin
divisores de 0 debe tener caracteristica prima.

(ii).- (1.5 pts) Pruebe que si F es de caracteristica positiva p, entonces el subcuerpo
primo de [ es isomorfo a Z/(p).

(iii).- (1.5 pts) Sea F finito. Pruebe que F tiene caracteristica positiva. Concluya que
para algun entero positivo m se tiene que |F| = p™ donde p es la caracteristica de F.

(iv).- (1.5 pts) Pruebe que si F tiene caracteristica positiva p, entonces para todo
a,b € F se tiene que (a + b)? = a? + bP.

PROBLEMA 2: (60 %)

Sea [F, un cuerpo de tamano ¢ = p™ donde p es primo. Sea F, el subcuerpo primo
de F,. Para una indeterminada x definimos Tr,,(z) = & + 2? + 2?° + ... 4 2"

(i).- Sean 8,y € F, y a € F,. Pruebe que:

(i.1).- (0.3 pts) Trp (B + v) = Trpn(B) + Trp (7).
(i.2).- (0.3 pts) Trp,(af) = aTr,(B).

Indicacién: Recuerde que todo elemento de un grupo multiplicativo finito
elevado al orden del grupo es igual a la identidad.




(.3)- (03 pts) (Tr(8))? = Trn(B7) = Trn(8).

(ii).- (0.9 pts) Observe que todo elemento de F, es una rafz de 2 — x y demuestre
que Tr,,(5) € F, cualquiera sea § € F,. Concluya que Tr,, : F, — F, es F,-lineal y
pruebe que no es idénticamente nula.

(iii).- (0.9 pts) Pruebe que para todo a € F, el cardinal de {8 € F, : Tr,,(8) = a} es
pm—l‘
(iv).- (0.9 pts) Sea a € F,,. Pruebe que

Tr(z) —a = H (x—0),

BEF¢:Trm (B)=a

¥y que

! —x = H(Trm(as) —a).

a€lFy,

(v).- (0.9 pts) Considere el polinomio p(z) = 2% + z + 1 € Fy[z]. Verifique que
p(z) es irreducible. Sea « raiz de p(x) y considere la representacién de Fg dada por
Fy(a) = (1, a, &?)p,. Construya la tabla de multiplicacién de la referida representacién
de Fg, verifique que 3 = a? genera el grupo multiplicativo Fg\ {0}, y construya la tabla
de adicién de los 3% (es decir, para 1 < i,j < 7, determine k tal que 8¢ + 379 = g*).

(vi).- (0.9 pts) Sean € N, n > 1. Sea p primo, m el orden (multiplicativo) de p médulo
n,q=p™",yfdeordennenF,. Seac(&) = (Tr, (&), Trm(£8%), ..., Tr(EA™1)). Pruebe
que C = {c(§) : & € Fy} es un cédigo ciclico, i.e. un Fy-subespacio vectorial de F}; tal
que si (co,...,c,-1) € C, entonces (cy,Ca,...,Cq1,¢0) € C.

(vii).- (0.6 pts) Paran =7, p =2, m =3, f como en (v), y C como en (vi), determine
todos los elementos de C.



