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PrROBLEMA 1: El objetivo de este problema es probar parte del siguiente resultado.

Teorema 1 Salvo isomorfismos los grupos de orden 12 son: (1) Zs X Ly, (2) Za X
Lo x L, (3) El grupo alternante Ay, (4) El grupo dihedral Dg, y (5) EL grupo generado
por x ey con las relaciones x* =1, > =1, ay = y>x.

Sea GG de orden 12. Sean H y K de Sylow, 2- y 3-subgrupos de G respectivamente.

(i).- (1.0 pts) Pruebe que H = Zy X Zy 0 H = Zy, y que K = Zs.

(ii).- (2.5 pts) Suponga que K 4 G (luego, K posee 4 conjugados K1, ..., Ky). Pruebe
que se debe tener la situacién que se ilustra en la figura de mas abajo, y en particular
que H < G. Concluya que H<G o K <G.

(iii).- (1.0 pts) Si H, K <G, ja cudles de los 5 grupos listados mas arriba puede G ser
isomorfo?

(iv).- (1.5 pts) Si K<« Gy H = Zy, pruebe que G es isomorfo al grupo generado por
x e y con las relaciones 2! = 1, 3 = 1, 2y = y°z.

Nota: Los otros dos clases de grupos de orden 12 corresponden a: (1) H<K y K 4 G,
y(2)K<]G,H§é]G,H§ZQXZQ.
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PROBLEMA 2: Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo F de dimensiéon n € N y
T :V — V una transformacién lineal. En particular, recordar que V es un F[t]
modulo con la ley de composicién externa p(t) - v = (p(T))(v).

(i).- (1.2 pts) Pruebe que V es isomorfo a F[t]/(p')&. .. &F[t]/(ptr) como F[t] mddulo
para pi, ..., p, polinomios irreducibles en F[t] y e1,...,e, € N\ {0}.

(ii).- (1.2 pts) Concluya a partir de (i) que existen Wy, ..., W, submddulos ciclicos
de V talesque V=W, @ ...0 W,.

(iii).- (1.2 pts) Sea [3; base de W;, i =1,...,r. Pruebe que 8 = J,_, §; es base de V'
y que [T] 3 es una matriz diagonal por bloques de tamano |3;| x |G|, i =1,...,r.

(iv).- (1.2 pts) Se define I = ((t—a)™). Pruebe que 3 = {[(t—a)"];:i=0,...,m — 1}
es base de F[t]/((t—a)™). Para

Lo F/((t=a)™) — Flt]/((t—a)™)
[al1 gl

Pruebe que [L]g s es un bloque de Jordan, i.e., es de la forma

«
1 «

(v).- (1.2 pts) Pruebe que en el caso en que F = C existe una base con respecto a la
cual la matriz representante de 7' es una matriz diagonal de bloques de Jordan.

Indicacién: Use los resultados conocidos de irreducibilidad de polinomios en C[z].



