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En esta guia se presentan los resultados necesarios para poder construir
la forma de Jordan sin entrar en detalles tedricos. Se asume que el lector
esta familiarizado con los procedimientos para calcular valores y vectores
propios. Los interesados en profundizar los resultados tedéricos pueden con-
sultar el libro The Theory of Matrices de Peter Lancaster.

1. Introduccion

Para muchas ramas de la matematica, como en las ecuaciones diferencia-
les, o en procesos estocdsticos, resulta de gran utilidad para los desarrollos
tedricos y aplicaciones el poder descomponer matrices en la forma:

A=PDpP con D matriz diagonal

Cuando una matriz puede escribirse de esta forma, se dice que es diago-
nalizable. Lamentablemente, no todas las matrices son diagonalizables. Es
por eso que en algebra lineal se destaque el siguiente teorema

Teorema 1 Toda matriz simétrica es diagonalizable

El objetivo de esta guia es introducir la nocién de Forma canénica de Jor-
dan, una descomposiciéon que generaliza a la diagonalizacién y que también
tiene la particularidad de facilitar los calculos. Lo importante de esta ultima
descomposicion es que toda matriz puede ser llevada a su forma candnica,
esto es, toda matriz A puede se escrita de la forma:

M =PJpP con J matriz de Jordan



2. Conceptos previos

= Para una matriz A, su polinomio caracteristico, en el plano complejo,
viene determinado por

det(A— X)) = —(A = A1) (A=) .. (A= X\g)™™
donde A1, Ao, ..., A\; son raices diferentes. A m; se le llama multiplici-
dad algebraica de \;

= Se llama subespacio propio de A;, al espacio S; formado por los vectores
v tales que
(A=XIv=0

A r;, la dimensién del espacio propio de );, se le dice multiplicidad
geométrica de \;

Teorema 2 Para cada valor propio X\;, se cumple:
1<r <m
Teorema 3 A es diagonalizable si y sélo si
r; = MMy

Corolario 1 Si m; = 1 para todo valor propio \; (esto es, si hay exacta-
mente n raices diferentes del polinomio caracteristico), entonces A es dia-
gonalizable.

Estudiaremos el caso cuando la matriz resulta no diagonalizable, que por
teorema (3) se tiene para r; < m;, esto es, cuando se obtienen menos vecto-
res propios que la multiplicidad de A;. En este caso, si deseamos calcular la
forma de jordan, necesitamos obtener de alguna manera m; — r; vectores. A
estos vectores que necesitamos, se denominan vectores propios generalizados.

Dado un vector propio v, el vector propio generalizado v; se obtiene
resolviendo el sistema

(A= X)vy =

Si para completar el espacio necesitamos otro vector generalizado vs, es
posible obtenerlo resolviendo el sistema,

(A — )\i)’Ug =1

y asi sucesivamente.



Los vectores v1,vs,...,vs asi obtenidos forman una cadena, que llama-
remos la cadena de Jordan de largo s asociada al vector propio v

Usaré en lo siguiente la notacién v < v; < v9 < ... < v para denotar
a la cadena de Jordan obtenida a partir de v

Supongamos que tenemos una matriz A tiene un valor propio A de mul-
tiplicidad algebraica 5 y multiplicidad geométrica 3 (esto es, tenemos 3 vec-
tores propios u,v y w asociados a A). Luego, tenemos que obtener los 2
vectores restantes (vectores propios generalizados). Dichos vectores pueden
ser obtenidos con sélo uno de estos esquemas:

u — U U — Ul u
v — U1 v vo—= U
w w — w w — W
U “— Uy “— U2 U
v v —> U1 “— V2 v
w w w — W “— W2

Esta situacién nos causa un problema. Al comenzar a calcular los vectores
generalizados, no sabemos cuantas cadenas calcular, ni el tamano de cada
una de ellas (imagina todas las combinaciones resultantes si sélo tuviéramos
2 vectores propios, o que la multiplicidad algebraica de A fuera mayor). El
siguiente teorema nos permite resolver este problema

Teorema 4 FEl nimero ks de cadenas de Jordan de largo s es

ks = 2ls - ls—l - ls—i—l

» | =dimker(A — A\I)®, para s >0
Ademds, silsy1 = s, entonces l, = ls, para todo p > s

Con estos conceptos, procedemos a estudiar la forma que tendra la matriz
de Jordan, la cual va a depender del niimero de cadenas que se necesiten
formar para completar los vectores necesarios



Forma candnica de Jordan

Bloque de Jordan (de tamano K x K y valor propio \)
Son las matrices de la forma

A1 0 0 O
Oox 1 0 0
A= 0
o0 ... .1
00 ... 0 X

Esto es, matrices tridiagonales, con diagonal principal de valor A, dia-
gonal superior de valor 1, y diagonal inferior de ceros

. Suprabloque de Jordan (de tamano m x m y valor propio \)

Son las matrices cuya diagonal son Bloques de Jordan de igual valor
propio

Ejemplo:

S O
o -
~N = O

[7]

Una matriz esté escrita en forma canénica de Jordan si es diagonal
por bloques, formada por suprabloques de Jordan.

Ejemplo: La siguiente matriz, escrita en la forma canénica de Jordan,
esta formada por

un suprabloque de tamano 2 y valor propio 8, formado a su vez por
dos bloques de tamano 1

un suprabloque de tamano 3 y valor propio 3, formado un bloque de
tamano 1 y otro de tamafio 2; y

un suprabloque de tamano 1 y valor propio 4.



Observacién: Las matrices diagonales son un caso particular de la for-
ma canénica de Jordan.

4. Construccion de la Forma canonica de Jordan

Cuando tenemos una matriz que es diagonalizable, en su descomposicién
A = PDP~! colocamos sus valores propios en la diagonal de la matriz
D, y en la matriz P se van colocando como columnas los vectores propios
correspondientes a cada valor propio.

Para una matriz que no es necesariamente diagonalizable, podemos en-
contrar su descomposicién en la forma candnica de una manera similar. La
construccion de dicha matriz es la siguiente:

1. En la matriz J, se colocan los n valores propios en la diagonal. Asi, si
el polinomio caracteristico de la matriz es

S = AT = X)L (A= A

entonces se deben colocar my veces el valor A1, mo veces el valor g, y
asi sucesivamente. Los m; valores propios A;, forman un suprabloque
de Jordan.

2. Si para cada valor )\;, existen [ cadenas, entonces el suprabloque de
Jordan de valor \; estard compuesto por [ bloques, y las dimensiones de
cada bloque correspondera al largo de cada cadena que le corresponde.

3. Finalmente, en la matriz P, se van colocando los vectores propios, y si
hay cadenas, se colocan los elementos de la cadena de la manera como
fueron obtenidas.

Bueno, esta cuestién parece chino, pero veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Consideremos la siguiente matriz:

700000
07 000O0
A— 0 00O0O0O©O
000010
0 00O0O0O© O
00 0O0O01

A primera vista no parece una matriz de Jordan, pero si entendimos el
procedimiento se puede ver que si.



Primero, los valores propios iguales (que se encuentran en la diagonal)
forman los suprabloques. Asf:

N

o O O
o O O
O = O

[1]

Ahora, debemos identificar los bloques que que forman los suprabloques.

= En el suprabloque de valor propio 7, como no hay 1’s, se tiene que
dicho suprabloque esta formado por 2 bloques de Jordan de tamano
1.

= En el suprabloque de valor propio 0, vemos que hay un 1, luego, dicho
suprabloque esta formado por 2 bloques, uno de tamano 1, y el otro
de tamano 2.

= Kl ultimo suprabloque, el de valor 3, esta formado por un bloque de
tamano 1.

Asi

[04]

De este modo, sabemos ademés la forma de como se obtuvieron los vec-
tores propios:

1]

= Para el valor propio 7, que tiene multiplicidad 2, se pudieron obtener
2 vectores propios

= Para el valor propio 0, de multiplicidad 3, sélo se tienen 2 valores
propios, el tercero faltante es un vector propio generalizado, por lo
cual aparece el bloque de Jordan de tamano 2

= El valor propio 1, tiene su vector propio correspondiente.



Ejemplo 2 Sea A matriz 4 x 4 con un vector propio A de multiplicidad 4.
Describa las posibles formas de Jordan dependiendo de las multiplicidades
geométricas.

Solucién:
4
4 Mult. geométrica=4 =Mult. algebraica
4 luego, la matriz es diagonalizable
4
4 mult. geométrica=2
4 1 u
4 1 { vV = V1 — U9
4
[ 41 ] mult. geométrica=2
4 u “— ul
4 1 v o= U
4
41 Mult. geométrica =1
4 1
4

1 { U = U = U > U3
4

Para cada uno de los 4 casos, en la matriz P de la descomposicién A =
PJP~1, los vectores obtenidos deben ser colocado en las columnas de P en

el orden que indica el esquema, asi para cada caso ,las matrices P respectivas
son

[’U,,U,’U),ZE], [U, U17/U27/U3]7 [U,Ul,v,’l)l], [u,ul,u2,u;>,]

Teorema 5 (Cayley-Hamilton) Sea p(z) el polinomio caracteristico de
la matriz A, entonces

p(4)=0

Este particular y 1util teorema, que para esta guia no sirve de nada, sélo
lo coloco porque es interesante como resultado teérico. Cabe destacar que se
puede demostrar usando la descomposicién en la forma canénica de Jordan
de matrices.



Problema 1 Llevar a su forma de Jordan la siguiente matriz

-25 0 05
05 -2 —-0,5
-05 0 -1,5
Solucién El polinomio caracteristico es (A + 2)3 (verificar). Por lo tanto,
A = —2 es el tnico valor propio, de multiplicidad 3. Calculemos sus vectores
propios.
-0,5 0 05 V1 0
(A-2lwv=T< | 05 0 —05||wv |[=]0
-05 0 05 v3 0

Este sistema nos dice que v; = v3, y que v es cualquiera. Por lo tanto en
este caso podemos elegir los 2 vectores propios: v = [1,0,1] y v = [0, 1,0].
Ahora debemos determinar el autovector generalizado restante. Este au-
tovector no necesariamente es proyeccion de alguno de éstos dos vectores u
6 v , sino que en general serd de alguna combinacién lineal de los mismos :

-05 0 0,5 w1 «
(A-2)w=au+pv< | 05 0 —05 wy | = | B
-0,5 0 0,5 w3 «

Y este conjunto de ecuaciones tendran una solucién posible, siempre que
a = —f. Por lo tanto el autovector sobre el cual el autovector generalizado
se proyecta es [1, —1,1]: El autovector generalizado w debera cumplir que:

-0,5 0 0,5 w1 1
(A-2w=au+pv<s| 056 0 —05 wy | = | —1
05 0 05 w3 1

Luego —5+ + 5 = 1, con wy libre.

Asi los vectores solucion a este sistema son los de la forma

w1 0
0 + 11
24wy 0

Como el vector [0, 1, 0] ya lo tenfamos considerado, eligiendo wy = 1,
obtenemos el vector [1,0, 3]
De este modo, la forma normal de Jordan de la matriz A es

-1

1 1 1 -2 0 0 1 1 1
A=]10 -1 0 0 -2 1 0 -1 0
1 1 3 0 0 =2 1 1 3



Observacion: Los vectores propios que uno elige son una base posible del
espacio propio. Cualquier combinacién lineal de estos vectores también re-
sultan ser una base del espacio. Es decir, si v; y vo son los vectores propios
asociados a A, entonces < vy, v2 > forman una base del espacio propio, como
también < v; — vg,v] + v2 > , pues v1 + vy ¥ v] — Vo son vectores propios
(en general cualquier combinacién lineal aw; + Svg es vector propio, lo cual
es muy fécil de verificar).
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