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Introducción

Considere un aro que contiene una partı́cula. El aro comienza a
moverse en t = T0. Dependiendo del movimiento del anillo, la
partı́cula permanecerá quieta (en caso que no golpeé el anillo) o será
arrastrada o barrida hacia su interior. En este último caso la velocidad
de la partı́cula tiene que apuntar hacia el interior del aro debido a que
no puede escapar.
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Introducción

Matemáticamente,{
−x′(t) ∈ N (C(t); (x(t)) c.t.p. in [T0,T]

x(T0) = x0 ∈ C(T0),
(1.1)

donde x(t) es la posición de la partı́cula en el tiempo t, mientras que
C(t) es el conjunto (comprendiendo) el aro en el tiempo t.
La expresión N (C(t); (x(t)) denota el cono normal exterior al
conjunto C(t) en la posición x(t).
En general, al conjunto C(t) se le permite cambiar de forma mientras
se mueve.
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Herramientas de análisis convexo

Sea H un espacio de Hilbert separable y C ⊂ X un conjunto convexo.
1 Para x ∈ C se define el cono normal

N (C; x) = {z ∈ H : 〈z, y− x〉 ≤ 0 para todo y ∈ C} .

2 Se define la función distancia al conjunto C como
dC(x) = infy∈C ‖x− y‖ = ‖x− proyC(x)‖, donde proyC(x) es la
proyección de x sobre C.
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Herramientas de análisis convexo

Para cada x ∈ H se tiene

x− proyC(x) ∈ NC (proyC(x)) x ∈ H.

(I + NC(·))−1 (x) = proyC(x) x ∈ H.
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Distancia de Hausdorff

Para C,D ⊂ H cerrados, se define la distancia de Hausdorff entre C y
D como:

H(C,D) = max{sup
x∈C

dD(x), sup
x∈D

dC(x)}.

Además, se puede mostrar que

H(C,D) = sup
x∈H
|dC(x)− dD(x)|

= inf {η ≥ 0 : C ⊂ D + ηB, D ⊂ C + ηB} .
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Multiaplicación Lipschitz

Sea C : [T0,T] ⇒ H una multiaplicación. Diremos que C es
κ-Lipschitz si

H(C(t),C(s)) ≤ κ|t − s| para todo t, s ∈ [T0,T].

Además, C es κ-Lipschitz si

C(t) ⊆ C(s) + κ|t − s|B para todo t, s ∈ [T0,T].
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Un teorema de existencia

Theorem (Moreau 1971)

Supongamos que C : [T0,T] ⇒ H es una multiaplicación κ-Lipschitz
con valores convexos y cerrados. Entonces existe una y sólo una
solución de {

−ẋ(t) ∈ N (C(t); x(t)) c.t.p. t ∈ [T0,T].

x(T0) = x0 ∈ C(T0).
(SP)
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Demostración: Unicidad
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Demostración: Existencia

Sea πn = {tn
0, . . . , t

n
n} una partición de [T0,T] y para 0 ≤ i ≤ n− 1

definamos In
i :=]tn

i , t
n
i+1].

Idea: sobre cada In
i usar la discretización implı́cita:

xn
i+1 − xn

i

tn
i+1 − tn

i
≈ ẋ(t) ∈ −N (C(t); x(t)) ≈ −N

(
C(tn

i+1); xn
i+1
)
.

Esto es equivalente a

xn
i ∈

(
I + NC(tni+1)

(·)
) (

xn
i+1
)

Por lo tanto,

xn
i+1 = proyC(tni+1)

(xn
i ) “Catching-up algorithm”,

xn
0 = x0 ∈ C(T0).
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Demostración: Existencia

Ası́, para cada n ∈ N se define la función xn como:
para t = T0 xn(T0) = x0, para t ∈ In

i (0 ≤ i ≤ n− 1)

xn(t) = xn
i +

(
xn

i+1 − xn
i

)
tn
i+1 − tn

i
(t − tn

i ).
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Demostración: Existencia

Se tiene que

dC(tni+1)
(xn

i ) ≤ κ|tn
i+1 − tn

i | para 0 ≤ i ≤ n− 1.

xn(·) es κ-Lipschitz continua sobre [T0,T].

‖ẋn(t)‖ ≤ κ c.t.p t ∈ [T0,T].
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Demostración: Existencia

Sea θn : [T0,T]→ [T0,T] la función definida por

θn(t) =

{
T0 si t = T0,

tn
i+1 si t ∈ In

i para 0 ≤ i ≤ n− 1.

Luego,{
ẋn(t) ∈ −N (C(θn(t)); xn(θn(t))) c.t.p t ∈ [T0,T],

xn(T0) = x0.
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Demostración: Existencia

(xn)n es de Cauchy en C ([T0,T]; H) y, por lo tanto, converge a
cierto x ∈ C ([T0,T]; H).
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Demostración: Existencia

Falta demostrar que:

x(t) ∈ C(t) para todo t ∈ [T0,T].

x es solución de (SP).
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Demostración: Existencia

Theorem (Dunford-Pettis)

Si (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida finita, H es Hilbert y
K ⊂ K1 (Ω; X) es acotado. Entonces K es relativamente débilmente
compacto en L1 (Ω; X) si y sólo si K es relativamente integrable.
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Demostración: Existencia

K := {ẋn(·) : n ∈ N} es relativamente débilmente compacto en
L1 ([T0,T]; H).
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Demostración: Existencia

Theorem

Sea (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida finita y H es un espacio de
Hilbert. Si (un)n∈N es acotada en L∞ (Ω; H) y u ∈ L1 (Ω; H), un

converge débilmente a u en L1 (Ω; H) y µ-c.t.p. para todo w ∈ Ω, la
sucesión (un(w))n∈N es relativamente débilmente compacto. Entonces

u(w) ∈ conv w- lim sup {un(w)} para µ− c.t.p.w ∈ Ω.

Usando, el Teorema (3) se puede concluir que x(·) es solución de
(SP).
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Algunas extensiones

Sweeping process con variación acotada.

Sweeping process perturbados.

Sweeping process de segundo orden.

El caso no convexo.
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