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Automatas celulares

Definiciones basicas

Definicion 1 Definimos un autémata celular de la forma A = (N, {Va}nen, {@n}tnen, {fn}nen) en que:
1. N es un conjunto de nodos
2. Los V,, son subconjuntos finitos de N, llamados vecinos de n
3. Los @, son conjuntos finitos, llamados estados

4. Los f, son funciones, f, : H Qm — Qn, llamadas funciones locales.
meV,

Es claro que se puede extender cada f,, naturalmente, de tal forma que su dominio sea [] @. (en que importe
nenN

tnicamente lo que ocurre en J] @..). Notaremos las funciones extendidas como f,,
meVp

Definicion 2 Una funcion F : [[,cn @n = [ ey @n s inducida por un autdmata celular ssi

Fi(z) = fi(z) Vie N

Definicion 3 Entenderemos por configuracion de estados a una coleccion {in}nen en que cada in € Qn
Notemos que una funcién F' inducida por un autémata celular actiia sobre una configuracién de estados de
forma que, para cada nodo, cambia su estado de acuerdo a la configuracién de sus vecinos.

En general, nos interesard el caso en que N es un grupo (digamos, con +). Recordemos que en un grupo,

dado un conjunto V', podemos definir V +n:={a+n, a € V}



Definicion 4 Un autémata celular se dice homogéneo ssi:
1. Existe un'V, tal que V,, =V +n Yn e N
2. Existe un conjunto @, tal que Q, = QVn € N

3. Existe f: QI = Q, tal que fn, = f Yne N
En general, nos referiremos al par (N, F') como el autémata celular (en que F es la funcién inducida por él)
Definiciones basicas para N =7

En general nos interesara el caso homogéneo, por lo que, podemos hablar de el conjunto V:

Observacion 1 En este caso, como V es un conjunto finito, podemos obtener

a= max v —m = min {v
uevu{o}{ by vevu{o}{ }
Luego, podemos redefinir el conjunto de vecinos como V,, = [m + n,a + n]. Llamaremos a los valores a y m,

anticipacion y memoria (respectivamente)

Definicion 5 Definimos r := max{|al,|m|} como el Radio de la regla local

En lo sucesivo, consideraremos los siguientes diagramas que nos permitiran comprender mejor las situaciones

y demostraciones:

Nodos

5 4-3-2-10 12 345 67 8 910..

R R

Flx
(Flx)) Configuracion

Inicial
x)
(FIF())

Esto es, en la primera fila se anota el estado inicial de cada nodo, y en las filas sucesivas se anotan los estados

obtenidos al iterar F' sobre la configuraciéon de estados

En adelante, asumiremos que el conjunto de estados es Q.



Nos interesa darle una estructura al conjunto de configuraciones de estado, luego, es necesario comenzar

déndole una estructura a Q). Como tal conjunto es finito, lo dotamos de la topologia de las partes.

Notemos que como () es finito, es compacto

Recordemos un resultado imporante de analisis:

Teorema 1 (Tychonoff) Si A; son conjuntos compactos, con i € I, entonces HAi es compacto
iel

Notemos que el conjunto de las configuraciones de estados coincide con Q%. Dotando a este conjunto de la

topologia de los cilindros (que es la topologia natural), podemos utilizar el teorema anterior para concluir:
Observacion 2 Q% es compacto, utilizando la topologia de los cilindros

Notacién 1 Recordemos que para un elemento x en Q%, podemos refererirnos al valor en su coordenada i como
xi, y que podemos hablar del cilindro [ai,...,as|k que es el conjunto de los x que entre las coordenadas k y

k4 s, su valor es ay,...,as

Dado que es muy dificil trabajar en un espacio topolégico, nos interesa dotar al conjunto de una métrica:
Definicion 6 Se define la métrica d para Q%, d : Q“ x Q% = R como d(x,y) = 2~™®Y) con

Proposicion 1 Sea 0 < € < 1, entonces si consideramos N = [—loga(€)] — 1, se tendrd que, dado x € Q%,

entonces:

YyEB(r) = ye€lr_N, 2 Nt1,.. -, TN_1,ZN]-N
Esto nos indica que z se parece a y ssi son iguales en una gran cantidad de coordenadas centrales
Proposicion 2 La topologia heredada de esta métrica es la de los cilindros

La demostracién es sencilla, pero no la incluiremos.

Terminamos esta seccién definiendo una funcién con la que trabajaremos bastante:

Definicion 7 Se define la funcion shift, o : Q% — Q%, de tal forma que o(x); = z;11

En general, se pueden definir los shift en otros conjuntos, como las traslaciones en una unidad en alguna

direccién (por ejemplo, se pueden definir en N o en Z"). Adjuntamos el diagrama de la funcién o
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Primeros resultados para N = Z

Teorema 2 (Q%, F) es un autémata celular homogéneo ssi F' es continua para la topologia de los cilindros y

se cumple que Foo =00 F
Demostracién:

Supongamos que F' es un autémata celular homogéneo, veamos que:

1. Sea ¢ > 0. Podemos asumir € < 1. (e > 1 es trivial, pues la distancia mixima en Q% es 1).

Sea 7 = [—loga(€)]. Es claro que se cumple 277 < e. Tomemos § = 277" ""1 (en que r es el radio de

la regla local de F), luego, si d(x,y) <6 (con x e y en Q%), se camplird que 7 +r + 1 < n(z,y), es decir:
VieZ, —n—r<i<n+r=x=uy

(En esta primera parte hemos traducido la nocién de que estar cerca segin la métrica d significa ser

iguales entre las coordenadas —m y m para algin m)

-1 —i 0 i

T i .
S O

Sea ahora k con |k| <7 (notemos que caemos dentro del conjunto de los i anteriores). Para todo j € Z

conk—r<j<k+r setendrd que - —r <k —r<j<k+r<H+r, luego, z; = y;.
De esta forma, si j es vecino de k, entonces z; = zy, de donde Fy(z) = Fi(y).

k—r k+r
“i-r i o0 & V0 g

e e
e —

Notemos que esto se cumple Vk, |k| <17, y entonces /) < n(F(x), F(y))



De esto tltimo se deduce que d(F(z), F(x)) <277 < ey se concluye la continuidad

2. | F es shift-invariante: ‘ Notemos que, por definicién:

F(o(z); = [f((0(2)g-m),0(@)-m+1):---0(Z)(j+a—1), () (j+a)))
= f((x(j+1—m)» T(j41—m+1)s - L(j+14+a—1)> x(j+1+a)))
= F(x)(jJrl)

Esto, ya que la regla local de F' es f en cada coordenada por ser F' homogéneo
Supongamos ahora que F' es continuo y shift-invariante:
Sea ¢ € @, tomemos el cilindro cuya coordenada en 0 es ¢: [g]o. Encontremos F~([g]o):

Como [g]y es abierto y cerrado, y F es continua, se tiene que F~*([g]o) es abierto y cerrado. Tomemos para
cada punto z en F~*([g]o) una bola B, tal que x € By tal que B C F~!([g]o) (tal bola existe, pues el conjunto

es abierto).

Como F~1([g]o) es un cerrado en un espacio compacto, se tiene que F~*([g]o) es un compacto. El recubrim-
iento anterior es un recubrimiento de abiertos de F~*([q]o), luego, podemos tomar un subrecubrimiento finito
(indexémoslo con el conjunto I). Ya que cada bola B; es subconjunto de F~!([q]o), se tendra:

UBicF'(lgo) € | B
icl iel

Luego, necesariamente U B; = F'([q]o)

icl

Por otro lado, cada bola es un cilindro, luego, F~!([g]o) es unién finita de cilindros.

Tomemos para cada ¢ el conjunto finito de cilindros tomado como antes, I';. Tomamos ahora, el conjunto

I:= U I'; que es la coleccién de todos los cilindros encontrados para algin gq.
qeq

Para cada cilindro C' en I', tomamos su mayor y menor coordenada fija, ac y —m¢ respectivamente. Por

ultimo, tomamos a = rggg{ac} y —m = gleirlg{—mc}.

Tomamos entonces el conjunto V' de los vecinos del nodo 0 como V := [—m,a], pues F~1([q]o) es unién de

cilindros con coordenadas fijas entre —m y a

Asi, hemos encontrado la funcién local fy : Q2+t™+!1 — Q. El mismo procedimiento se puede aplicar para

encontrar f; para cualquier i, con lo que concluimos que F' es un autémata celular.

Falta ver que F es homogéneo. Para ello, notemos que el conjunto de estados es el mismo para cada



coordenada. Como F' es shift invariante, tenemos que

fi+1(x*mi+1’ e 7$ai+1) = F(x)iJrl = J(F(x»Z = F(U('T»Z = fi(m*mi+17 ce 7xai+1)

Y de esto, podemos obtener (quizds con algo mds de esfuerzo) que el conjunto de vecinos V;, de cada coorde-

nada es igual a V) + n, y que f; = fy, lo que nos permite concluir que F' es homogéneo.

. Qué tipos de estructura podemos darle a @%?. En el caso Q finito, sabemos que todo abierto es un cerrado,

luego, la topologia tienen estructura de o-algebra. Gracias a esto, podemos definir:

Definicion 8 Se define M(Q%) = {u : B(Q%) — [0,1], u es medida de probabilidad }

Definicion 9 Se define la aplicacion lineal lp - M(Q”) — M(Q%), de tal forma que lp(u) = wo F_y
No es dificil probar que si pu es medida, entonces g () es medida, luego, la aplicacién estd bien definida.

Proposicion 3 Como Q% es espacio métrico compacto, se puede dotar a M(Q%) de la topologia vaga, luego,

es espacio métrico compacto y convezo.
Teorema 3 Para todo autémata celular existe una medida invariante respecto a lp

Demostracion:

A partir de la medida p, construimos la sucesién de medidas p(™, con p(™ = % l%c) ().

Como el espacio es compacto, podemos tomar una subsucesién convergente, y nos preguntamos si el limite

de tal sucesién es invariante para lp:

Notemos que:

n—1 n—1 (n)
_ 1 1 n lp (p) — p
) = LSy = 15 g = ! (} U () + 187 ) — u) — i 4 e

k=0 k 1 k=0

Sea f continua sobre Q% a valores reales, entonces fd(lp(p™)) = fdu™ +/ id(lgl) (1) — ).
Qr Q7 z T

ma £(z)
7 . f (n) zeQ?
Dado que Q* es compacto, se tiene que f es acotada, luego, | “d(lp’(p) — p)| £ —— = 0.
Q7 n n



De esta forma, si llamamos v al limite de la subsucesién, u(™ — v en la topologia vaga, se tiene que I (,u("))

tiende a v.

Por dltimo, sea f continua. Como F' es continua, f o F' es continua, y se tiene;

fdlp(u™) = / foFdu™ — / foFdv = / fdlp(v) con lo que Ip(u™) — Ip(v).
Q~ Q= Q~ Q=

Se concluye que Ip(v) = v

Utilizaremos la estructura de espacio medible para obtener una propiedad fundamental de F"

Definicion 10 Se define la medida producto uniforme independiente como p([ag,...,a—1]x) = ﬁ, es decir,

se multiplica |Q|~Y| tantas veces como coordenadas fijas tenga el cilindro.

Notacién 2 Diremos que, dadas dos palabras w y u (de largos | + 2r y I, respectivamente), se tiene
fw) =w ssi V1 <0 <1, fW_pgi, Wepgig1s - - oy Wri—1, Wy) = Uy

Teorema 4 Si F : Q7 — Q% es automata celular homogéneo, entonces F es sobreyectiva ssi la medida producto

uniforme independiente es invariante para lp

Demostracién:

Sin pérdida de generalidad, supondremos que para F' la memoria es —r y la anticipacién es r (donde r es el

radio de la regla local de F). Por otro lado, recordemos que la topologfa de Q% es a su vez una o-algebra.

Notemos que F~1([ag,...,a;_1]x) es unién disjunta de cilindros de la forma [¢_., ..., ¢-11—1]_rt+% (Esto pues,
para que la coordenada s tome un cierto valor, sélo son importantes las coordenadas entre s —r y s + 7).

Ademids, como @ es finito, podemos tomar estos cilindros disjuntos y en una cantidad finita.

Definiremos Sj(aq, . ..,a;_1) == {x € Q'T?", f(z) = {ao,...,a;_1}}. (Esto es, todas las palabras cuya imagen
es {ag,...,a;-1})
Asi, F~Y([ag, ..., a1_1]x) = U [w]k—r, de donde:
weS;(ag,...,ar—1)
_ 1 |Sl(a0,...,al_1)|
p(F(ao, - aalk)) = Z Q[i+2r = Q|2

weSi(ag,...,ar—1)
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Notando que u([ag, ... ,a1-1]x) = ﬁ se tendrd que:

p=1r(p)

)

Vk e Z, VleN, V{a07. .. ,(J,l,l} S Ql, |Q‘2T = |Sk’l(a0,. .. ,al,l)\

(A la propiedad de abajo la llamaremos (x))

(La implicancia de la forma se tiene pues las medidas serian iguales en los cilindros, que es un algebra

que engendra la o-dlgebra, luego, por Hahn, las medidas son iguales)

Notemos que entonces para probar el teorema, nos bastara con probar (*) & F es sobreyectiva:

Probemos que (x) = F es sobreyectiva:

Sea x € Q%, tomemos la sucesiéon de conjuntos {S, }nen, en que S, = F7 ([T, T nits s Tno1,Tn]—n)-
Recordemos que este conjunto es la unién de los [w]_,—, con w en Sopy1(T_p, ..., Tp).
Como [S2p4+1(T—p, ..., xn)| = |Q|*", se tiene que S, # 0, y como es unién finita de cilindros, que son cerrados,

es un cerrado.

Sea m > n. Tomemos y € S,,, sabemos de y que F(y); = x;, Vi € {—m,...,m}. En particular, dado
que m > n, se tiene que F(y); = z;, Vi € {—n,...,n}, y entonces, y € S,. Hemos mostrado entonces, que

m>n= S, CS,.

Por lo anterior, se tiene que S, NS, = ~max{n,m}, y, en general, para J C N finito se tiene que
ﬂ Sj = S’maw{ jeJy> que es no vacio. Luego, {S'n} es una sucesiéon de cerrados con la propiedad de la interseccién
jeJ
finita.

Como Q7 es espacio métrico (luego separado) y compacto, se tiene que ﬂ Sp # 0. Tomemos un y cualquiera
neN
en esta interseccién, veremos que F'(y) = x. En efecto, sea z € Z. Como y € m Sn € S|z, se tiene que

neN
F(y), = x,, y esto se cumple para todo z, luego, F(y) = x.

Asi, hemos encontrado un elemento cuya imagen es x, y como x es cualquiera, se concluye que F' es sobreyec-

tiva.
Antes de demostrar que F' sobreyectiva — (x), es necesario dar algunas definiciones:

Definicion 11 Se define QT como U Q". FEste es el conjunto de todas las palabras posibles con signos en QQ
neN
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Notacién 3 Sea u € QF, si u es de largo n, notaremos f~1(u) := {w € Q"*?", f(w) = u}

Sea p = urgé?n+ {If~(u)|}. Como F es sobreyectiva, se tiene que, en particular, f es sobreyectiva, luego, cada

uno de tales conjuntos es no vacio, con lo que p > 0.

Notacién 4 Sea g1 € QT y g2 € QT, notaremos q1qa como la concatenacion de caracteres de qi con los de qa

Ahora, para demostrar que F' sobreyectiva — (x), debemos probar dos lemas:
Lema 1 Sea u € QF, si |f~'(u)| = p, entonces |f~*(uq)| = p para cualquier q € Q

Demostracién:

Es claro que U {vb, ve f ()} = U Y (ugq), y ademds, estas uniones son disjuntas.
beQ q€Q

Como [{vh, v € f~t(u)}| = |f~1(u)| = p, entonces | U{vb, ve fHu} = Zp = |Q|p. Asi, por la
beQ be@
igualdad anterior, p|Q| =} <o |f~1(uq)|.

Por otro lado, |f~t(uq)| > p, Vq € @, con lo que, si para algtin ¢ se tuviese |f~!(uq)| > p, por la igualdad

anterior, se tendria que p|@| > p|@|, lo que nos darfa una contradiccién
O

Notemos que, en general, el lema anterior nos asegura que si |f~1(u)| = p, entonces p = |f~1(u)| = |f~(us)|

con s una palabra cualquiera
Lema 2 p = |Q]*"
Demostracion:

Sea u tal que |f~!(u)| = p. Veamos que {vw| v,w € f~1(u)} = U Y (uzu) (notemos desde ya que tal
Z€Q2r
union es disjunta). Esto quiere decir que si f(w) =wuy f(v) = u, entonces existe una palabra z de largo 2r, tal

que f(wv) = uzu (y viceversa)

En efecto, sean v,w en f~1(u). Si u es el largo de n, entonces el largo de v y w serd n + 2r, y por lo tanto,

vw es de largo 2n 4 4r. La palabra formada entonces, al aplicar f, tendrd largo 2n + 2r.

Sea i entre 0 y n — 1. Se tendrd que (vw);4,; = v; para todo j entre 0 y 2r.
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Ast, f((vw)s, ..., (vw)iyor) = f(viy...,Vit2r) = u;. Lo mismo ocurre para i entre n + 2r + 1 y 2n + 2r
(aqui, (vw;yj) = w;). Con esto, es facil ver que f(vw) es de la forma uzu con z una palabra. Como u es de

largo n y f(vw) es de largo 2n + 2r, necesariamente z es de largo 2r (es decir, 2 € Q?"). Asi, se tiene que

{vw|v,w € f~(u)} C U f_l(uzu)

ZGQZT

v w

u z u

Es igual de secillo convencerse que un elemento de U Y (uzu), necesariamente est4 en
Z€Q2T
{vw| v,w e fF1(u)}.

El resultado lo tendremos al calcular el cardinal tanto de {vw| v,w € f~!(u)} como de U I Huzu)

Z€Q2r
1. Notemos que {vw| v,w € f~1(u)} = U {vw|v € f~H(u)} y que esta union es disjunta, luego:
weft(u)
{owlv,we [T = >0 Hewlve fH W)
wef~1(u)
= Y I
wef~1(u)
= . p
wef~(u)

= {w e f~H(u)}p

= [fHw)lp
2. Por otro lado, | U fHuzu)| = Z |f~!(uzu)|. Del lema anterior, como uzu es una concatenacién

ZGQZT ZGQZT
de la palabra u con la palabra zu, se tiene que |f~!(uzu)| = |f~*(u)| = p, con lo que:

Sl ez = >0 1wl =) p=Hze Q@ p=1Qp

ZGQQT ZGQZT Z€Q2T

Debido a la igualdad de los conjuntos, se tendra entonces que p? = |Q*"|p, y como p # 0, se tiene que

p=1Q%.
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Terminamos concluyendo el teorema inicial:

Bs claro que 3 1774 g)] = |f Q)] = IQP"+. Como |Q%" = p < |/~ (g)] se tiene que si existe g, tal que
qcQ
|~ (q)| > p, entonces:

QP =1QIQI™ =Y 1R < Y 1F @)l =11 = QI+
q€eQ q€Q
Lo cual es una contradicciéon. Por ende, |f~1(q)| = |Q|*" = p para toda letra ¢, y del primer lema se deduce
que cualquier palabra cumple con que su preimagen tiene cardinal |Q?"|. De esto se deduce directamente la

propiedad (k).

[ |
Clasificaciones basicas de Autématas Celulares
Equicontinuidad
Definicion 12 Se dice que x € Q% es equicontinuo ssi
Ve>0 3IA>0, d(z,y) <A=d(F"(x),F*(y)) <e YneN
En adelante entenderemos que las imdgenes sucesivas de x son los puntos z, F(z), F?(x),... etc. Ademads, si

F es biyectivo, entenderemos que las preimdgenes sucesivas de z son los puntos z, F~!(z), F~2(z),... etc.

Queda claro entonces, que un punto = es equicontinuo ssi para cualquier punto y que esté suficientemente

cerca de z, sus imagenes sucesivas estan cerca de las imagenes sucesivas de x
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Proposicion 4 x es equicontinuo ssi
VYN >03dM > 0, xl[—M,M] = y|[—M,M] — Fn(.’L‘)‘[_N7N] = Fn(y)“_N’N], Vn € Z

La demostracién consiste en traducir la nocién de estar cerca en la métrica de Q%. Notemos que esto se
traduce basicamente, en que si leemos en las coordenadas centrales las coordenadas de x equicontinuo, entonces

tenemos determinado un bloque de alto infinito.

Esto nos induce a definir lo que es una palabra bloqueadora:

-{:l[—n.n] Y
H_|\|\||\|\|\|\||\|\|\||\|\|\|\|é

NP

\L \ Bloque determinado

Definicion 13 Se dice que w (digamos, de largo 2n+1) es una palabra blogueadora para F' ssi existe unp < n,

tal que hay un bloque B de largo infinito y de ancho 2p + 1 que cumple:
Ve € [bp...by] n, Fi(2);=Bijsp Y—p<j<p, VIEN
(diremos ademds que determina al bloque B de ancho 2p+ 1)

Una palabra bloqueadora, es entonces, una palabra que determina un bloque infinito hacia abajo. Es impor-
tante notar que las coordenadas centrales de un punto equicontinuo, si forman una palabra lo suficientemente
larga, siempre seran bloqueadoras. La siguiente observacion indica que, en realidad, podemos encontrar una

palabra bloqueadora en cualquier posicién, y seguira siendo bloqueadora.

Observacion 3 Sea w una palabra bloqueadora (de largo 2n+ 1), y B el bloque de ancho 2p + 1 determinada

por w. Ocurre que gracias a que F' es homogéneo, en realidad se cumple:

Vs €Z, Y2 € [bp...bn)-nts, F'(2)j4s=DBijrp V—p<j<p, VIEN

La observacién anterior puede resumirse en que, por lo general, si w es una palabra bloqueadora, entonces se

tendra:
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w
R —

ol I I I I I

Bloque determinado ¢

Sensibilidad

Definicion 14 Diremos que F' es sensible a las condiciones iniciales ssi

Je>0, Ve e Q% ¥6>0, Jyec Bs(zx), IneN, d(F"(x), F"(y)) > €

F serd entonces, sensible a las condiciones iniciales, si existe una distancia € tal que, dado un x, siempre
puedo encontrar un y tan cerca como quiera, tal que una de sus imagenes sucesivas eventualmente se separard

mas que €. Notemos que esta definicién lleva implicito que no existen puntos equicontinuos (sin embargo, es

més fuerte que la negacién de su existencia).

IS

B.(x) B.(F(z)) B(F?(x)) B (F3(x))

Definicion 15 Ahora un par de casos relevantes:

1. Se dice que F es positivamente expansiva si e >0, Vr,y € Q%, v #y, Ine€N, d(F"(z), F"(y)) > ¢
2. Se dice que F es expansiva si es biyectiva y e >0, Yo,y € Q% v #y, In€Z, d(F"(z),F"(y)) > e
Llamaremos a € la constante de expansividad de F'

La propiedad de ser positivamente expansivo, es mucho mas fuerte que ser sensible a las condiciones iniciales,
pues, mientras que el segundo indica que dado x, siempre puedo encontrar un y que eventualmente se aleja, en

el primero se tiene que dado x, todos los y se alejan en algin momento.

Si F es expansivo, significa que dado un z, cualquier y posee una imagen (iterando F' en y) o una preimagen

(iterando F~! en ) que se aleja de la respectiva imagen o preimagen de x
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Proposicion 5 Se cumple que:

1. Sea F positivamente expansiva, y N = [—logs(€)], siendo € la constante de expansividad de F, entonces,

si conozco [F™(x)—n, ..., F™(x)N] para todo n € N, entonces conozco x

2. Sea F expansiva, y N = [—loga(€)], siendo € la constante de expansividad de F, entonces, si conozco

[F™(z)-N, ..., F"(z)n] para todo n € Z, entonces conozco x

La demostracién es directa de la definicién en ambos casos (se demuestra por contradiccion)

En el caso positivamente expansivo, ilustramos la tltima propiedad con el siguiente diagrama (el caso expan-

sivo es bdsicamente lo mismo):

1 1

Bloque conacido

1 determinado

Subshift y Sistemas Dinamicos

Subshift para el caso N = 7Z

Definicion 16 Definimos (Q" )% como el conjunto de todas las matrices de ancho 2n+ 1 y de alto infinito

(hacia arriba y hacia abajo), a valores en Q
Definicion 17 Si F' es biyectiva, se define
SN = {y e (QPMV)2 3w e Q% Vi€ Z, Vj € {—N,...,N}, yij = (Fi(x)),}

Para algiin = € Q%, cuya existencia implica que y € S%N), diremos que induce a y

Es decir, S}N) es el conjunto de todas las matrices en (Q*V*1)Z, que son producidas al componer algiin x,
de forma iterativa con F (hacia abajo), y con F~! (hacia arriba):

A SI(;N) se le llama un subshift vertical de rango N de F

Supongamos que F' es expansiva. Siel IV anterior es como el de la proposicion 4, llamamos a S}N) simplemente

S, v para cada elemento y de Sp, el elemento = € Q% que lo induce es tinico.
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1‘ /F_E(I)[f—m'.mj
ﬁF_l(i'H[—N.N]
— |~

=3

3 g Ij—(i'”[—,\f.m']
5 th””[—,’\.",_)\"]

Esto permite generar la siguiente funcién:

Definicion 18 Se define la funcion ¥ := Sp — Q% tal que V(y) = x, siendo x € Q% el 1inico elemento que

induce a y
Notemos que VU es claramente biyectiva

Proposicion 6 S es un cerrado dentro de (Q*"+t1)2 (dotado de la topologia de los cilindros), y U1 es

bicontinua

La demostracién de la bicontinuidad de U~ es trivial (utilizando sucesiones se tiene el resultado).
Veamos entonces que S es cerrado:
Sea y € (Q*M 12 v {y, }nen C Sr una sucesion tal que y,, — y. Debemos probar que y € Sr.
Recordemos que en la topologia de los cilindros se tiene que
Yo =y S VmeN, INeN, Vo> N, (Yn)lj=m.m] = )|[=m,m]
Y en este caso en particular, dado que los ¥, son matrices;
Yo =y ©V¥meN, INeN, ¥n>N, Vje{-m,....m}, Vke {=N,....N}, (yn)jx = ¥)ix
Definiremos entonces, para cada m;
Dy = {x € Q% Yje{-m,...,m}, Vke€ {-N,...,N}, (F/(2)), =yjr}

Si llamamos w; € Q% a (y)|;, se tendrd que

Do = | (VP ([w-)i-n.n)) | O fwol i 0| () 7 (o)

Luego, como F es automata celular biyectivo, se tiene que es de inversa continua, y entonces la interseccion

anterior es de conjuntos cerrados, por lo que D,, es cerrado. Notemos ademads, que para n suficientemente
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grande, ¥(y,) € D, luego, D,, # 0.

Notando que los D,, son decrecientes, se tendra la propiedad de la inteseccién finita. Como el espacio es

compacto (pues Q2N+ lo es), se tendrd que m D,, #0.
meN

Tomemos un elemento z € ﬂ D,,. Como Vi € Z, x € D);|, necesariamente Vj € {—N,..., N}
) meN
F'(z); = v;,;, de donde se deduce:

VieZ, Vje{-N,...,N}, F(2); =y,

Y entonces x induce a y, por lo que y € Sg

Definicion 19 Se define 0 := Q% — Q” de la forma usual (en que o(Y);; = Yii1,;)

Claramente, como F' es biyectiva, o es biyectiva. Ademds, si y € Sp, entonces o(y) € S (basta tomar F'(z),

que induce o(y)), esto nos dice que S es cerrado para o

Definicion 20 S C BZ, con S cerrado, se dice subshift si o(S) = S
Esta definicién es importante, pues segin los resultados anteriores, se tiene que (Sg, o) es un subshift (cerrado
e invariante para o)
Sistemas Dinamicos en el contexto anterior
Definicion 21 Un sistema dindmico es un par de la forma (X, F) en que X es un conjunto compacto y F es

una funcion continua

2}

Definicion 22 Se define la relacion de equivalencia ”‘ser conjugados”’ entre sistemas dindmicos

X, F) 2 (Y. T) que se cumple ssi IV biyectiva y bicontinua, ¥ : X =Y tal que V"o FoWU =T
(X, ,T) q P Y Y , q

Si dos sistemas dindmicos son conjugados, se tendra que comparten una cantidad muy grande de propiedades

(en general, podremos decir que son iguales en los aspectos que nos interesan)

Proposicion 7 c =V 1o Fo ¥

La demostracién de esto es trivial. Notemos que hemos probado que (Q%, F) es conjugado con (Sg, o). La

utilidad de esto es que en lugar de estudiar F', estudiamos o.



19

Para el caso F positivamente expansivo, se puede definir Sp de forma andloga (y obtenemos las mismas
propiedades anteriores), sin embargo, veremos més adelante, Sr es en realidad un subshift de tipo finito, en

que:

Definicion 23 S se dice subshift de tipo finito ssi es subshift y IW C B™ finito tal que

Vo € BZ, x € S < ninguna palabra de W aparece en x

En general, los subshift de tipo finito son bastante més sencillos de estudiar (tienen propiedades ttiles)

Caso N =N
Notemos que en este caso, QV también resulta ser compacto, ademés, definiendo la métrica
h:QYNx QY =R, d(z,y) = 2-M&Y) con n(z,y) =inf{i:i € Nyy; # x;}
Se tendré (al igual que en el caso N = Z), que tal métrica induce la topologia de los cilindros.

Finalmente, definiendo el shift: o : QY — QY, o(z); = 441, se tienen los mismos resultados mostrados

hasta ahora en el caso N = Z
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Resultados en Teoria Ergddica y

Dinamica Topoldgica

Entropia

Sea (X, T) un sistema dindmico. Dado fi un recubrimiento abierto de X, podemos tomar un subrecubrimiento

 finito (indexado, digamos con los elementos de J finito).

Definicion 24 Se define py~ ' (X) := {U;,, N T~ HU;, ) O ...0T " U, ), Grgs--sdtnr €}
En queUj =u; N X, conu; € i

Notemos que — wj, NT " (uj, )O...NT " (uj, ) #0 ssihay algin z € X, tal que

t
r €y, T(z)€ ujtl,...,T"’l(x) € uj, -
Esto quiere decir que cada elemento de ,ug_l(X ) representa un camino de largo n para los elementos de x,

(es, de hecho, el conjunto de todos los z que pasan por ese camino)

Notacion 5 Diremos que S C J" es un conjunto camino-recubridor de secuencias de ugfl(X) 881

Vo€ X, 35s€ 8, 5= (jtg,Jtrs--+»Jtn ), tal que x € Uj, NTHU;, )N... 0T U, )

Jto

Los elementos de J™ son los nombres de los caminos en ug_l(X ), luego, S C J™ recubre los caminos si para
todo z € X puedo encontrar un camino dentro de S por el que pase (notemos que si los abiertos de p no son

disjuntos, entonces puede haber un z que pase por més de un camino)
n—1

Definicion 25 Llamaremos n(uf (X)) = min{|S|, S es camino-recubridor de puy ' (X)}

La idea intuitiva es que este valor es el niimero de caminos que se pueden observar al iterar T, n — 1 veces

21
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Definicion 26 Se define H(uy ') = log(n(up~'(X)))

Proposicion 8 H(ul™™ N < H(ud™) + H(ug™)

Demostracién:

Sea S un camino-recubridor de gf*t™~!(X) minimal. Para una secuencia h € S definimos h{ " como la

secuencia que contiene sus primeras n coordenadas, y h»T™~! como la secuencia que contiene sus restantes m

coordenadas.

nt+m—1
h‘n

Definimos entonces S,,, S,, como los h6’71 y hntm=1 con h € S. Es claro que S C S,, x S,

Notemos que S,, es camino-recubridor de pg_l(X ) v que es minimal pues S es minimal. As{ mismo, S,, es
camino-recubridor para ugﬁ”fl(T”(X )), v es minimal para este conjunto, pues S es minimal

Utilizando lo anterior,
(g X)) = 18] < [Sn X Sl = [Sul - 1Sl = n(ug ™ (X)) - S

Pero como S,, es camino-recubridor para el conjunto 7"(X) C X, y es minimal, se tendrd que |S,| <

n(ud (X)) (esto es claro, pues si hay menos puntos, hay menos caminos posibles).

Es claro entonces, que n(ug ™™ (X)) < n(ud ™ (X))n(ug (X)), y aplicando logaritmo, se tendrd que
H(ug ™) < H(ug ™) + Hug' ™)

Notemos que hemos definido H (,ugfl) que contine la cantidad de caminos que somos capaces de ver al iterar
T n — 1 veces. Sin embargo, nos gustaria obtener una nocién de todos los caminos que podemos ver al iterar T’

de forma indefinida. Para ello, serd de utilidad el siguiente lema:
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.a . .a
Lema 3 Sea {a,} tal que ap, >0 y anim < an + am, entonces lim - = inf =
n—oon  neENN

Demostracién:

Notemos primero que por la sub-aditividad, se puede mostrar por induccién, que para todo par de naturales

m,n, se tiene que a;p < M- ay

.. . .y , . an
Sea ¢ = gng—" (existe, pues la sucesién estd acotada por 0). Consideremos ng tal que T <c+ 5
eN

Tomemos para tal ng, M := | max {a;}, y escojamos N’ tal que Vn > N’| % <5
<i<ng

Escogemos N = maxz{N’,ng}. Por el algoritmo de divisién, Vn > N, podemos encontrar ¢, € N, tinicos,

tales que n =q-ng +r,y r < ng. De esta forma:

n _ Ggnotr  QOng T Q0ng | Or Ong M
— <

n n - n qng + 1 n no

Vn > N,

an
n

Luego, — ¢, que es lo que se queria probar

1
Definicion 27 Se define la entropia topoldgica de T en pn como hiop(it, T) = lim —H(uf ™)

n—oon

Por el lema anterior, la entropia topoldgica estd bien definida, y contiene la nociéon de cuantos caminos se
pueden observar al iterar T' indefinidamente. Sin embargo, estos caminos estdn dados por el recubrimiento

elegido, lo que es un inconveniente, por lo que se define la entropia de la siguiente manera:

Definicion 28 Se define la entropia de T', hiop(T) = sup hiop(p, T')
o

Ahora, veremos de forma réapida una forma alternativa de calcular la entropia:

Definicion 29 z,y € X son (n,¢)-separados si Vi € {1,...,n — 1}, se tiene que d(T*(x), T (y)) > €
Definicion 30 E C X es (n,¢)-separado ssi Vr,y € E, x ey son (n,€)-separados
Definicion 31 Se define r,(€) = max{|E|, E es (n,¢€)-separado}

1
Teorema 5 hiop(T) = lim lim —log(ry(€))

e—0n—oon
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Notacion 6 En lo que resta del apunte, nos referiremos a ug_l(X) sencillamente como ug_l

Finalmente, veremos una proposicién que nos sera de ayuda al tratar con autématas celulares:

Proposicion 9 Sean p,v dos recubrimientos finitos de abiertos de X, entonces, si v es mds fino que u, se

tendrd que hiop(ps, T') < hiop(v,T)

Notemos que el resultado es intuitivo, pues, debido a que v es més fino que p, necesita mas caminos para cubrir

n—1

X, luego, n(ug (X)) < n(vg~ (X)) para cualquier n. Tomando logaritmo, obtenemos H (ug~') < H(vy™ 1),y

entonces se llega al resultado al dividir por n y obtener el limite

Entropia en Autématas Celulares
Definicion 32 Para el caso N =7 se define p,, como el recubrimiento de cilindros de largo 2n + 1 centrados

en cero (Para el caso N =N, tomaremos los cilindros centrados en 0 y de largo n +1).

,Cémo se ve un elemento en (p, )57

Sea ¢ € (un)h ', ¢ tiene la forma [wo]_n N F ' ([wi]_p) N - N FF Y ([wi_1]_y), luego un = estd en c ssi

T € [wol_pn, F(z)€[wi]_n, ..., F"7 z) € [wi_1]-n
Es decir, x estd en c ssi podemos leer el bloque formado por los w;:

0

[TTTTTTTTTTITITTTTITTIITIT]—
u“(l<-f
Wi =
Wi—1 e

(Notemos que la figura corresponde al caso N)

Proposicion 10 Sea p recubrimiento abierto finito de Q% (digamos, indexado por el conjunto I), entonces

In € N, tal que Yu € p, Jw € Q*" L [w]_,, C u. Se tiene un resultado andlogo para el caso N = N
Lo demostraremos para el caso N = Z:

Recordemos que los cilindros son una base de abiertos de la topologia, luego, Vi € I, dn; € N, tal que

Jw; € Q™ w;]—p, C u,.

Tomemos n = max{n;}. Recordemos que si n > n;, podemos tomar un z; € Q" ™ cualquiera, y se tendrd

que [z;w;z;]—n C [wi]—n,, de donde se tiene el resultado.
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Proposicion 11 En Q% y QN se tiene que hiop(T) = lim hyop(pin, T)
n— 00

Demostracién (para el caso N = Z):

Sea p un recubrimiento abierto cualquiera. Por la proposicion 10, existe un n € N tal que Vu € u, Jw €

Q> [w]-, Cu

Como cada [w]_,, pertenece a p,, (el recubrimiento de cilindros de largo 2n + 1), es claro que u,, es mds fina

que p. Por la proposicién 9, esto implica que hyop(t6, 1) < hiop(fin, T).

Por la desigualdad anterior, se tendra necesariamente que sup hyop (6, T') < sup hiop(tin, T).
" n

Por otro lado, es claro que {u,} es una subcoleccién de recubrimientos finitos, luego, necesariamente,

Sup Piop(tin, T') < sup hiop(p, T'), de donde obtenemos la igualdad.
n I

Finalmente, notemos que {u,} es una subcoleccién creciente de recubrimientos (ordenados de acuerdo a la
relacién de ser més finos), luego, por la proposicion 9, {hop(tin, T) }nen €s una sucesién monétona creciente, y
se tiene

sup hiop (pn, T) = nhﬁ»H;o htop(ﬂnv T)

De donde se concluye el resultado

|

Proposicion 12 Si pi es una particion abierta y finita de X, entonces, n(ug =) = |(ufg ™)«
en que (g™ )w i= gt — {0}

Demostracion:

Sea c € (uy ')« . Como ¢ # (), 3z € ¢, es decir:

T € upy, F(x) €ugyy., F" N x) €uy,_,
Por otro lado, p es particion, por lo tanto se cumple:
Vi#te, ®duy, Vi#t, F()¢uj,...,Vj#te1, F*" 1 (z) ¢y,
Y entonces, la secuencia (tg,t1,...,t,—1) es el Gnico camino posible para z, y por lo tanto, debe pertenecer

a cualquier S camino-recubridor.
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Como esto ocurre Ve € (uf™ '), , se tendrd que |(ug~').| < |S| para todo S camino-recubridor. En

particular, |(ug ™). < (g ™).

Notando que las secuencias generadas por los ¢ € (ug_l)* cubren ,ug_l, se tiene la igualdad.

Teorema 6 FEn el caso QN se tiene que hyop(F) = hiop(ptr—1, F) donde r es el radio de la regla local de F

Demostracion:

Antes de demostrar el teorema, veamos primero que |((1n)h ) sl = |((r—1)5 )| - Q"

Para hacer mds facil la notacién, llamemos sencillamente v, a ((,un)f)_l)* LY Up_1 A ((ur_l)é_l)* .
Sea ¢ un elemento de v,, y € c. Notemos que c¢ es de la forma:

n+1
.

(Esto es, asumiendo que podemos hablar de ¢ y del bloque que induce como el mismo objeto). En particular,

podemos reconocer que tal bloque induce de forma unica a

J

n+l—r T

—

En que w es una palabra de largo n + 1 — 7, y el bloque B es un elemento de ((ur—1)y ). Dado que (por la

shift-invarianza) o"~"*1(z) € B, se tiene que B # (), y entonces B € v,_1.
De esta forma, ¢ induce de forma tnica un elemento de Q™ "' x v,._;.
Por otro lado, sea (w, B) € Q" "' x v,_;. Consideramos algin x € B (B es no vacio). Tomando y = wz el

tinico elemento tal que yli ) = w y o™~ "Fl(y) = z, se cumple que, c"~"*1(y) € B, y, por lo tanto, podemos

leer en y la siguiente figura:
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n+l—r "

\Um T T T I I T —>
j =B
w

Notemos que, dado que conocemos las primeras n + 1 coordenadas de y, podemos conocer las primeras
n —r + 1 coordenadas de F(y). Adem4s, como conocemos F(y) entre n —r + 1y n (pues o"~"t1(y) € B), se

tiene que, en realidad, conocemos las primeras n 4+ 1 coordenadas de F'(y)

Siguiendo este argumento de forma recursiva, podemos concluir que conocemos el bloque completo:

O T —

En que Q € v,_1 (es no vacio, pues y € Q).

Asi, hemos mostrado que para cada elemento en Q" "+ x v,._1, le corresponde un tnico elemento en v,,_;

y viceversa, por lo que se tiene
V1] = vr—1 x Q"7 = Jvpa ] - QI
Que es lo que queriamos probar.

Para concluir el teorema, notemos que u, y p,.—1 son particiones de abiertos, luego, por la proposicion

anterior:

1 B
hiop(fin, F) = Jim —log(n((pm)5 "))

1
I—o0 [
. 1 n—r
= lhm jlog(|y’r71| : |Q‘ +1)
—00

.1 on—r+1
= lim Slog(|v,_1]) + lim ————1og(|Q|)
l—oo [ l—o00 l

-1

_ Tim Stog(n(a,—1)5 ™)

- htop(/‘rfla F)
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Luego, hiop(fin, F) = Biop(ttr—1,F), ¥n >r —1, de donde se concluye que

htop(F) = nhﬁngo htop(,una F) = nhHH;o htop(,ur—la F) = htop(,ur—lvF)

Veamos a continuacién un resultado que nos sera de utilidad més adelante:

Proposicion 13 La entropia topoldgica de (Q%,a) es log(|Q|). (Se tiene el mismo resultado para Q)
Demostracion:

Sea i, el recubrimiento de cilindros centrados en 0 de largo 2m + 1. Notemos que hay |Q[*™*! de tales

cilindros (y son todos no vacios), luego n((im)3) = |Q*™*1

Sea v uno de tales cilindros y x € u. Se tiene que o()|[—pm,m—1] = Z|[—m+1,m] (recordemos que tales valores
estén fijos, por estar  en u). Luego, la tnica coordenada en [—m, m] que no estd fija para o(z) es la coordenada
m, que puede tomar cualquier valor en Q. Asf, n((1m)5) = |Q*™ 11 (pues por cada cilindro, podemos pasar

a otros |@)| cilindros).

Utilizando el mismo criterio para o**1(x) y o%(z), tendremos inductivamente que n((1,,)8) = |Q*™ 17",

con lo que, la entropia para tal recubrimiento sera:

3 1 m-+n
hop (i, 0) = lim ~log(|Q*™*"*1) = log(|Q])

Como esto se cumple para todo m, se concluye que hyop(0) = log(|Q])

Para concluir esta seccion, adjuntamos un par de resultados que nos seran ttiles en el ltimo capitulo:

Teorema 7 Sea A matriz cuadrada a valores naturales tal que A es irreducible. En este caso, I\ > 0 (llamado
el valor propio de Perron), tal que:
1. X es valor propio de A

2. Yu wvalor propio de A, |u| < A
3. ker(A—XI) =< wu> para algin u > 0
Teorema 8 Sea G un grafo dirigido conezo finito, y sea 3 el conjunto de todos los paseos infinitos (en uno o

ambos sentidos) por el grafo. Entonce se tendrd que la entropia topoldgica de (X,0) es el logaritmo del valor

propio de Perron de la matriz A de incidencia del grafo



29
Dinamica topolégica

Nos interesa estudiar y clasificar los distintos sistemas dindmicos de acuerdo a sus propiedades. Para ello, se

definen las siguientes propiedades:

Definicion 33 Se define:
1. (X,T) es transitivo si Vu,v # 0 abiertos de X, In > 0 tal que UNT™(V) £ (
2. (X,T) es minimal siVx € X, orby (z) =X
3. (X,T) es débilmente mezclador si (X x X, T x T) es transitivo

4. (X, T) es mezclador ssi YU,V abiertos no vacios de X, AN >0, Vn> N, UNT"™(V) # 0

Nos interesan particularmente las propiedades de ser transitivo y mezclador:

1. El que T sea transitivo, nos indica que, dados dos abiertos cualesquiera, U y V, al iterar los elementos de

U, eventualmente, alguno de ellos caerd en V

2. La propiedad de ser mezclador es aiin més fuerte que la propiedad anterior, pues establece que para un

numero cualquiera n suficientemente grande, existe un elemento en U que llega en n iteraciones a V'

Fi(a)

F(z) Vv

Definicion 34 Un conjunto A C X se dice residual si contiene una interseccion numerable de abiertos densos

en X

Notemos que un espacio métrico compacto, en particular es completo, luego, por el lema de Baire, un conjunto

residual es denso (y viceversa)

Definicion 35 (X,T) se dice casi-equicontinuo si el conjunto § de sus puntos equicontinuos es residual
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Proposicion 14 Si ¢ es el conjunto de los puntos equicontinuos de X, se tiene que T—1(€) C &

Demostracién:

Sea x € T~1(&), luego, T(x) =y € £.

Tomemos € > 0 cualquiera. Como y € &, existe § > 0, tal que d(z,y) <J = d(T"(2),T"(y)) < e Vn € N.

En particular podemos tomar § < € que cumpla la propiedad anterior.

Por otro lado, como T es continua, 3v > 0, tal que d(Z,z) <v = d(T(Z),y) < <e.
Ast, d(#,z) <v = d(T(2),T(z)) =d(T(%),y) < < e, y entonces

d(T" (), T"(x)) = d(T" " (T(#), 7" (y))) < ¢ ¥n €N

Definicion 36 Sea € > 0, se define & := {x € X, 36 > 0, Yy,z € Bs(z), Yn >0, d(T"(y),T"(z)) < €}

El conjunto & es el conjunto de todos los puntos z, tales que si dos puntos z e y son parecidos a z (en el

sentido de la métrica), entonces para cada n, T"(y) es parecido a T"(z)

Proposicion 15 Se tienen los siguientes reultados:

1. T7H&) C &

2. & es abierto

5. 6=(¢

n>1

Demostracién:

1. Sea x € T71(&.). Por pertenecer T(x) a &, existe un § > 0 (que podemos tomar menor que ¢), tal que

Vy,z € Bs(T(z)), ¥n >0, d(T"(y),T"(2)) < .

N,

Por la continuidad de T', podemos encontrar v > 0, tal que V& € B,(x), d(T(%),T(z)) <
Luego, Vi1, 25 € By(x), d(T(21),T(Z2)) < d(T(#1),T(x)) +d(T(x), T(Z2)) <6

De esta forma, T'(z,),T(&2) € Bs(x), y por esto ltimo, d(T™(Z1),T™(&2)) < € para cualquier n > 1.
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Concluimos finalmente que

Vi1, @2 € By(z), d(T"(21),T"(22)) <€, VR €N

2. Sea x € &. Tomemos ¢ > 0 tal que Vy, z € Bs(x), d(T"(y),T™(2)) < e.
Veremos que B (z) C &

Tomemos un & € B; (z) cualquiera, y consideremos la bola B; (z). Sean y, z € B; (). Se tiene que:

Luego, y,z € Bs(x), y por lo tanto, d(T™(y),T"(z)) <€ ¥Yn €N

De esta forma hemos encontrado 2 tal que Vy,z € B%(JE), d(T"(y),T"(z)) < € VYn € N, lo que nos

garantiza que T € &..

Lo anterior indica que B (x) C &, y como x es cualquiera, se concluye que &, es abierto
2

3. Veamos que & = ﬂ &1

n>1

: Sea x € ¢. Por definicién sabemos que existe un 6 > 0, tal que Vy € Bs(z), d(T"(y),T"(z)) < 5=

Sean y, z € Bs(z), entonces d(T™(y), T™(2)) < d(T™(y), T™(x)) + d(T™(z),T"(z)) <

S|=

Asi, z € {1, y esto se cumple para todo n, lo que indica que x pertenece a la intersecciéon de los £1

Sea r € ﬂ £1. Tomemos € > 0 cualquiera. Sabemos que existe un m en N, tal que € > %
neN

Como z € £1, existe un 6 > 0, tal que Vy, z € Bs(z), d(T"(y),T"(2)) <L <e, VneN

En particular, tomando z = x, tendremos que Yy € Bs(x), d(T"(y),T"(x)) <€, VYn €N, con lo que

concluimos que z es equicontinuo.
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Teorema 9 Si (X,T) es transitivo, entonces o es sensible a las condiciones iniciales, o es casi-equicontinuo
Demostracién:

Veamos que si & # (), entonces & = X:

En efecto: si & # X, podemos tomar U = X — £, que es abierto, no vacio y disjunto con &,.
Por transitividad, existe un n > 0 tal que U N T~ "(&) # 0. Como T "(&) C &, lo anterior implica que

UnNé& # 0 (contradiccién, pues habfamos dicho que U era disjunto con &).

Por otro lado, notemos que si & = (), se tendrd que:
Vee X, V6§ >0, Jy,z € Bs(x), In>0, d(T"(2),T"(y)) > €
En particular, tomando z = x, se tendra:
Ve e X, V§ >0, Jy € Bs(xz), In>0, d(T"(x), T"(y)) > ¢
Que es la definicién de ser sensible a las condiciones iniciales (con constante €).

De esta forma, hay dos casos posibles:

1. |Vn>1, £1 # (0| En este caso, como & = ﬂ &1 y cada &1 es un abierto denso, entonces £ es residual
n>1

(luego, (X, T) es casi-equicontinuo)

2. |3dneN, &1 = 0| En este caso, el sistema es sensible a las condiciones iniciales, con constante %
w

Observacion 4 Si (X,T) es transitivo, entonces es sobreyectivo

Demostracién:

Notemos que como X es compacto y T es continua, T(X) es compacto. En particular, se tiene que T(X) es
cerrado, luego, (T'(X))¢ es abierto.

Si el conjunto anterior es no vacfo, como T es transitivo, existen z € X, n € N, tales que T"(z) € (T'(X))°

(lo que es una contradiccién, pues, si llamamos y a T~ !(z), se tendra que T"(x) = T(y) € T(X))

O

Definicion 37 Se dice que (X,T) es uniformemente rigido si para la sucesion {||T™ — id|loo }nen €l 0 es un

punto de acumulacion
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Teorema 10 Sea (X,T) transitivo y casi-equicontinuo, entonces:

1. orb(x) = X < x es equicontinuo
2. (X,T) es uniformemente rigido

3. T es homeomorfismo
Demostracién:

1. (a) Sea z € X, tal que orb(r) = X y sea un € > 0 cualquiera. Como orb(z) es denso y & es abierto,

se tiene que existe n € N tal que T"(x) € &..

Por otro lado, como T™"(&,.) C &, necesariamente z € &. Asi, como esto ocurre Ve, se tiene que

x € £, y entonces = es equicontinuo

(b) Por contradiccién, sea z € £ tal que orb(z) # X. Notemos que U = (orb(z))¢ es un abierto no

vacio, luego, tomando z € U, notamos que existe un € > 0, tal que B.(z) C U (por ser U abierto).
Consideremos la bola B (z).

Como x es equicontinuo, 36 > 0, Vy € Bs(z), d(T™(x),T"(y)) < 5, Vn € N. Por otro lado,

como T' es transitivo, sabemos que existe n € N, tal que Bs(z) NT~"(Bg(2)) # 0
Sea y en tal interseccion:

i. Como y € Bs(x), se tiene que d(T"(y), T"(z)) < §.

ii. Como y € T7"(Bs(2)), se tiene que d(T"(y),z) < 5.

Deducimos entonces que d(T™(z), z) < d(T™(z), T"(y)) + d(T"(y), z) < €, lo que quiere decir que
T"(z) € Be(z) C (orb(x))¢ (contradiccién).

2. Sea € > 0 cualquiera, y x € X equicontinuo. Como x es equicontinuo, existe un ¢ > 0 tal que

Yy € Bs(x), d(T"(y), T"(z)) < =, YneN

[«20 e

Como Bs(x) — {z} es abierto, y orb(z) = X (por la parte anterior), existe un N > 0 tal que
TV (x) € Bs(x) , luego, d(TNT™(z),T™(x)) <5, Vm eN.
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Como T es continua, TV es continua, luego, 302 > 0, dy < 5 tal que

Wy € Bs,(2), d(T™(2), TN ()) <

Wl m

Por otro lado, como orb(z) = X, existe un m > 0, tal que T™(z) € Bs,(2), con lo que:
d(z, TN (2)) < d(z, T™(x)) + d(T™(x), TN (x)) + d(T™ N (), T"(2)) < ¢
Como lo anterior se cumple para todo z € X, entonces
Ve>0, IneN, d(T"(z),z) <e Vze X

Que es lo que queriamos probar

3. Veamos que T es un homeomorfismo.

Como sabemos que T es sobreyectiva y continua, debemos probar que es:

(a) Sean z,y € X, © # y. Como son distintos, existe un ¢ > 0, tal que d(x,y) = e.

Supongamos que T'(z) = T'(y).
Por la parte anterior, existe un n € N, tal que
d(z,T"(2)) < g Vze X

En tal caso, d(z,y) < d(z,T"(z)) + d(T™(z), T"(y)) + d(T"(y),y) < %€ < ¢, lo que no puede ser.

(b) ’ De inversa continua: ‘ Sea € > 0. Ya que T es uniformemente rigido, existe n, tal que

Vie X, d(I™(2),2) <

w| m

Por otro lado, como T es continua, T™ es continua, luego, sabemos que existe § > 0, tal que

Wy € By(x). d(T"(2).T"(y)) < 3

Asi, como T™(z) = T"TH(T~1(x)), se tendra que para cualquier y € Bs(x):

AT (), T (y) < AT~ (2), T (x)) + d(T" (2), T" () + d(T"(y), T~ (y)) < €

Es decir, T~ es continua



Aplicaciones en Autématas celulares

Recordemos que un autémata celular en Q% (o N) es, en particular, un sistema dindmico. Veremos que, en

realidad, tales autématas celulares tienen comportamientos mas bien determinados.

Proposicion 16 Sea (Q%, F) un autémata celular transitivo, entonces es sensible a las condiciones iniciales.

(También se cumple para N =N)

Demostracion:

Del capitulo anterior, como F es transitivo; o es sensible, o es casi-equicontinuo. Supongamos que el automata

es casi-equicontinuo.

Como F' es transitivo y casi-equicontinuo, es uniformemente rigido, luego, sabemos que existe un n > 0, tal

que

Vo € QF, d(w, F(x)) < ¢
En particular, se tiene que F™(x)y = 20, y como esto se cumple para todo x, se cumplird para o'(z):
F'(z); = (0! (F™(2)))o = (F" (o' (x)))o = (o' (2))o =
Luego, como esto se cumple VI € Z, se debe tener que F"(x) = = (y esto para todo z).

En particular se cumple para algin x equicontinuo, por lo que:
orb(z) = {z,F(z),...,F" (z)} = Q%

Lo que indica que Q% es finito, lo que no puede ser.

35
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Proposicion 17 Sea (Q%, F) un autémata celular y r el radio de su regla local (el caso QY es andlogo).
Sea w una palabra de largo 2L+ 1, y u una palabra bloqueadora de largo t :== s+ 2k, que determina un bloque
de ancho s, con s > r.

En tal caso, uwu es bloqueadora, y el bloque que determina es de ancho 2s + 2k + 2L + 1

Tlustremos un poco esta proposicién:

L I I I 1 e 2 —
i K

s+ 2k o 9L 41 2s +2k +2L +1

Sea z € [uwu]_s_o—r. Debemos mostrar que ¥n € N, F"(x)_s_p—r1,s+k+1) estd determinado.

Demostremos esto por induccién sobre n:

1. : Notemos que este caso es trivial, pues conocemos x entre las coordenadas —s — 2k — L y
s + 2k + L, luego, en particular, lo conocemos entre —s —k — Ly s+ k + L.

2. : Supongamos cierta la hipdtesis para n. Esto quiere decir que conocemos F™(z) entre las
coordenadas —s—k—Lys+k+ L.

Como el radio de la regla local es r, conocemos F"T!(z) entre las coordenadas —s — k — L +r y

s+ k+ L —r. En particular, como s > r, conocemos F"*!(z) entre —k — L y k + L.

Notando que u es palabra bloqueadora, ésta induce un bloque de ancho s, luego, debido a la posicién

en la que se encuentra u (a la izquierda), conocemos F"*1(x) entre —s —k — L'y —k — L.

De la misma forma, podemos argumentar que conocemos F"*1(x) entre k + L y k+ L + s, con lo que

concluimos que conocemos F"+1(x) entre —s —k — Ly s+k+ L.
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Teorema 11 Sea (Q%, F) un autémata celular finito (se tiene el mismo resultado en QY ), entonces
F no es sensible a las condiciones iniciales < F es casi-equicontinuo

Demostracién:

1. Sabemos que el autémata es casi-equicontinuo, luego, £ = ﬂ 5%.
neN
Si el sistema fuese sensible a las condiciones iniciales, existiria € > 0, tal que

Vo € Q% V6 >0, Jy€ Bs(z), IneN, d(F*(z),F"(y)) > e

En tal caso, podriamos tomar n € N, tal que % < e. Como £1 es no vacio, existiria un x en este
n

conjunto, luego, x no cumpliria la propiedad anterior (por la definicién de £1), lo que no puede ser.

2. La negacion de la sensibilidad de F' nos indica que
Ye>0, dze@Q? 36>0, Vye Bs(x), VIeN, d(F'(z), Fl(y)) <e
Esto podemos caracterizarlo, como:
vmeN, Iz €@ IneN, ylnn=2|nn = F@)|mm =F®)|-mm, WEN

De esta forma, considerando un m > r fijo (donde r es el radio de la regla local), obtenemos una palabra

u € Q?" 1 definida como u = 30\[7n,n] y que es bloqueadora.

Sea ahora una palabra w de largo 2L + 1. Consideremos = € Q%, que resulta de centrar w en la

coordenada 0, y adjuntar la palabra u infinitas veces tanto a la derecha como a la izquierda de w.

€—[[TITTTTTITTTT T[T e [ [ [ [ [ [ [ [ [ [Tl
T T ————
; i g ~ i .
=
Veamos que z es equicontinuo:

En efecto, sea s € N, tomemos un k en N tal que s < L + k(2n + 1), y definamos la palabra w como x
entre las coordenadas —L —k(2n+1) y L+ k(2n+1). Como u es palabra bloqueadora, por la proposicién

anterior, uwu es bloqueadora, y el bloque que induce es méas ancho que w.

Sillamamos p a L+ (k+1)(2n+1) y t a L+ k(2n + 1) (recordemos que s < ¢), tendremos:

Yy € Q%) Yipp = Topp = wwU, F"(@)_rg = F"(Y)[—t4, Vn EN
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En particular se tiene:
Yy € Q7, Yl—pp] = T[—pp] = uwu, F"(x)_sq=F"(y)-ss, Vn €N

Luego, como s es cualquiera, x es equicontinuo.

Definamos ahora @, el conjunto de todos los x definidos de la manera anterior, a partir de palabras
de largo 2L + 1 (Notemos que todos los puntos de @ son equicontinuos). Podemos entonces definir

P = U ®;, que es un conjunto de puntos equicontinuos
LeN

Sea y € Q% un punto cualquiera, y m € N cualquiera.

Tomemos w := Y|[_y,,m] ¥ escojamos el x resultante de centrar w en cero, y adjuntar u infinitas veces

a la derecha y a la izquierda.

Es claro que z € @, y que se tiene z|_, m] = Y[—m,m|- Podemos traducir esto en que, para una distancia
cualquiera, hemos podido encontrar un punto ® que esté suficientemente cerca de y, con lo que concluimos

que P es denso (pues y es arbitrario).

Hemos encontrado asi un conjunto denso de puntos equicontinuos, por lo que se concluye que F' es

casi-equicontinuo

Automatas cerrados

Definicion 38 Un autémata celular, (Q%, F) se dird cerrado a la derecha ssi existe un n € Z, tal que

Yo,y € Q% x # Y, T|[—oon] = Yl[—con] = F(z) # F(y). Se define ser cerrado a la izquierda de forma andloga.

Consideremos el conjunto B, tal que todos sus elementos son iguales a = desde la coordenada n hacia atras.

F sera entonces cerrado a la derecha si es inyectivo al restringirlo a cada B,.

Definicion 39 Un autémata celular, (Q%, F) se dird cerrado si es cerrado a la derecha o a la izquierda

Definicion 40 Se define un diamante como una palabra w de largo al menos 2r (con r el radio de la regla

local), para la cual existen dos palabras u y v de igual largo, tales que f(wuw) = f(wow)
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Proposicion 18 Si F' no es sobreyectivo, entonces existe un diamante
Demostracién:

Recordemos que en la demostracion del teorema 4, llegamos a que
F es sobreyectiva ssi |Q[?" = |f~1(2)| Vz € QF

En este caso, F' no es sobreyectiva, luego, necesariamente existe un z’ tal que |f~(2')| # |Q|*".

Supongamos 2’ de largo . Tomemos todas las palabras de largo [, y supongamos que cada una de ellas es

menor o igual a |@Q|*" (en particular, |f~1(2')| < |Q|?"), entonces:

Q| =171 @) =1 (U D= 2o @< Yo 1er =1@*

zeQ! z€eQ! zeQ!

Lo que no puede ser, luego, existe un z de largo [ tal que |f~1(z)| > |Q*"|

Sea w € f~1(2). Es claro que el largo de w es igual al largo de z més 2r.

Definamos para cada m los siguientes conjuntos:

1. M, :== {wwow ... wn,_1w, w; € f~(2) Vi}

2. Np = {2v02012 ... 202, v; € Q" Vi}

Notemos que |M,,| = |f~1(2)[™ v que |N,,,| = |Q[>" ("1, Ademds, se tiene que f(M,,) C N,

Como |f~1(2)| > |Q|?", para un m suficientemente grande, obtenemos la desigualdad | f = (2)|™ > |Q|>"(m+1),

es decir, |[My,| > [N | > |f (M)l

Como |M,,| > |f(My,)], se deduce que f no puede ser biyectiva, luego, existen u’,v" € M,,, con v’ # v’, tal

que f(u') = f(v'), pero esto quiere decir que existen u y v distintos y de igual largo, tales que f(wuw) = f(wow)

a
Lema 4 Si F es cerrado, entonces es sobreyectivo
Demostracién:

Por contrarreciproca, si F' no es sobreyectivo existe un diamante w.
Sean u y v dos palabras distintas de igual largo tales que f(wuw) = f(wow).

Tomemos z anexando w infinitas veces a la izquierda y a la derecha de u, y tomemos y anexando w infinitas
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veces a la izquierda y a la derecha de v.

Es claro que F(z) = F(y) a pesar de que z e y son iguales desde alguna coordenada en adelante, e iguales

desde alguna coordenada hacia atrés, luego, concluimos que F' no puede ser cerrado

Lema 5 I es cerrado a la derecha ssi

Im > 0, vmayv ($|[,m’71] = y|[7m,71] A F(x)hfm,m] = F(y)hfmm]) = 15‘0 = y|0

(andlogamente se tiene el lema para el caso cerrado por la izquierda)

Podemos ilustrar esta idea como:

i T g 9 — I —

Demostracién:

Sea m > 0, definimos el conjunto X,,, como:

X = {(x,y) € (QZ)27 x|[—m,—1] = y‘[—m,—l] A F(x)|[—m,m] = F(y)‘[—m,m] AN xg 7é yO}

Notemos que X, es cerrado en la topologia producto (representando X,,, como la interseccién de tres conjutos,

uno por cada propiedad, es ficil ver que cada uno es cerrado). Ademads, se tiene que X,,,+1 C X,

Supongamos que Vm > 0, X, # . Como {X,,} es una familia decreciente de cerrados no vacios, se tiene

la propiedad de la interseccién finita, luego, como el espacio es compacto, X := ﬂ X # 0.
m>1

Tomemos (z,y) € X, luego, se tiene que
T|—oo,—1] = Yll—oo,—1) A Fz)=F(y) N x#y
Como F es cerrado a la derecha, existe n € Z, tal que
V'Y € Q% @' # s 2| ooy =V mcom = F(@) # F(y')

Tomando z’ = o~"*1(z), ' = 07 "T1(y) (con x,y los encontrados en X ), habremos encontrado un par tal
que

JU/|[—<>o,n] = y/|[—oo7n] A F(:E/) = F(y,) A o # y/
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Lo que no puede ser. Concluimos entonces que Im > 0, X,, = ). Como X, reune a todos los elementos

que no cumplen la propiedad para un cierto m, se deduce que la propiedad se tiene para todos los elementos.

Sean x e y, tales que z|[_oo,—1] = Yl[—co,—1] A F(x) = F(y)

En particular se tendra que z|[_p, 1] = Yl[—m,—1] A F(2)|[=m,m] = F(Y)|[—m,m] Para el m de la propiedad,

luego, zg = yo.
Consideramos ahora o(x) y o(y). Es muy sencillo notar que
o(@)[=m,—1] = #l[=m+1,0) = Yl[=m+1,00 = (Y)[[=m,—1) (Por lo anterior)
F(o(@)|[=m,m] = F(@)[—mt1,m+1] = F @) [=mt1,m+1] = F(@ @) [=m,m]
Luego, por la propiedad, 1 = o(x)g = o(y)o = y1.

Inductivamente, utilizando el argumento anterior, llegamos a que x; = y; para [ cualquiera, luego, concluimos

que z =y, lo que indica que F es cerrado a la derecha (con n = —1).

El lema que demostraremos a continuacién es lo que nos permitira darle importancia a la propiedad de ser

cerrado en autématas celulares

Lema 6 Sea F un autémata cerrado a la derecha. Sim es suficientemente grande, dados u € Q™ yv € Q*™,

tales que F([u]_p) N [v]_pm # O se tiene que

Vb e Q, Fla € Q, F([ual-m) N [vb]—m # 0

Tlustremos un poco esta idea:

m 0 m m 0 m
— = -
u v a (y es inico) b

Demostracion:

Escojamos m tal que se cumple la propiedad del lema anterior (existe, pues el autémata es cerrado a la

derecha).

Definimos B := {(u,v) € Q™ x Q*™, F([u] _n) N [v] _n # 0}.
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Este es el conjunto de todos los pares de palabras u y v (de largo m y 2m, respectivamente), tales que existe

algin = € Q% que cumple con T|_m,—1) =u Yy F(T)|[—pmm-1] = .

A continuacién construimos un grafo dirigido G, cuyos vértices V(G) son los elementos de B,es decir, los

vértices tienen la forma:

Y los arcos de GG son tales que:
Un arco biby (con by = (u,v) y ba = (s,t)), pertenece a G ssi uljgm] = Sl[,m-1] ¥ Vl[2,2m] = tl[,2m—1]

Es decir:

No es diffcil notar que si by es el elemento en B inducido por x, y by es el elemento inducido por o(x), entonces

b1by € G. Utilizaremos esto para probar que G es conexo:

Sean by y by dos elementos cualesquiera en B. Sabemos entonces que existen y y z asociados a tales by y by
(como en la definicién de B).

Sea r el radio de la regla local de F', y consideremos w1 = y|[—r—m r4m—1] ¥ W2 = 2|[—r—m,r4m—1]-

Tomemos un x cualquiera en [wyws]|—m—r. Es claro que x € [w1]nm—r con lo que

Tlom,—1] = Y=m,—1] A F@)|mm-1 = F@)l=mm-1)
Es decir, x esta asociado a by

Por otro lado, 022"+ (z) € [ws] ., por lo que, andlogamente al caso anterior, o227+ (7) estd asociado

a bf
Finalmente, podemos tomar la secuencia z, (), o?(x),...,02™ 2"+ 1(z), que estd asociada a la secuencia
bo, b1, ba,...,bs. Por lo visto anteriormente, bobi, b1ba,...,br_1bs € G, es decir, hemos encontrado un camino

entre by y by en G, lo que nos permite concluir que G es conexo.
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Consideramos ahora el conjunto ¥ C B? de los paseos infinitos en el grafo G. Definimos ® : Q% — X, tal
que q)(x) = {($|[i,i+m71]7F(x)|[i,i+2m71])}iel

Visualmente la funcién ® tiene esta forma:

PR

Veamos que ® esté bien definido:

1. Sea = € Q%, veamos que ®(z); € B. En efecto, ®(z); = (@15,i4m—115 F (@) |1i,i4-2m—17) = (us,v;) que son de
largo m y 2m respectivamente.

Notemos que para o™ (z), se tiene que

("™ (@)=, -1 F (@™ @)= mm—1) = @l,im—1)» F(@)]ji,i02m—17) = (us, v;)

Luego, (u;,v;) € B

2. Notemos, por otro lado, que ®(x);®(x);41 es un arco de G, pues u;|[2,m] = Z|[i41,i4m—1] = Wit1l[1,m—1]

(para v; es andlogo)

De esta forma, ®(x) es, efectivamente, un paseo infinito en el grafo.

No es dificil ver que ® es biyeccién, y que conmuta con los shift, luego, se tendra que (Q%, o) es conjugado

con (X, 0).
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Sabemos que G es un grafo finito, y que es conexo, luego, por el teorema 8, se tiene que la entropia

topolégica de (X, 0) es el logaritmo del valor propio de Perron de A, donde A es la matriz de incidencia de G.

Por la proposicién 13, la entropia topoldgica de (Q%, o) es log(|Q|), luego, como (Q%,0) y (X, 0) son conju-
gados, en particular deben tener la misma entropia. Llamando A al valor propio de Perron de A, se debe tener

entonces que A = |Q)|.

Sea (u,v) un elemento cualquiera de B. Notemos que, dado b € Q, si existe un a € @, tal que F([ua]_.,) N
[vb] _,, # @, entonces, por el lema anterior, tal a es tinico. Para concluir el teorema, debemos mostrar entonces

que tal a existe.

Por el mismo argumento anterior, cada elemento (u,v) € B puede tener a lo més |@Q| vecinos (uno por cada
letra concatenada a v). Demostrar la existencia consiste entonces, en mostrar que cada elemento de B tiene

exactamente |@Q| vecinos.

Sea u el unico vector propio asociado a A. Recordemos que tal vector es no negativo. Como wu tiene finitas

coordenadas, alcanza su méximo M > 0 en algtin u;. A un elemento b; tal que u; = M, lo llamaremos maximal.

|B|
Notemos que cada elemento en B tiene a lo mds |@Q| vecinos, luego, Z A;; <1Q)|. Por otro lado, como u es
j=1
vector propio asociado a A = |@)|, se tiene que para b; maximal:
| B |B|
QIM =" Aiju; <Y AyM < |QIM
j=1 j=1

Como u es no negativo, y los A;; son todos unos y ceros, si alguno de los vecinos de b; no fuese maximal,
la primera desigualdad serfa estricta, lo que no puede ser. Por otro lado, si b; tuviese menos de |Q| vecinos,
la segunda desigualdad seria estricta, lo que tampoco es posible. Podemos concluir entonces, que si b; es un

elemento maximal, entonces tiene |@| vecinos, y son todos maximales.

Hemos probado entonces que ser maximal es una propiedad de clase, y como el grafo es conexo, todos sus
elementos son maximales. En particular, cada uno de ellos tiene exactamente |@Q| vecinos. Como cada elemento
en B, tiene a lo més un vecino por cada letra en (), concluimos que debe tener exactamente un vecino por cada

letra en @, con lo que se concluye el lema.
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Observacion 5 El lema anterior, se puede generalizar cuando F es cerrado tanto a la derecha como a la
izquierda de la siguiente forma:

Siu es de largo al menos 2m+1 y v es de largo al menos 4m + 1, tales que F([u]_pm) N [v]—2m # 0, entonces
-1

)N [b1vba] —opm—1 # 0

para cualquier par de elementos by, bs € Q, existen Unicos a1, aq, tales que F([ajuaz]_m,

Proposicion 19 Sea F' un autdmata celular cerrado a la derecha y a la izquierda y m grande. Siu y v son dos

palabras de largo 2m—+1 y 4m+1 respectivamente tales que F([u]—pm) N[v]—om # 0, entonces [v]—am C F([u]—m)
Demostracién:

Definamos primero Vj := [v]_om ¥ Up := [t] .
Sea y € [v]_ay,. Llamemos b_1 a y_2;m—1 ¥ b1 & Yom+1. Consideremos Vi = [b_1vb1]—2m—1.

Por la observacién 5, se tiene que existen tnicos a_; y, a1 tales que
F([a,lual],m,l) N [b,ﬂ}bl]fszl #* 0

Llamemos U; a [a_juai]_pm—1.

De la misma forma, llamando b_s & y_21,—2 ¥ b2 & Yam+2, podemos generar

Vo= [b—zb—lvblbz]—zm—z y Uz = [a—za—luala2]—m—2

Siguiendo este método, podemos generar el par de familias {Uk}r>0 v {Vi}r>0. No es dificil darse cuenta

de que Vk > 0, U1 C U Viy1 C V.

Tomemos ahora una sucesién {zy}x>0, tal que Vk > 0, zy, € Uy, F(zy) € V.
Se puede probar ficilmente que ﬂ Vi ={y} v que m U = {z} para algun z.
k>0 k>0
Por lo anterior, necesariamente x — x y F(xp) — y, y como F es continua, es claro que F(z) = y.
Recordemos que z € ﬂ Ui C U = [u]—m, luego, y € F([u]). Finalmente, como y € [v]_a,, es cualquiera,

k>0
se concluye que [v] 2, € F([u]—m)
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Proposicion 20 Si F es cerrado a la derecha y a la izquierda, entonces F' es una funcion abierta

Demostracion:

Como los cilindros [u][_y ) son una base de vecindades, nos bastara probar que su imagen es abierta. Hay

dos casos que son de nuestro interés:

1. Supongamos n > m para m como en la proposicién anterior, como U [V]—2n = Q*

v EQ4n+ 1
se debe cumplir:

F([u][—n,n]) = U (F([u][—n,n]) N [v]—Qn)

vEQAn+1
Por la proposicién anterior, hay dos casos posibles:

Fllenm) Nvl2n =0y [o]o2n © F([u](—n.n)

Llamando I' al conjunto de los v tales que se cumple lo dltimo, tendremos lo siguiente:

F([u][_n,n]) = (U (F([u][_nyn]) N ['U]fgn) U U @) = U [v],gn

vel’ vel'e vell

Luego, F([u][—pn,n]) es unién de abiertos, por lo que es abierto.

2. Sin < m, se tiene que [u][_y ) se puede escribir como unién de cilindros de largo al menos m + 1, luego,

F([u]i—nn) = UF([v]j=m-1,m+1)) que ya vimos que son abiertos.
Podemos concluir entonces que F' es una funcién abierta

O

Notemos que, entonces, nuestro interés sobre los automatas cerrados a la izquierda y a la derecha, radica en

que F' es una funcién abierta, lo que nos ayudard a entender tales autématas.
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Resultados para F' positivamente expansivo

Lema 7 Sea (Q%, F) autémata celular positivamente expansivo, entonces es cerrado a la derecha e izquierda

Demostracién:

Veamos que F' es cerrado a la derecha. En efecto, consideremos N € N tal que
v,y € Q%, (F(@)"—nn = F@)"-nn), VR EN) =z =y
Tomemos entonces z e y tales que F'(z) = F'(y) v |—co,N] = Yl[=c0,N]-
En particular, para tales z e y, se tiene que F"(x) = F"(y), y, més especificamente,
F(@)"[-nn = F)"[[-~n), YR €N
Se sigue que x = y, y se tiene que es cerrado por la derecha (por la izquierda es andlogo)

O

Teorema 12 Sea B un conjunto finito. Todo subshift (S,0), en que S C BY, y tal que o es una funcion

abierta, es un subshift de tipo finito

Teorema 13 Si (Q%, F) es positivamente expansivo, entonces (Sg, o) es un subshift de tipo finito

Demostraciéon

Como (Q%, F) es positivamente expansivo, entonces es cerrado a la derecha y a la izquierda, y, por la

proposicién 20, sabemos que es abierta.

Se tiene que (Q%, F) es conjugado con (Sp, ), luego, necesariamente o es abierta, y entonces, por el teorema

anterior, (Sg, o) es un subshift de tipo finito.
|

De esta forma, sabemos que el subshift vertical es un subshift de tipo finito. En particular nos interesa la

siguiente propiedad

Observacion 6 Sea S un subshift de tipo finito para algin alfabeto B. Existe un N > 0 tal que, para toda
palabra v, de largo al menos N, y para todo par de palabras u y w, se tiene que si uv y vw estdn permitidas,

entonces uvw estd permitida. Es importante notar que el resultado también se tiene cuando vw es un elemento

de S
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Todos los teoremas y resultados obtenidos hasta el momento para N = Z, se pueden obtener de forma

analoga para N = N.

Teorema 14 Si (QV, F) es positivamente expansivo, entonces es mezclador.

El resultado también se tiene para Q%

Antes de poder demostrar el resultado, recordemos que la funcién ¥, a través de la cual F' es conjugado con

S, es bicontinua, es decir, se tiene:

Proposicion 21 Sea (QY, F) un autémata celular positivamente expansivo, y sea Sg el subshift al que es
conjugado a través de la funcion V. Entonces, para toda palabra u € Q7 , existe una palabra w en (Q"1)*, tal

que \I’([w]o N SF) - [U]o

Demostremos esto:

Sea = un elemento cualquiera de [u]o, y llamemos z = ¥~1(x). Llamemos ademés w,, a 2|[0,m] Para cada m.
Definimos Dy, = {y € QN, y ¢ [u]o A ¥(y) € [wm]o} = ([1)o)* N T~ ([wm]o N SF)

Notemos que los D,,, son cerrados, y son decrecientes. En caso de que Vm € N, se tuviera D,,, # (), entonces la

familia {D,, }men seria una coleccién de cerrados con la propiedad de la interseccién finita, luego, ﬂ D,, # 0.

meN
Tomando y en esta interseccién, se tiene que ¥~1(y) = z, pero y # x, pues y ¢ [u]o. Esto es una contradiccion,

pues z tendria dos imagenes a través de W.

Se concluye que existe un m tal que D,, = 0, es decir V([w,,]o N Sr) C [u]o

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema:

Por comodidad, demostraremos el caso r = 1. Para el caso r > 1, la demostracién es analoga.

Sean U y V dos abiertos cualesquiera en QY. Como los cilindros de la forma [w]y son una base de abiertos,

podemos suponer que U = [u]g y V = [v]p. Llamemos n al largo de u y m al largo de v.

Recordemos que como F' es positivamente expansiva, Sg es un subshift de tipo finito, y existe un N € N tal

que se cumple la proposicién 6. Consideremos entonces wy € QT una palabra de largo N + 1

Por la proposicién 21, existe una palabra s; tal que ¥([s1]o) C [woulp. Supongamos que tal palabra es de

largo I. Tomemos ahora un elemento cualquiera p en [s1]g, ¥y tomemos y = ¥(p).
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Es claro que y € [woulp. Llamemos wouw; a la palabra formada por las primeras N +1+n +1+ k

coordenadas, en que k es un nuimero natural cualquiera.

N+1 n Ik
ML e

Ry

wy u wy

Como r = 1, las primeras N + 1+ n + [ + k coordenadas de y (es decir, wouw;) determinan las primeras
N +n + 1 + k coordenadas de U1 (y)

N+n+i+k

Llamemos T;T% a la palabra formada por tales coordenadas de ¥~!(y), donde T} es de largo n + 1+ k y Ty
es de largo NV:

Sea ws la palabra formada por las primeras N +1 coordenadas de F"+*+¥(y). Notemos que, como las primeras

N +1+n-+1+k coordenadas de y inducen T T, entonces las primeras N + 1 coordenadas de F"*!**(y) inducen
Ts.



o0

Sea ahora [wav]g € QY, y tomemos z cualquiera en tal cilindro. Como en particular, z € [ws]o, se tendra

gie las primeras N + 1 coordenadas de ¥~!(z) forman Ty. Asi, podemos llamar ToT3 a ¥~1(z):

v
//_9 N
T—z S

T3 G

Notemos que 7175 es una palabra permitida en Sp, y 7575 es un elemento de Sr (luego, estd permitido).

Como Ty es de largo N, entonces, por la observacion 6, 717573 es un elemento de Sg.

Llamemos 2’ a ¥(T1T5T5). Recordemos que la palabra w elegida en un comienzo es tal que

U([w]o N Sk) C [woulo, es de largo I, por lo que Th'T5T3][0,1—1] = T1T2|[0,1—1] = w-

De esta forma, 111273 € [w]o, por lo que = € [woulo

Por otro lado, z = W(TyT3) = V(o™ HF (T TyT3)) = FrHHE(U(TV TR Ts)) = FH4E(2'), lo que quiere decir

que FHHR () € [wav]g
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En particular, si tomamos z := oV *1(2’), se tendrda que = € [u]p y que F" 5 (x) € [v]g. Como k es

cualquiera, concluimos que
M =n+1>0, Vm>M, 3z € [ulp, F"(x) € [v]o
Con lo que concluimos que F' es mezclador

Esta demostracion se puede rehacer para los casos r > 1, y se puede realizar una demostracién analoga para

el caso N =7



