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Exercice 1 (Schéma primal-dual et couverture par ensembles)

On utilise le schéma primal-dual pour obtenir une f-approximation pour la couverture par
ensembles en prenant « = 1 et f = f. On travaille sur la paire de programmes primal-dual
suivante :

minimiser Z CsSTg
SES
sous les contraintes Z g > 1, ecU
S:e€S

zg > 0, Ses

maximiser Z Ye

ecU
sous les contraintes Z Ye < c(9), Ses
e:e€cS

Ye > 0, ecU

1. Donnez les conditions de complémentarité primale et duale.
On dit qu'un ensemble S est plein si ) . . qye = ¢(S). Interprétez simplement les
conditions de complémentarité primales et la réalisabilité de la solution duale.

2. Comme x sera a valeurs dans {0, 1}, comment pouvez-vous reformuler les conditions
duales simplement 7 Qu’en concluez-vous au vu de la définition de f 7

3. Proposez un algorithme simple basé sur ces deux ensembles de conditions.
4. Montrez que c’est une f-approximation.

5. Proposez une instance critique.



Exercice 2 (Ordonnancement hétérogene)

Etant donné un ensemble de taches J , un ensemble de machines M, et les temps d’éxécution
pij € Z* de chaque tache j € J sur la machines i € M, le probleme de I’ordonnancement
hétérogéne (en anglais : scheduling or unrelated parallel machines) consiste a ordonnancer
les taches sur les machines de fagon a minimiser le temps d’exécution total, i.e., la date de
fin d’exécution de la derniere des taches exécutées par les machines.

On note n le nombre de taches et m le nombre de machines.

1. En notant z;; la variable qui indique si la tache j est ordonnancée sur la machine ¢,
proposez un programme linéaire entier qui encode ce probleme.

2. Montrez, a travers un exemple simple, que le saut intégral de ce programme en nombres
entiers n’est pas borné. Ou est le probleme ?

3. On wva utiliser la méthode de [’élagage paramétré pour contourner cette difficulté en
définissant une famille de programmes LP(T) pour T € N, LP(T) restreint les va-
riables aux couples (i,7) qui satisfont p;; < T et fait le pari que Uoptimal du temps
d’exécution est inférieur a T (donc remplace t par T).

Montrez que toute solution extrémale de LP(T) admet au plus n + m valeurs non
nulles.

4. Soit x une solution extrémale de LP(T). On dit que la tache j est entiére dans x (en
anglais : integrally set in x) si elle est ordonnancée intégralement sur une unique ma-
chine par x. Sinon, on dit qu’elle est fractionnaire dans x (fractionnally set in x).

Montrez qu’au moins n — m taches sont entieres dans toute solution extrémale de
LP(T).

L’agorithme va combiner élagage paramétré et arrondi LP en recherchant le plus petit
T* tel que LP(T*) admette une solution réalisable (elle minore OPT), puis en calcu-
lant et arrondissant une solution extrémale de LP(T™*) pour avoir un temps d’exécution
total < 277",

Pour U’étape d’arrondi, on introduit le graphe biparti G = (J U M, E) ot (i,j) € E si
xi; 7 0. Soit I C J l'ensemble des taches fractionnaires dans x et H le sous-graphe
winduit par MUF, il s’agit de trouver un couplage parfait de ce graphe pour déterminer
les machines ou ordonnancer les taches fractionnaires.

On appelle pseudo-arbre tout graphe connexe de plus de |V | arétes. Un graphe est une
pseudo-forét si chacune de ses composantes connexes est un pseudo-arbre.

5. Montrez que G est une pseudo-forét.
6. Montrez que H admet un couplage parfait.

7. Montrez que l'algorithme suivant est une 2-approximation pour le probleme de l'or-
donnancement hétérogene.
La premiere étape détermine un intervalle de recherche pour la valeur de T'. L’algo-
rithme commence donc par construire un ordonnancement glouton, ou les taches sont



ordonnancées les unes apres les autres sur la machine courante la moins chargée. No-
tons a le temps d’exécution total de cet ordonnancement. L’intervalle de recherche sera
donc [a/m, .

Algorithme 1

(a) Rechercher par dichotomie la plus petite valeur 7% de T' € N dans l'intervalle

[a/m, ], telle que LP(T) admette une solution réalisable.

b) Calculer une solution extrémale x de LP(T™).
c) Ordonnancer toutes les tiches entieres de x sur les machines données par x.
d)
)

(S

Construire le graphe H et calculer un couplage parfait M de H.

(e) Ordonnancer les taches fractionnaires sur les machines données par le couplage

M.

8. Proposez une famille d’instances critiques.



